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Daa  Recht  der  Uebcrsetzung  bleibt  vorbehalteü. 


Vorrede. 


Die  Ki-raliriing  älterer  und  neuerer  Zeit  hat  gelcbrt,  wie 
leiclit  sieb  lait  der  oleii^'udcD  VcrvuDkoiDtiiuuiig  vim  ciiizclncii 
niathenmtiaclieii  Metliudcn  die  OetaUr  vcrbiudet,  dat$t»  libur  der 
Furm  der  0|>erationcn  ihr  lulmit,  über  den  HiiltHiiiillulii  das 
Ziel  in  VcrpcHsciibcit  gcrnlbt'.  Aua  dem  Gelllbl  iIlt  Vcrpflicli- 
tuDg,  die»cr  Gcfalir  nacb  meiner  Kral't  eiit^g;cn/iMvirkon,,  ist 
der  Eiitscbliiss  bervorfjeKaiigun,  diw  System  der  AnftlvRiK  von 
den  GnindbegrilTcii  an  in  «letigera  Zusjaiiiiiiculiange  non  darza* 
stellen.  Dftft  so  cntMtnndcne  llueli,  dessen  erfiter  Hand  gegenwärtig 
ersckeint  und  dc^^xen  zweiter  ßand  DirTercntial-  oiid  Jntcj^ral- 
recbnnng  behandeln  wird,  wendet  sich  an  solche  Leser,  die  mit 
dem  Gebrauche  der  einfachen  Rechniini^ Operationen  und  mit 
der  Kaklidisrhcn  Geometrie  hcknnot  sind.  Den  Ausgangspunkt 
der  Darstellung  bildet  die  Lehre  von  den  gaii/.cn  Zahlen,  wäh- 
rend alle  Beweise  nur  auf  die  Priueipien  der  Rechnung  und  die 
in  dem  Vortrage  selbst  uiitgctbciltcn  Sätze  ^^c^rUndet  «ind.  Die 
gcomctriiielic  Betrachtung  habe  ich  niclit  zu  der  hcwciäfUhraug, 
soudem  nur  zu  dem  Zwecke  benutzt,  die  gcfumlcncu  ErgcbniBse 
DUttebaulicb  zu  machen.  Durcli  die  atrcnge  Trennung  der  Rech- 
Dang  von  der  Geometrie  wird  der  Studirende  vcranlaä»t,  »tetd 
gegeuwitrtig  zu  haben,  da8.s  tticb  die  Keetnuiug  in  letzter  Stelle 
immer  auf  wirkliche  Zablcnwcrthc  bezieht,  nnd  die  Gedanken* 
arbeit,  ohne  die  auf  dem  eingeschlagenen  Wege  kein  neuer  Schritt 


VI 


Vorrode. 


gcwounen   werden    kann,    üifbcrt    meinus  Erachtcns  am  nac! 
drück! tclislcn  gß^'n  <Uc  im  Kingangc  ang:e<leutet4!  Verirrung. 

Bei  inciiifiii  Vorlmhcii  nrnssto  ich  aupIi  den  grossen  Kreiti 
vuü  Pcrsoiicu  iu8  Auge*  fassen,  welche  der  MEvtlicniatik  tini  ihrer 
verHcliiedenen  Anwendungen  willen  bedürfen.  Man  wird  nnn 
/ugelien,  das»  die  Kragen,  auf  welche  «ich  in  den  letzten  Zeilen 
das  IIan|)t)ntere»sc  ilor  lualheniatiüc-hen  Forscher  gerichtet  hat, 
von  den  Theilen  der  Matbcnmtik,  die  in  dem  Ilereiehc  der  An- 
wendungen dnrcbgehends  benutzt  werden,  in  gröntjere  Riitt'ernun^ 
gerückt  sind.  In  dem  IlcwasstHcin,  wie  schwierig  die  Autgabe 
Kci,  hatiu  ich  vcrHiicht,  '/.witschen  jenen  beiden  Oubieten  eine 
Urlli-ke  zn  scblagcn.  Demnach  i^t  der  Inhalt  der  ntatlicinatischen 
Konntnisäe,  welche  das  ganze  Buch  uintasscn  k<i1I,  so  beniesHcn, 
dasH  derselbe  zu  der  theoretischen  Mechanik,  der  (jiandwi!<sen- 
Bchait  unter  dun  Anwendungen  der  Mathematik,  eiuu  entspre- 
chende Vorbereitung  gowähil.  Es  wllrftc  mich  Ircuoi],  wenn 
meine  Arbeit  dazu  bcitrilgc,  die  Gebiete  der  reinen  Mathematik 
und  ihrer  Anwendungen  einander  tvi  nühcru. 


Bonn,  im  Juli  1B77. 
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Abecbnitt  I. 

Rpdmuiig  mit  bestimmten  GrÜssen. 

Cnpitel  I. 
Kiemente  der  Lehr«  von  den  iranzen  Zahlen. 

S   1.    Begriff  der  ZahL    UnabliängriB'keU  einer  Somine  g«- 
g^ebaner  Zalil«n  von  der  Anordnung  der  Snnunatlon. 

Weuu  uian  bei  der  HclracUtuiij;  ^eirenutcr  Uin^e  von  den 
MerkniaJun  abriebt,  dari'b  wi^h^hc  HJch  die  l>iDf^  unterscheiden, 
80  bleibt  der  IlegrifT  der  Amaftl  der  betrachteten  Dinge  /.nrllek. 
Wer  Über  gewitwe  ^gebene  Dinge  einen  Ueberblick  gcwiaoen 
will,  der  wird  mit  riiiein  bcstinnntpii  Dinge  beginnen  nud  immer 
ein  ueaes  Ding  den  Irlihcren  hinzuiligen;  ein  anderer,  der  den- 
selben Zweck  rertblgt,  kann  mit  demselben  oder  mit  einem  an- 
deren bcstinimteD  Dinge  begiuneii  und  sein  VerlHhren  in  anderer 
Weise  torisetzen.  Die  innere  Anschauung  gicbt  uns  aber  die 
Üeberzeagang,  das«  die  beiden  Beobachter,  woiern  sie  zagtcicb 
anfangen  nnd  immer  zugleieh  ein  nencx  Ding  dem  t'rllhcrcn  hin* 
znfllgen,  ihre  Bäoimtliehon  Operationen  auch  zugleich  vollenden 
mDs»en. 

Das  beschriebene  Verfahren  ist  das  VerfaSren  des  Zählewt, 
und  ans  dem  angeführten  Grnnde  bedeutet  das  Ergebnins  diesea 
Vcrrahrcns,  oder  die  Zahl  dpr  in  einem  bestimmten  Falle  gege- 
benen Uinge,  einen  vitllig  bestimmten  Bogriff. 

Man  brancht  den  Vorgang  der  inneren  Anttchanung,  ans 
dem  der  BegrifT  der  Zahl  mo  eben  abgeleitet  ist,  nur  /.n  wieder- 
holen, nm  zu  erkennen,  dttös  die  Zahl  gegebener  Dinge  immer 
erhalten  wird,  wenn  man  die  gegebenen  Dinge  auf  eine  beliebige 
Weise  in  Gruppen  ordnet,  die  Zahl  der  in  jeder  (Jrnppc  vor- 
handenen beliebig  geordneten  Dinge  bestimmt,  und  diese  sämmt- 
lichen  Zahlen  £u  einander  Algt.  Dies  ist  aller  der  Inhalt  des 
FunäamcnialscUßes 


2  Summe  von  ZaUen.  g 

Die  Summe  gegtAentr  Zohlm  hat  imm^r  denselben  Wcrthj 
tpie  attch  die  Summanden  vertauscht  oder  in  Gruppen  £nsatnmen 
gefosst  werden. 

Sind  zwei  Zahlen  beliebig  gegeben,  so  werden  sie  entweder 
einander  glcteli  sein,  oder  die  eine  wird  gr^i^iier  sein  aU  die 
andere.  Dann  kann  man  die  kleinere  ZabI  von  der  grßSKeren 
suhtrahiren,  oder  die  D^erene  der  beiden  Zublen  bestimmen. 
Ancb  kann  man  eine  Zuhl  von  einer  ilir  gleiebeu  EtubirahircD, 
und  crbült  dann  aJs  Difftrcnit  die  Null.  Ferner  lenelitct  es  ein, 
dnss,  wenn  eine  Somnie  von  Differenzen  gebildet  werden  soll, 
es  freistellt,  zuerst  die  Summe  aller  Minuenden,  dnun  die  Sunime 
aller  Hubtralienden  ku  neliuien,  und  hierauf  die  erste  Stimme 
um  die  zweite  Summe  zu  vermindern.  Desgleichen  dari'  man, 
wenn  mehrere  Additionen  und  melirere  Subtractionen  anszu* 
fuhren  sind,  die  Kcihecfolge  der  einzelnen  Acte  beliebig  wählen, 
wofern  nur  immer  daa  Abzuziehende  nicht  grUsscr  ii^t  als  da»- 
Jonige,  von  dem  es  abgezogen  werden  »oll. 

%  a.   Prodnot«,  Qaotiwitwi  nnd  B«st«. 

Bevor  ich  fortfahre,  scheint  es  angemessen  za  erwähnen, 
d&9S  meine  Absieht  darin  besteht,  im  Folgenden  das  System  der 
GrösseiUehre  auf  die  Lehre  von  den  Zahlen  oder  aaf  die  Arifhmctik 
zu  gründen.  Hiemit  betrete  ich  den  Weg,  welchen  Euklid  in 
den  Kiementen  eingesehlagen  hat,  nnd  wende  mioh  daher  zu 
einer  Erörterung  der  zunächst  hervortretenden  Eigenschaften  der 
Zahlen. 

Eine  Summe  bilden,  hei  der  die  einzelnen  Hummanden  gleich 
derselben  Zahl  a  Rind,  nnd  die  Anzahl  der  .Summanden  gleieh 
der  Zahl  b  int,  hoisst  die.  Zahl  a  mit  der  Zahl  b  multiplicircn. 
Du»  Rcjialtal  dieser  Operation  bcisst  ein  Vielfachea  der  Zahl  a 
nnd  m)}ge  mit  dem  Zeiehen 

ah 
bejieiehnct  werden,  bei  dem  der  MtdtipUe/mäns  a  die  erste,  der 
MuUipUeator  b  die  zweite  Stelle  einnimmt.  Es  leuchtet  nun 
nnmittelbar  ein,  datw,  wenn  nach  einander  die  Räntmtlirhen  Viel- 
fachen der  Einheit  gebildet  werden,  die  vollständige  Reihe  der 
Zahlen  entsteht,  das«  dagegen,  wenn  nach  einander  die  slimmt- 
liehen  Vielfaeheu    irgend   einer  von  der  Einheit  rerBchledenen 


«* 


Proiluof«,  Quotienten  itad  R««te. 


Z«Iil,  etwa  der  Zahl  o,  oufgvstellt  werden,  nickt  alle  Znlilen  her- 
vorgrhen.  Wird  also  eine  Zahl  f  beliebig  gegeben,  so  erhebt 
sich  die  Frage,  ob  dieselbe  ein  Vielfaches  der  bestimmten  Zahl 
o  sei,  oder  nicht.  Da  die  Vielfachen  von  a  gleich  a  oder  grüsser 
alif  a  sind,  t»o  kann  die  Zahl  f  nur  dann  ein  VielfachcH  von  a 
»ein,  wenn  sie  nicht  kleiner  als  a  ist.  Wotero  aber  f  nicht 
kleiner  ata  a  ist«  so  ^inl  man  /'  der  Reihe  nach  mit  den  Viel- 
fachen der  Zahl  «  vergleichen.  Well  jedes  neue  Vielfache  grösser 
ist  alt»  das  vorhergehende,  und  weil  die  Reibe  der  Vielfachen 
oAne  Ende  fortgesetzt  werilen  kann,  ho  muttK  die  gegebene  Zahl 
f  entweder  einem  Vielfachen  von  a  gleich  sein,  oder  zwischen 
7,wei  auf  einander  folgende  Vielfai-hc  fallen,  welche  durch  aq 
und  a{q  +  l)  bezeiehuct  werden  mögen.  Ks  gicbt  also  in  dem 
zweiten  Falle  eine  Zahl  r,  welche  kleiner  ist,  als  a,  und  die  zu 
aq  binznaddirt,  die  Zahl  f  hervorbringt,  so  da^s  die  Gleichung 

f  =  aq  +r 
entsteht    Uro  durch  dieselbe  Gleichung  den  ersten  Fall  mit  zu 
amfaaseu,   lüsst   man  tttr  die  Zahl  r  auch  den  Werth  Null  zu. 
Dann  erhalt  die  Zahl  r  immer  einen  gany^  bestimmten  Werth  aus 
der  Reihe  der  a  Zahlen 


0,  1,  2,  3, 


a— I. 


In  der  «o  eben  aufgestellten  Gleichung  wird  die  Zahl  fdtr  DitH- 
dmdug,  die  Zahl  a  der  Divisor,  tli<i  Zaltl  q  der  Quotient,  die  Zahl 
r  der  Hast  genannt.  Ist  die  Zahl  f  ciii  VieltachcB  der  Zahl  a, 
mithin  der  Rest  r  gleich  Null,  so  sagt  man,  dasf<  f  durch  a  theil- 

bar  sei  oder  aufyfhe,  Und  weudet  die  Bezeichnung  Q  =  —  an. 

§  3.   Unabhängrlglcelt   elneB  Prodaoti  geg^ebener   ZaM«ii  von 
dar  Anordnung  dar  Multiplio&tioB. 

Da  jedcB  Vielfwhc  einer  Zahl  wieder  eine  Zahl  ist,  so 
kann  man  von  einem  solchen  Vielfachen  ein  n'^nes  Vietfacbe 
sehuien»  uud  die  Operation  de«  Multiplieirens  hcHebig  oft  wie- 
derholen.    Hier  gilt  nun  der  SaU 

I)(vt  Produei  geffebeiitr  Zcdden  hat  inmter  denselben  Wcrth^ 
wie  auch  die  Factoren  vertauschi  oder  in  Gruppen  tusamtnengefas^ 
werden. 

Das»  dieser  Satz  für  sioä  Factoren  und  filr  drei  Faelorcn 
richtig  ist,  folgt  sogleich  auä  der  inneren  Anschauung,  auf  die 


Produot  von  Zablen. 


wir  auch  den  Begriff  tler  Zahl  und  den  Fundamentaltiatz  des 
§  1  zurilckgeltllirt  haben.  Um  nach  der  in  ^  2  gegebenen  De- 
finition die  Zahl  II  mit  der  Zahl  h  zu  mnltipliciren,  sind  b  Grup- 
pen zusammen  zu  addireu,  deren  Jede  a  Einheiten  enthält.  Statt 
desaen  künncn  wir  aber  ans  Jedrr  Urnp|>e  eine  Einheit  nehmen, 
so  da»s  diti^uhl  h  eabteht,  und  diese«  Verfahren  a  ma\  wieder- 
holen, wodnreh  wir  alle  vurhandcneu  Einheiten  eischUplcn,  dann 
erhalten  wir  aber  die  Zntil  h  mit  der  Zahl  a  nuilti|ilieirt,  und 
68  entsteht  der  aul"  ztcei  Factoren  bezügliche  tjatz 

ab  =60. 
Um  für  ein  Product  von  drei  Factoren  deren  l'ertatvtrhbarl-fit  zn 
beweisen,  pflegt  man  sich  der  räumliche»  Anschaumig  zu  bedienen, 
und  diLS  Früduet  abc,  welches  die  ikdeulung  haben  soll,  da^s 
zuerst  a  mit  6,  und  hierauf  das  entstandene  Froduct  mit  c  mul- 
tiplicirt  wird,  al»  eine  Summe  darKimtelleo 

a  +  a  +  a  +  .. 

a  +  a  Hr  a  -t- .. 

bei  der  jede  HorJzuutalreihe  die  Zahl  a  b  mal  enthält,  uud  c 
Horizontal  reih  eil  vorhamden  «Ind.  Wi-il  nun  in  jeder  Vertikal- 
reihe die  Zahl  a  c  mal  vorkommt,  und  h  Vertikaircihen  da  «ind, 
so  wird  die  Oesamnitt<umnu'.  aurh  durch  die  Operation  ach  sius- 
gediUekt,    und    der  doppelte  Ausdruck  fuhrt   zu   der  Oleiuhung 

abc  =  a<:6, 
welche  auasagt,  dass  bei  einem  Product  von  drei  Factoren  die 
beiden  letzten  Factoren  mit  einander  vertauscht  werden  dürfen. 
Die  gegenwärtige  Seblussweise  ist  in  ihrem  Kern  von  dt'r  so 
eben  bei  zwei  Factoren  gebrauchten  nicht  verschieden  und  knüpft 
deshalb  meine»  Eraehtenx  nicht  sowohl  an  unsere  räumlidtc  An-  ^M 
Behauung,  als  an  unsere  iiDiere  Anscitanung  überhaupt  an.  V 

Da  die  in  Rede  stehende  Eigenschaft  ftlr  zwei  Factoren  bewie- 
sen ist,  80  darf  man  erstens  mit  Rücksicht  auf  die  vorgeschriebene 
Bildung); weise  m  abc  die  beiden  ersten  Factoren,  und  hierauf 
nach  der  obigen  Bemerkung  die  beiden  letzten  Factoren  mit 
eiuandcr  vertauschcu,  so  dass 

abc^^  bac  ^=  hca 
entsteht   Man  darf  ferner  mit  acb  ebenso  verfahren,  und  erhält 
dauu  die  das  gleiche  Resultat  darstellenden  Anordouagea 


$3. 


Prodoot  TOD  Zahlen. 


acb  =  eab  =  rlia. 

Hieniit  sind   alle  m^glirben  Vertaaschnnfren  der  einzelnen  drei 

Factort'ii  ersch'ipft. 

Da»  Krfi^bnitt?  der  Multtplieation  abc  kann  a)>er  auch  da- 

dorcb  beHtiniint  werden,  da^s    man  sieh  fragt,   mr  off  liier  die 

Zahl  u  vorkomme.    Die  Anzahl  ist  vermUge  des  obigen  Sehemas 

gicicb  bc  and  auch  gleichet;  wird  daher  die  MultipHiation  der 

Zahl  a  mit  dem   Prodoct  bc  dnrch  a{bc)  dnrgegU>llt,  ho  gelten 

die  G^leicbungeD 

oAe  =  a(6«)  =  a(cÄ). 

Aus  donficiben  folgt,  das«  es  gestattet  ist,  liei  jeder  Annrd- 
nang  der  drei  Factoron  dir  beide»  Idzteu  Factoren  in  ein  Pro- 
duet  eiisammcn  jnt  fassen  und  den  rrsieti  Factor  mit  diesem  Pro- 
fiud  SU  muiiipiicireH,  ond  daher  i^t  der  gt-wliiiKohte  IteweJs  dir  beide 
Behnnptungen  den  zugehörigen  .Satzes,  mithin  uuch  filr  jede  Bil- 
dangsweiue  eines  Producta  von  drei  Factorcu  vollstilndig  geleistet. 

Üer  Bewei«  ftit  die  allgeinfine  Gültigkeit  des  botretfcnden 
Satzes  länüt  sieh  dadureh  fliliren.  da^n  man  zeigt,  wie  derselbe, 
weoD  er  für  eine  gewisse  Zahl  von  Fartorou  richtig  ist,  auch  iTir 
die  um  Eins  grilssere  Zahl  richtig  sein  masH.  Der  Hatz  sei  »cUon 
ftlrdie  Prodncte  von  t\lni  und  weniger  Factoren  bewiesen,  nnd  soll 
nun  llir  ein  Prnduct  von  sechs  Factoren  bewiesen  werden.  Es 
ist  jetzt  erstens  zu  zeigen,  das»  eiu  I'roducl  von  scebs  Factoren 
abfdfif  an^eliMl^rt  ltlei))t,  wenn  die  Factoren  ohne  Aeiidcrung 
ihr«r  Reihenfolge  in  Gruppt^n  zuRammengetasttt  werden,  znm  Hei- 
spiel, dass 

a[he){def)  —  abcdef 

yA    Da  jeder  neue  Multiplieator  xu  der  rechten  Seite  dos  MuU 

liplicandus  geschrieben  wirtl,  so  ist 

abcdef  ■=  (abcde)f. 

Wegen  des  ftlr  fünf  Factoren  geltentlen  Satzes  ist  das  Prodnct 

abcde  gleich  einem  Product,  bei  welchem  die  mit  einander  zn 

maltiplicircnden  Gruppen  von  der  ersten  bis  zu   der  vorletzten 

mit  den  Gruppen  des  Products  a(bc){dcf)  Uheroiustimmen.    in 

der  letzten  Gruppe  jedonh  die  letzte  Zahl  fehlt.   Man  hat  also 

abcde  =  a{bc)ide), 
mithin 

abcdef=a{bc)idr)f^ia(hc)){de)(, 

ferner  wegen  des  lllr  drei  Factoren  bewiesenen  Satzes 
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and  deshalb,  wie  behauptet  worden 

aibc)(def\=abcd£f. 
K»  ist  zweitens  xu  zeigen,  dass  ein  Produut  von  sechs  Factoren 
abcdefhe'i  einer  beliebigen  Vcrtauschung  der  Factoren  unge- 
Uudert   bleibt,    zum    Beispiel,  dasa 

febäac  =  abcdef 
igt.    Man  bat  wieder 

febdac  =  (febda)c> 
Das  Product  fehda  von  fiint  Factoren  bleibt  naeh  der  Voraus- 
setzung hei  einer  Vevtausehniig  der  Factoren  ungelindcrt  Oieht 
mau  jetzt  den  Buelistjiben  desHolbeu  ihre  regehuSissige  Folge,  so 
kommt  die  Anordnung  abdef,  und  diese  zertallt  in  zwei  Grup- 
pen ah  nnd  dnf,  he\  denen  die  Itnehnr^ihen  regelmäRKig  aufein- 
ander folgen.  Das  Produet  fehda  ist  demnacb  gleich  dem  Pro- 
duct  abdcf  mtA  dieses  gleieb  dem  Producl  {ah){def),  folglich 
ist  da«  Produet  {Je  bda  )c  gleich  dem  Prodaet  von  drei  Factoren 
(ab){def)c.  Drei  Factoren  dUrten  vemiHge  des  schon  be- 
wiesenen Satzes  beliebig  geordnet  wei-den,  daher  kann  die  Znbl 
c  die  Ötclle  erhalten,  welche  die  Lücke  zwischen  der  ISueh- 
stabenfolge  der  beiden  Gruppen  an^fUllt,  so  dass  (ab){def]e  = 
(ab)c{def)  wird.  Weil  aber  nach  dem  vorhin  Bewiesenen  der 
Werth  eines  Products  von  sechH  Fa<'t(tren,  wenn  die  Factoren 
ohne  Aenderung  der  Keibenfbige  in  Gnippeu  getheilt  werden, 
ongellndert  bleibt,  so  Ut  (ab)c(d€f)  =^  abcdef,  also  auch 
f€bdac^=abcdef,  und  damit  der  zweite  Theil  der  Bcbaiipliing 
erwiesen.  Es  ist  ersichtlich,  das»  durt-b  das  angewendete  He- 
weisver fahren  von  ftiner  Iwliehigen  die  zwei  Ubprlretfenden  Zahl 
von  Factnren  zn  der  um  Eins  grosseren  Zahl  Itbergegangen 
werden  kann,  nnd  deshalb  ist  der  in  der  Rede  »tehende  Sat?.  in 
der  Tbat  allgemein  gUltig. 

Soll  eine  Summe  von  Zahlen  mit  einer  Zahl  nmlttplicirt 
werden,  so  kann  man  aus  jedem  Summanden  des  MaltipliranduB 
nnd  dem  Multiplicator  das  Prodnct  bilden  und  alle  diese  Pro- 
ducta addiren.  Für  die  Multiplication  einer  Summe  von  Zahlen 
mit  einer  anderen  Sumtne  von  Zahlen  ergiebt  sich  bienach  die 
Regel,  dass  jeder  Summattd  des  i^ueti  Factors  mit  Jedem  Sttm- 
manden  des  ewäten  Factor»  su  midtipUcircn,  itnd  von  aU  di*i»cn 
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PtrwbteffM  die  Summe  tu  nehmen  ist.  Desgleichen  wird  das  Pro- 
dvci  aus  meJueren  Summen  t/efutuien,  indem  man  aua  jedctn  Factor 
je  einen  Sttmmandat  nimmt,  txm  dii'scn  Summanden  daa  ProduH 
Mdet,  und  die  sämmtlichen  auf  diese  Weise  erhaltenen  Prodttete 
tu  einander  addiri. 


%  4.   Prlmcahlan  and  zuiamjnengrefletxto  ZaMml 

Jede  Znlil  ht  gleich  deni  Prodoet  aiii;der  Kinhoit  in  die  Zahl 
selbst;  darum  tial  jede  Znhl  sowohl  die  Kiaheit  wie  mich  i^icb 
eelhsl  zum  Iheiler.  Eiue  Zahl,  welche  aus^^r  dicken  keine 
anderen  Tlieilcr  hositzt,  wird  eine  einfache  Zaid  oder  Prim- 
Mohl  genannt;  eine  Zahl,  welche  ausner  der  Kinheit  und  sieh 
selbst  noch  andere  Theilcr  bat,  Ueit^^t  eine  jfusammettgesctetc  Zahl. 
Ob  eine  gegebene  Zahl  eine  Primzahl  sei  oder  nicht,  läast  sieb 
eaUicheiden,  indem  ermittelt  wird,  ob  eine  der  Zahlen,  welche 
kleiner  sind  nie  die  gegebene  Zahl,  in  dieselbe  aufgehe.  Auf 
diese  Weit^e  crhJllt  man  die  Reihe  der  Primzahlen  2,  'i,  5,  7,  U 
IL  6.  w.  Auch  darf  man  i^agcn,  da«s  eine  Zahl,  welche  durch 
keine  Primsahl  aurgehl^  die  kleiner  ist  als  sie  selbst,  uothweu- 
dig  eiae  Priiozald  nein  inuKs;  den»  eine  Zahl,  welche  dnrcb 
keine  kleinere  PrimzaUl  tlieilbar  ist,  kann  auch  durch  keine  zu- 
imengettetzte  Zahl  theilhar  sein,  und  dalicr  nar  sich  selbst 
id  die  Einheit  zn  rhfiilcrn  haben.  Üie  in  dem  vorigen  §  be- 
wiesene Uiiabhiingigkeit  eines  Products  von  der  Anordnung 
der  MultiplieatioD  erlaubt  nänilich  die  Folgerung,  dass  eine  Zahl, 
welche  durch  eine  euttammengegeisie  Zahl  theilbar  ist,  auch  durch 
jeden  Theiif-r  dieser  zutiauimengcsdztcfi  Ziüd  theilbar  sein  muss. 
ScImd  Euklid  bat  bewiesen,  dass  die  Heihc  der  Primzahlen  nie- 
mnls  abbrechen  kann,  nnd  zwar  gicbt  er  den  folgenden  Be- 
weis, (leseizt,  das  Gegcntheil  wäre  der  Kall,  und  eine  Prim- 
zahl p  wäre  die  grösbcste,  die  existirt,  so  bilde  man  daa  Pro- 
dnel  der  sämmtlichen  vorhandeueu  Primzahlen  und  addire  ;eu 
demselben  die  Einheit.    Die  so  entstehende  Zahl 

'2.^.h....p  +  I 
kann  nnn  durch  keine  iler  nach  der  .\nnahnie  vorhandenen  Prim- 
zahleo  ant'gebei],  weil  bei  der  Division  mit  jeder  derselben  der  Rest 
Eins  erscheint;  diese  Zahl  musi;  also  entweder  Überhaupt  durch 
keine  Primzahl  theilbar  sein,   nnd  dann  wäre   sie   selbst  eine 


GrfisfeMtor  f[en«DiRni«r  ThäilAr. 


§ß- 


Primzahl,  oder  sie  mus»  eine  Primzahl  -/um  Thcilcr  haben, 
welche  in  der  vollntiliuligßii  Reihe  dor  Primztihleu  von  2  bi»  p 
Dicht  vorkommt,  mithin  grUsscr  iut  bU  p.  In  beiden  Fällen  er- 
gieht  üich  ein  Widersprnoh  gegen  die  f^tfoffene  Annahrae,  das» 
p  die  ^irHArate  Torhandene  Primzahl  sei,  nnd  darnm  ist  der  anf- 
gestellte  Haiz  richtig. 

I  6.   AnfiraoliiuiK  des  gT8iiest«n  g-emelniamen  Thellen  xweler 

ZfthlMl. 

Zwei  beliebig  gegebene  Znbleo  haben  entweder  nur  die 
Einheit  zu  ihrem  gern cintsa inen  Tlieilcr  oder  uach  andere  Ziihlen 
KU  gemeinsamen  Theilern.  In  dem  ersten  Falle  gebraucht  man 
den  Ansdrutrk,  dass  iJw  hfüfcn  Zalditt  ohne  g<virhij<amen  T/wifer, 
oder  auch  dass  sie  relative  Primzahlm  .vi«f/.  Der  ffrösscste  ge- 
ftneinsanxe  Thciifr  zweier  Zahlen  o  und  b  kann  durch  da»  lol- 
gende  Verfahren  gefunden  werden,  welches  sich  auf  den  ans 
dorn  SehlusBO  von  §  3  nnd  dem  Schlüsse  von  §  !  folgenden 
Satz  stutzt,  liass  howoM  die  Summe  mc  auch  die  Diffcrcm  der 
Vielfachen  einer  hcstimmUt*  Zahl  selbst  ein  Vielfaches  dieser 
Zahl  ist. 

Von  den  beiden  Zahlen  a  und  h  »ei  n  die  grn&gere,  dann 
bestimme  man  lUr  die  Division  der  Zahl  a  durch  die  Zahl  b 
nach  §2  den  Quotienten  g  und  den  Rest  r.  der  nothwcndig 
kleiner  als  h  ist.  Wofern  mm  der  Rest  r  nicht  gleich  Null  iat, 
werde  für  die  Division  der  Zahl  b  durch  die  Zahl  r  der  Quo- 
tient 9  j  und  der  Rest  r.  bestimmt.  Dieses  Verfahren  werde 
fortgesetzt,  bis  eine  der  betreffenden  Divisionen  aufgeht,  so  dasB 
die  Folge  von  Gleichungen  entsteht 

a  =  bq  +  r 
h=rq,  +r, 
r==r,g,  +  r^ 


Daa  Verfahren  muss  nämlich  sein  Ende  erreichen,  weil  von 
den  Zahlen  a,  b,  r,  r,,  r^,  ..  eine  jede  gr^lsser  ist,  als  die  ihr 
nachfolgende,  und  weil  es  nur  eine  bcächränkte  Anzahl  von  Zah- 
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len  giebt,  die  nnter  einer  bestimmten  Zahl  a  lio^n.  Nnn  ist 
der  letzte  von  Null  verschiedene  Kcst  r  der  grosseste  gemein- 
same Thciler  der  Zahlen  a  aud  b.  Denn  üclircibt  mau  die  auf- 
geatelltcn  Gleiebangon  in  der  Form 

a  —  hq  ^r 

&-»-?.  ='•1 

'•  —  ''.«.  =  ^ 


M   1 


''f^f'*i 


ft+l 


Aa»9 


80  folgt  mit  TTnlfc  des  angelUhrteii  Satzes  aoR  der  ersten, 
jeder  gemcin»aiuü  Tbeilcr  i  von  a  und  If  auch  die  Differenz 
a  —  bq=s=  r  theilcn  inuga,  ehpnso  adr  der  Kwcitcn,  dass  derselbe 
getneiDKamc  Tlieiler  (  die  Diffi^renz  b  —  rq,^i\  tUeileii  nuis», 
aud  durch  saccesxive  Anwendungen  aUcr  Gleichungen,  dam  der- 
selbe Thciler  /  mit  Kothweudigkcit  auch  die  Zahl  r  theilt. 
I>a»  Bewiesene  gilt  von  jedem  einzelnen  gemeinftamen  Theilor 
der  Zahlen  «  und  b,  uud  somit  aueli  vrm  rfpni  ffhmrtitr^  ihrer 
gemeitutamcti  ThcH/r.  Dagegen  lehrt  die  Ict/.tc  der  ursprünglich 
Aufgestellten  Gleiehnngen,  dasa  r  durch  r  aufgeht,  die  vor- 
letzte mit  Hülfe  dei«  angettihrten  ßatxes,  dass  dio  Summe 
r^^  g  -f-  r^^^j  und  abo  auch  r,^j  dnreU  r^^^  aufgeht,  und  so 
crgiebt  die  &ucce»«ive  Anwendung  der  sÄmnuücben  Gleichun- 
gen, dfißs  bowohl  h  wie  auch  u  durrh  r^  aufgeht.  Demnaoh 
ist  r  ein  gemeinsamer  Theiler  von  a  und  b.  und  zwar  ein 
Holcber  gemeinsamer  Theiler.  das«  alle  einzelnen  gemeinsamen 
Tbeilcr  dieser  Zahlen  in  denselben  aufgehen.  Weil  aber  nie- 
mals eine  gr'^ssere  Zahl  in  eine  kEcinerc  aufgehen  kann,  »o  darf 
r  nicht  kleiner  Bein,  als  irgend  ein  gemeinsamer  Theiler  von 
a  und  fi.  Daher  musa  r  ,  selbst  der  (grosseste  ycnieitiaame  Tkei- 
ler  von  a  und  b  sein,  und  das  war  behauptet  worden. 


9  6.   B«Utlve  Prlmxahlen. 

Sobald  der  Kest  r^^,  gleich  der  Einheit  wird,  so  ist  nach 

(lein  so  eben  bewiesenen  Satze  die  Einheit  der  grüsseate  ge- 
Dieiiisamc  Thciler  der  Zahlen  a  und  fc.  Hierin  bestfitt  äw'nath- 
iMntitgr  uiui   hinreichende.  Iküingung  dafür,   dass  diu  2ahl^n  a 


10 


RflUtiT«  Printgblen. 


§  6- 


Murf  6  ohtte  ffcmcinsamm  Tht-iler  oder  relative  PrimsaMen  sind. 
Wir  könneu  deiunacU  die  Voraussetzung,  das«  zwei  Zahlen  a 
and  b  relative  Prim/atilcn  Bind,  dadurch  uasdraekcn,  dass  wir 
diu  Beibe  von  Gleicbungcn  aufstellen 

a  —  tg  -f  r 

b^rg,  +r, 

nnd  gelangen  zu  eincni  Beweise  des  folgenden  Satzes,  auf  dorn 
die  Lehre  von  der  Zusammensetzung  der  Zahlen  durch  Multi- 
plication  bcrulit: 

(1)  Wenn  a  ttwl  h  relative  PrinuaMen  sind,  und  k  eine  be- 
liebige ZaM  bedcitiet,  so  gefU  jeder  t/enteinsaitte  TlteÜer  der  Zahlen 
ak  und  h  in  die  ZaJtl  k  auf. 

Mnltiplirirt  man  beide  .Seiten  der  »Ummtlirhcn  Rufgestellten 
GlcichuDgcn  mit  der  ZuLI  k  und  giebt  ihnen  die  Gestalt 

ah  —  hqk  =  rk 

bJ!  —  rq^^=r^h 

rk  —  '',?,*  =  '',ft 

r     ,k  —  r    g  .^,h  =  k, 

80  mntiB  jüdor  Theilcr  von  ak  nnd  b  nach  dem  im  vorigen  S  an- 
gewendeten Hfllfitsatze  in  Folg«  der  ersten  Gleichung  ein  Theiler 
von  rk,  in  Folge  der  zweiten  Gleichung  ein  Theiler  von  r^k 
sein,  DiiiliiD  auch,  indem  von  jeder  Gleichung  nach  der  nächst 
vorhergehenden  Guhraucli  gemacht  wird,  auf  Oruud  der  letzten 
Gleichung  ein  Theilcr  der  Zahl  k;  wa*  bewieiüeu  werden  sollte. 
Uierau^  folgt  sogleich  das  CoroUar  tu  dem  Satee  (IX  dass, 
wofern  a  und  b  relaUve  Prinualtlcn  s-ind  und  das  Prodncl  a  h 
durch  dk  JCohi  b  auftfcht,  die  Zahl  k  durch  b  aufgehen  muss. 
Sobald  die  Zahl  k  ehetifalts  eine  relative  Primzahl  zu  der  Zahl 
b  hl,  HO  können  ak  uud  b  keinen  gemoinitinncn  Theiler  haben, 
als  die  Einheit;  denn  wenn  sie  einen  anderen  hätten,  so  mÜHSte 
derselbe  wegen  des  bewiesenen  Satzes  sowohl  in  b  als  in  A 
aufgehen,  und  diese  Zahlen  haben  naeh  der  Voraussetzung  keinen 
von  der  Einheit  verschiedenen  gemeinsamen  Theiler.  So  ent- 
steht der  Satz 


9  7. 


Zerlegong  einer  Zkh)  in  Primrustoren. 


IL 


(2)  Wenn  <x  und  b  relatire  PnnuaJiJen.  euißeich  ober  k  wtd 
b  relative  PrimraMi»  sind,  so  sind  auch  ak  und  b  rdative  Pntn- 
tahim. 

Man  kann  diesen  Satz  crneitcru,  indetn  man  densolbcu  wie- 
derliolt  anwendet.  Es  sei  eine  Zahl  l  sowohl  zu  o  relativ  priiu 
wie  auch  zq  k  rolatir  prim,  so  ist  in  Folge  des  letzten  Satze» 
die  Zahl  /  aach  zu  ak  relativ  prim.  Weil  aber  ADcb  b  zu  ak 
relativ  prim  war,  »o  ist  au»  deinnelhen  Gründe  hl  zu  ak  relativ 
prim.  Üie  jcl^iche  Bctraelitun^  lilllt  Stich,  indem  naeh  einander 
zn  dem  ersten  Prodact  ak  nud  zu  dem  zweiten  I'roduct  bl  immer 
neoe  Fnclore»  hinzugefligt  werden,  und  liefert  das  Resultat 

(3)  Wenn  jede  ehuclne  von  dm  Zahlen  a.  k,  <t„  . ..  ru  jeder 
emxclnen  von  den  Zahle»  b.  l,  l,.  . .  relativ  prim  ist,  so  tsi  auch 
das  Produfi  aus  den  Zahlen  der  ersten  Gruppe  akk^  .  .  su  dem 
Product  aus  den  Zahlen  der  gtceiten  Gruppe  6  H,  . .  relativ  prim. 

DioHcr  Satz  ertaubt  auf  den  Fat)  eine  Anwendang,  da^s 
die  erste  Gruppe  ans  lauter  gleichen  Faetoren  besteht^  die  gleich 
a  sein  mfigeu,  und  die  zweite  Grappe  ebenfalls  aus  lanter  glei- 
chen Fnctorcn  besteht,  die  gleich  b  sein  mfigen.  Ffir  die  spätere 
Betrachtnnjc  ist  namentlich  die  VorausHctzunp  von  eingreifender 
Bedeutung,  dasa  jede  der  beiden  Gruppen  die  gleiche  Anzahl  « 
von  Zahlen  enthält  oder  eine  Potme  von  demselben  ErjHmenten  n 
bildet,  80  dasi!  das  erste  Product  ^m  der  nten  Pvlrru  der  Zahl  a,  das 
zweite  Froduei  xu  der  nten  Potenz  der  Zahl  b  winl.  Datin  ent- 
steht der  Satz 

(4)  Wevn  die  Zahlen  a  und  l  rt-lative  PrimeaMen  en  €»*- 
ander  sind,  so  sind  auch  die  Polenten  «"  und  b"  relative  Prim- 
säkle»  »u  etnander. 

§  7.    Zerlftffuis  «Iner  xaiammenKefletzten  Zahl  In  ein  Prodaot 
▼on  Primzahlen. 


Eine  Zahl  a  kann  mit  einer  Primzahl  p,  von  der  Einbeit 
ahge^chen,  nur  p  zum  gemeinsamen  Theiler  haben,  nntl  gebt, 
sobald  die»  der  Fall  ist,  durch  p  auf.  Wenn  man  daher  in  dem 
CorolUr  zu  dem  Satze  (3J  des  §G  die  Zalil  b  durch  eine  Prim- 
zahl p  ersetzt,  die  nicht  in  a  aufgeht,  so  leuchtet  ein,  dass,  da- 
mit das  Product  ak  durch  die  Primzabl  p  aufgehe,   der  Factor 


ZeHegting  einer  Zahl  in  Prtnifactoren. 


k  i\v,rch  die  Prini/Jilil  p  «ufgcljen  mnss,  and  man  bekommt  den 
Satz 

(1)  Wenn  ei»  iVoduct  von  zurei  Zahlen  durch  eine  Primeahl 
aufgef^,  so  muss  einer  der  beiden  Faetoren  durch  diese  VrimsaH 
aufgehen. 

Auf  gleiche  Wciee  folget,  dnss,  wenn  ein  Product  von  meh- 
reren Zahlen  dnreh  eine  Primxahl  aufgellt,  wenigstens  einer  der 
Faotoren  durch  diese  PrimzabI  aufgeben  muss.  Mit  diesem 
Httlf^mittel  lässt  sieb  beweisen, 

(2)  dass  jede  Zahl  nur  auf  eine  einsige  Weise  als  «n  Pro- 
duet  vtm  Primsi^lcn  dargestellt  uvrden  kann. 

Nflcb  der  gegebenen  Detinition  iflt  eine  zusammengesotzte 
Zahl  m  aU  ein  Produet  von  zwei  Fnetnreu  darstellbar,  von  de- 
nen keiner  KJeieb  Kins  ist.  Prllfl  man  jeden  der  beiden  bezeieh- 
neten  Kaetoren,  nh  er  eine  znaammengesetzte  Zahl  ist  oder  niciit, 
und  wiederholt  die  Zcrle|j:uiig,  sofern  Kie  niilglieb  ist,  so  mns» 
scblicsälicb  m  in  ein  Product  von  Püiuzahlcu  aafgclüst  crscbci- 
nen,  deren  Anzahl  eine  besebränkte  ist;  denn  keine  Primzahl 
ist  kleiner  als  die  Zwei,  und  selbst  ein  Prodnet  an«  lauter  Fac- 
toren  gleieh  der  Zwei,  oder  eine  Potenz  von  Zwei,  wtinle  die 
gegebene  Zalil  m  Überschreiten,  wenn  die  Anzahl  der  gleichen 
Factoren  Über  jedes  Mass  hinaus  zunähme.  Es  wäre  nan  denk- 
bar, da*»,  wenn  die  Zertt-f^ing  einer  Zahl  m  in  Priinfaetoren 
aaf  versehiedeue  Arten  vorgenommen  wird,  auch  das  Rrgebniäs 
ein  verschiedene«  wäre,  nnd  daher  setzen  wir  voraus,  dass  zwei 
verschiedene  Zerlegungen  der  Zahl  in  Prinifactoren  vorliegen, 

m  =  iibc  . .  .ghJi 
and 

In  Folge  der  ersten  Zerlegung  geht  »i  dnrch  die  Primzahl 
a  auf.  Weil  nun  nach  der  zweiten  Zcricgang  das  Product 
u,  Ä,  , .  A,  /•,  (lurcli  <lie  Primzahl  a  aufgeben  musjs,  so  muss  wenig- 
stens einer  dieser  Faclorcn  duroh  a  tbeilbar  sein,  und  da  auf 
die  Anordnung  der  Factoren  bei  einem  Product  nach  §  3  nichts 
ankommt,  so  dürfen  wir  annehmen,  t\n»»  u,  der  durch  a  auf- 
gebende Factor  ist.  Weil  aber  o,  selbst  eine  Primzahl  ist,  so 
mue«  alsdann  a,  =0  sein.     Wir  betrachten  jelzt  den  Quotienten 

—  =  — ,  fbr  welchen  die  beiden  Darstcllnngen 
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Dtvitoren  einer  Zabl. 
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he., .  ghh  und  6, e,  . . . y, A, k^ 
TorbaDden  sind,  und  zeigen  in  ^nau  derselben  Weise,  da»8  der 
Primfaotor  b  glt;ieb  einem  bestimmten  IVimfaetor  der  zweiten 
DartilelluDg  sein  mnss;  als  dieser  gelte  6,.  So  ktfuncn  wir  fort- 
fabrcD,  biä  nacb  eiiiuiider  alle  Friiulactoren  der  erbten  Darstel- 
lung enjuböprt  und  einzeln  in  der  zweiten  Dar^tt'lluiig  n:u'bgc- 
wiesen  sind.  Aladann  mtlssen  aber  auch  die  sämiutlicben  Prim- 
factoren  der  zweiten  r>»rbteUung  uräebi1))tt  seiu;  denu  auderntiill;) 
mUö&te  der  Quotient  von  m  tlurch  sieb  »elbst  oder  die  Eiubcit 
durch  eine  Qbrig  bleibende  Primzahl  theilbnr  t^ein.  AIho  Rttm- 
meo  die  beiden  voran BgcBcf/.len  iJarutelluiigeu  der  Zahl  m  als 
Product  voQ  Priralaftoron,  abgcaeben  von  der  Anordnoag  der 
Priiut'actorcu,  notbwcudig  llbcrcin. 

f  8.  IHvtiorsa  «Inar  Zahl. 

Der  vorige  §  gcwäbrt  die  Sicherheit,  dass  jede  Zahl  auf 
eine  eindeutig  bcHtimmtä  Weise  auK  PrimuilLleii  zudamniengeBetzt 
ist  Kennt  man  für  eine  besliiHmte  Zahl  diese  Zerlegung,  so 
können  die  unter  einander  gleichen  Factorcn  zu  Pafcnxen  zu- 
sammengefaast  werden.  Ein  Product  von  a  Factoiea,  die  ftämmt- 
lieb  gleich  a  sind,  wird  wie  in  §  6  erwithnt,  die  ate  Potenz  von 
a  genannt  und  mit  o"  bezeielmet.  Hier  ist  a  die  Basis,  a  der 
JEst^vneHt  der  Potenje;  die  Potenz  a"  heisst  nusscnicm  auch  eine 
Pofau  de^  cäen  Grades.  Anf  diese  Weise  erscheint  jede  gegebene 
Zaid  tn  (US  die  Potens  ehur  Frinksuhl  oder  ah  das  Product  von  Po- 
$ene€n  unter  einatuler  vemcfm-ittmcr  I*rimjealilen  a,  h,  c, .. 

Ais  Beispiel  der  bctreflftiudcn  Uarsteiluug  mt>gcn  die  ersten 
Zaiilcn  genommen  werden: 

2=2^ 
3  =  3' 
4=2" 

5  =  5' 

6  =  2'. 3* 
7=7' 

8  =  2' 

9  =  3' 
10  =2'. Ö'. 


Hivifloren  einer  Zabt 


§8. 


Diese  Darstellung  der  Zahlen  ist  allgemein  gelSuGg  und 
erweckt  dadurch  den  Scbein,  als  ob  der  Satz  (2)  des  vorigen  Ar- 
tikels keine»  Beweises  bcdHrfe.  Es  liegt  aber  uieLt  nur  bei 
diesem  Satze,  ftondern  b«!  allen  bisherigen  Erilrteritngen  die 
Schwierigkeit  tllr  den  Aufiingcr  gerade  darin,  sich  zn  überzeu- 
gen, dass  derartige  Erörterungen  unentbehrlich  sind,  wofern  das 
Gebäude  der  GriSssenlchre  solide  erriehtet  werden  soll. 

Welchen  Wcrth  die  Zcricgbarkcit  der  Zahlen  io  einfache 
Factoren  habe,  tritt  deutlich  hervor,  sobald  man  gewisse  Auf- 
gaben zuerst  ohne  dieses  llillfsmittel  und  dann  mit  diesem  llUlfs- 
mittel  in  Angriff  nintnit.  Hierher  gehört  die  in  §  5  behan- 
delte Aufgabe,  von  zwei  Zahlen  m  nnd  m,  den  grüsaesten  ge- 
nicinsan^en  Theiler  aufzusuchen.  Wir  kJtnnen  dieselbe  sogleich 
dahin  ausdehnen,  für  mehrtre  Zafdeti  nt,  wi,,  im,,  . . .  deri  ffrössestcn 
gertieinsehaf fliehen  Theiler  su  finde».  Ist  itir  die  Zahl  m  die 
obige  Zerlegung  in  F  Hm  facto  reu,  und  sind  fUr  die  Zahlen  m„ 
m,, . . .  die  Zerlegungen 

m,  =a,"'  i/'tf/' . . .,  m,  =  a,"id/"c/" .... 
bekannt ,  so  tsrglebt  sieh  offenbar  der  grosseste  gemeiusame 
Theiler,  indem  nur  dicjenigcu  Primzuhleu  geuomiueu  werden, 
u'ddtc  in  ailai  Zuhlm  m,  m\,  Wi, ...  swßeich  vorhmtmcn,  indem 
jede  Frir.i/.abl  auf  den  niedrigsten  I'lxponmiten  erhoben  wird, 
mit  dem  sie  in  irgend  einer  der  Zahlen  auftritt,  und  indem  ans 
diesen  sämntilivhen  Poiensen  das  Froduct  gebildet  wird. 

Desgleichen  erhUlt  man  die  kleinste  ganze  Zahl,  in  welche 
nielirere  gegebene  Zahlen  m,  w,,  m,, . , .  autgehen,  oder  das  kfmistc 
ptmcinsatHü  Vitifache  der  Z(üdm  m,  in,,  fit,,...,  indem  man  von 
allen  Primzahlen,  die  in  irgend  einer  Zahl  vorkommen,  div  fiöchste» 
au/'tretttiden  Pote?ist'n  nimmt  nud  aus  cäicn  diesen  Potenzen  das 
Proäuci  bildet. 

Die  Aufgabe,  die  sänttntlichen  Divisoren  äner  gegtAenen  Za^d 
m  auf'stisteUen,  lässt  sich,  ahne  die  Zerlegung  der  Zahl  in  ihre 
einfuehen  Factoren  m  als  bekannt  vorauszusetzen,  dadurch  auf- 
lösen, dass  man  die  Zahl  nach  einander  durch  alle  Zahlen  dlvi- 
dirt,  welche  kleiner  als  m  sind,  uud  diejenigen,  bei  welchen  die 
Division  aufgeht,  herausheht.  Wofern  aber  die  Zerlegung  der 
Zahl  m  in  ihre  einfachen  Factoren  Torliegt,  so  kann  mau  über- 


Anaabi  der  nl 


imzAUea. 


Slchtlii^hcr  vcrfAbrcn.  Dnniit  eine  Zahl  nn  Divisor  voh  m  sei, 
darf  sie  keine  nndcrcD  Prioiliictoren  cntlinitcn,  als  die  In  m 
Tor  komm  enden  I'riuit'actorcu,  nnd  kein  solcher  I'rinit'actor  darl' 
mit  einem  höheren  Expooentcn  auftreten,  als  den  derselbe  Prim* 
fftctor  in  m  trügt.  Hin  Divisor  hat  dnher,  wenn  wie  oben  m  — 
a"b^  c^'  ...  ist,  die  Gestalt 

a'^'bfi-c^' 

wo  a'  oieht  grtJsser  als  a,  ß'  nicht  grüs&er  als  ß  sein  darf,  n.  g.  f. 
Setzt  man,  wie  Ublich,  fest,  da«8  a"^  1  sei,' so  sind  bei  o',  ß', 
•/t . .  die  Werthe  Null  zugehinsen.  Um  die  sätmnflicften  Divisoren 
zu  erhalten,  dient  dattrtelbu  Verfahren,  nach  welebeni  in  dem  Sebuiim 

1  +a  +  o'  +  ..  +  a" 

l+6  +  fc*  +  ..  +  ft'' 

H-<!  +  c*  +  ..  +  c'' 

da«  Producl  süuimtlicher  Sarnmen  gebildet  wird ;  naeh  dem  gegen 
Ende  des  §  :i  angegebenen  Uilduo^sgcsetze  für  ein  aus  mehreren 
Sommea  von  Zahlen  zu  bildendes  Frodnct  enthält  das  vorlie- 
gende Product  dur»^-h  lauter  Addition&zeielieii  verbunden  alle  Di- 
viitoren  der  Zahl  m,  und  iwat  jeden  nur  Eiu  Mal.  Auch  kaiui 
hiernach  diu  Auzalil  der  »«ümmtliehen  Divisoren  gefunden  wer- 
den. Da  die  erate  Reibe  la+l)  Glieder,  die  zweite  Ueihe 
{ß-\-\)  Glieder,  die  dritte  Reihe  (>  +  1)  Glieder  enthält,  u.  8.  f, 
and  da  bei  der  Bilduug  des  ganzen  Produets  die  sUuimllicheu 
in  den  einzelnen  Mnltiplicatlonen  aulUetciiden  Produetc  erhalten 
bteilMn,  «o  ii/  die  Atuahl  der  IHvisoreti  der  ZaJU  m  (jleich  dem 
Froduci  der  Anzahlen  («+!)(//+ 1)  (;•+!}. .  Als  BeiBpiel 
diene  die  Zahl  ^  =  -2^.^.1.  Ihre  sttmmtlichen  Divttiorcn  sind 
die  Zahlen 

1,  2,  4,     3,  6,  12.     7,   U,  28,     21,  42,  84, 

die  Anzahl  derselbcu  betrügt  (2  +  1)  (l  +  1)  [l  +  l)  =  13. 


f  &.   AnKaU  der  TBlfttlven  FrinizaUen   za  einer  Zahl  '»,  die 
nloht  (rfleaer  sind  als  in. 

In    8  2   ist    erwUhut    worden,    das8    bei   der  Division  mit 
einer  gegebencD  Zahl,  welche  m  beisacu  mUgc,  jede  Zahl,  welche 


la 


AnEaU  der  relativen  Primzahlen. 


in  der  Beihe  0,  1,2,..  (m --  2),  (m—  1)  cntlmlteD  ist,  einen  Hest 
dnrstcIlcD  kann.  Diese  Zahlen  verdienen  eine  besondere  Auf- 
merksnnikeit  Die  Frage,  wie  viele  unter  Uenäetben  relative  Prim- 
zahlen ZQ  m  sind,  kann  in  jedem  einzelnen  Falle  durch  die  di* 
recte  Betrachtung  eutHcLleüeD  werden;  aber  aneh  hier  läsKt  eicli 
eine  allgemein  gültige  Antwort  ausspreeiien,  woferu,  wie  in  dem 
vorigen  g,  die  Zerlegung  der  Zahl  m  in  ihre  einfachen  Factoren 
aU  bekannt  vorauisgesctzt  wird.  Zugleich  möge  die  Frage  den 
moditicirten  Ansdrnck  crlialtcn: 

Wie  viel  relative  Prinuahlen  tu  m  befinden  sich  *»  der  Reihe 
der  Zahlfrn  ■ 

I,  3,  3, . ,  ,  fft  —  1,  wi. 

Insofern  die  Zabl  m  gleich  dem  Prodact  der  verÄchiedcncu 
Prinizahl]]oteuzen  a"  h^  e^  ...  Ist,  rnuss  jede  der  in  Rede  stehen- 
den SSableu,  welche  weder  durch  a,  noch  durch  b,  noch  durch 
irgend  eine  d(;r  in  m  entimitcncn  Primzalilen  aufgeht,  eine  rela- 
tive Primzahl  zu  m  nein.  Wir  wollen  daher  auH  der  vorgelegten 
Seihe  zuerst  die  Vielfachen  der  Primzahl  a  augscheiden.  Dies 
sind  die  Zablco 

1  .o,  2.a,....  — a, 
deren  Anzahl  gleich  — ,  dem  Quotienten  von  w  durch  a  isL  Es  blei- 


oder  -  (»—  I)  Zahlen  llbrig.  Ist  noch  eine 
der  Zahl  m   eiithalteUt  so  entfernen  wir 


i; 


ben  demnach  m— 

zweite  Primzahl  b 

die  Vielfachen  von  dieger,  welche  noch  vorhanden  sind.    In  der, 

ursprünglichen  Reihe  befanden  siLih  die  Vielfachen  von  b 

1.6,  2. Ä....-^ 

in  Folge  der  ersten  ausgelUbrtcn  Kxclumion  fehlen  unter  densel- 
ben diejenigen,  welche  zugleich  dnrch  a  aufgehen.  Nun  kann 
aber  ein  Vielfaches  von  ft,  etwa  hb,  nur  dann  durch  a  aufgehen, 
wofern  k  durch  a  aufgeht.  Daher  giebt  es  jetzt  nur  solche  Viel- 
fache von  b,  bei  denen  der  erste  Factor  relative  Primzahl  zu  a 
i«t.   Die  Anzahl  der  relativen  Primzahlen  zu  a  in  der  Reibe  d< 


Zahlen  1,  2,..        beträgt  aber  vcnnüge  der  angestellten  Betrach-j 


eotfcrnt  man  diese  cbcnl'alls.  bd  bleiben  '"  (a—  !)■ — "jt  (o—  1) 

(a — l){b — I)  Zahlen  ziirilük,  welche  weder  durcb  a 

uocb  b  aufgehen. 

Dieser  Au^ilruck  enthält  die  vollstitnilij^c  Antwort  fUr  die 
aofgewrirlene  Fra^c,  sobald  die  Zubl  m  nur  die  beiden  verschie- 
deuen  Piimiuihlen  a  und  b  cntliiiU.  I»t  m  durch  noch  eine  dritte 
Primzahl  c  tb^-ilbar,  so  scheidet  man  die  VieH'ai^heu  vuq  c  aus, 
die  in  der  vor^iegten  Zahlenrüibe  nach  der  AaülUhrunf;;  der 
iwei  Exflu^ioneii  noch  öbrifi  Hind,  und  l>ehiflt  durch  Wieder- 
IidIhii^  allir  ScblUnse  die  Anzahl 

™  io-l)(i-IJ--::^(a-l)CÄ-n 


(o-l)(>— l)(c— I). 

In  der  gleichen  Weise  ist  dann  fortzufahren,  bis  die  sSmmtlicben 
in  der  Zahl  m  auftretenden  verschiedenen  rriiiizahlcn  erachfipft 
sind,  ond  es  entsteht  Itlr  die  gesuchte  ÄmafU  fp(tn]  der  rdch 
bVfn  Trimsahim  eu  m  in  der  Jieihe  der  Zahlen  l,  2, . . .  m  der 
Aoädmck  ' 

Wenn  m  gleich  einer  einzigen  Priinuthl  a  ist,  m  sind  alle  Zah- 
len 1,  2,..  a  —  1  relative  Primzahlen  zu  a,  nnd  man  hat 

(p(a)  =  a —  1  . 
Wenn  m  gleich  der  Potenz  einer  einzigen  Primzabl   a"  ist,  so 
kommt 

v(a")=a«-'(a-]). 
Der  allgemeine  Autidrack  einer  Zahl  m  ah  Product  der  Potenzen 

verBehiedcner  Primzahlen  afb^c^'...  führt  za  der  Gleichung 

q-{a"b^cy...)  =o"-V-^c^-^..(ü-I)(6— l)(c-l)... 
Üw  Beispiel  «  =  84==2'.3.7  liefert  für  tpim)  den  Werth 
V(84)  =  2  (2  —  1)  (3—1)  (7  —  IJ  =  24 . 
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Eine  merkwUrdigu  Ei(;cmoliaft  des  Ausclrucks  ff{ni)  ist  die, 
dass,  wenn  man  eine  ZaiU  m  in  ritei  Faciomi  r  uttd  s  tet-Uf/t, 
die  tu  einander  relativ  pritn  *»nrf,  das  Produel  q>ir)tp{s)  gleir.h 
flem  AiLsilrwkc  ip(m)  seihst  icird.  Zwei  Facto rcri  r  und  s,  welche 
zu  ciuander  relativ  priiu  sind,  uiUhücu  aus  vcrscbictlcueii  l'rim- 
zahleD  bestehen,  daher  kann  jede  einzelne  in  m  enthaltene  Vcim- 
zahlpotenz  ent^veder  nur   in  r  oder  iu  s  Torkoinmen.     Ist  nun 

zum  Heigpiel  r^a"h^ ^  «  =  (/...,  so  lolgt aus  der  allgemeinei 
Regel 


g>(»)>«c^ 


-1 


1).., 


nnd  daher,  wie  behauptet  worden, 
ff>{r)tp{s)=ifim). 
Die  gleiche  Schlusswcisc  findet  aui"  jede  Zerlegung  der 
vorgeschriebenen  Art  Anwendung.  Da  die  Einheit  zu  jeder  ZabI 
relativ  piini  ist,  so  gchi'irl  aiirli  die  Zerlegung  einer  Zahl  m  tu 
die  Einheit  und  sieb  selbst  hierher.    Mau  setzt  nun  fest,  daas 

seil    alsdann    gilt   der    autgeKtclIte   Satz    auch    f^   diese   Zci 
le^ng  der  Zahl  m. 

%  10.   Addition,  Snbtraotlon  und  MnlUpllaatlon  von  posltlTsn 
nnd  neg'aUven  {ru^sn  ZaUen. 

Bei  der  gegenwärtig  uiitgcthciltcn  Entwiekcluug  der  fun- 
damentalen Eigcnärliaften  der  Zahlen  sind  die  Operationen  des' 
Atldirens^  des  Subtrahirens  und  des  Multiplicirfitis   angewendet 
worden;  das  Addircn  hat  aber  vor  dem  i^nbtrahiren  den  Voi 
7,ug  behauptet,   d.oss  xwar  irgend    welche   zwei    Zahlen    iaraerj 
addirt  werden  konnten,  dass  sieh  dagegen  nur  eine  selehc  Zahl 
von  einer  anderen  snbtrahiren  Hess,  welche  nieht  grilsser  ist  als  die 
andere    Auch  sind  die  Regeln  ftlr  daüi  Reclioen  mit  Sunimen  bi»-; 
her  in  einem  viel  erheblicheren  Umfange   erörtert   worden,    als 
die  Kegclu  Htr  das  Rechneu  mit  Differenzen,  und  es  besteht  die 
ni&chste  Aufgabe  darin,  das  Rechnen  mit  Differenzen  dem  Rech- 
nen mit  Summen  consequect  gegenüber  zu  stellen. 

Die  Regeln  für  die  Addition  von  Sammcn  und  Differenzen 
sind  am  Scbluss  von  g  1  crwUbnt,  und  diese  Regeln  liefern  iUr 


flO. 


Pontire  and  negatiTc  ZtitXen, 
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itt MmlUplkaium  einer  Somrae  o+ft  mit  einer  Znhl  r,  wie  auch 
fär  die  Jlidtijfiication  einer  Differeoz  a  — &  mit  einer  Zahl  c  die 
im  EiaganfTC  tod  g  5  angeftibrtcn  Sätze,  welche  sieb  in  den 
Uleichungen  ÜArstellen 

(1) {o  +  fc)e  =  oc  +  6c, 

(2) (o— *)e  =  ac  — 6c. 

Soll  eine  Ihfferms  g — h  von  einer  Zahl  a  subtrahirt  wer- 
den, 60  leacbtet  es  ein,  dass  die.  Zahl  n  um  den  SabtruliendoB 
h  der  Differenz  zu  veruchrcn  und  liioriinl'  die  Hurnnic  a+h  um 
denMinaeiKlus  g  der  Differenz  zu  vermindern  ist,  und  zwar  kann 
§  Dicht  grOeser  al«  a  -t-  A  sein,  wenn  uacli  der  geltenden  Vor- 
aiiäAetzQDg  die  Zahl  g~h  nicht  gri^fiser  istt,  alä  die  Zahl  o,  von 
neleber  die  erstere  zu  subtrnbiren  war. 

Wir  wenden  an»  jetzt  dazu,  die  MttUipUcalion  eweier  Sum- 

nnd  die  MulfipUcation  ewt-ier  Differmzen  zw  vergleichen. 
Nach  der  am  Sdilui^cie  deti  §  3  angei^ilirlen  Regel  gilt  fUr  die 
Multiplicudon  fftccier  Summen  (a+b)  und  (c+d)  die  Gleichung 
(3J     .    .     .    .  {a-^i})(c  +d)  =  ac  +  bc+ad  +  bd . 

Ktlr  die  Multiplieation  von    Differenzen   ergieht   ttich   nun 
ißge  der  in  §  2  aufgcelclUen    Definition  der    Mnltiplieation, 

die  Kuli,  mit  einer  Zahl  e  luultiplicirt,  das  Resultat  N^idl 
ielcrn  muss.  Indem  wir  aber  zulassen,  dass  die  Null  als  Multi- 
plicalor  einer  Zahl  auftrete,  setzen  wir  ausdrlifklich  fegt,  dass  auch 
in  diesem  Falle  Multipliealor  und  Multiplicandus  vertauscht  tverden 
dürfen,  und  dass  das  suijehiirige  Produci  gleich  der  Null  sei.  Es 
werde  jetzt  eine  Differenz  a  —  &,  wo  6  nicht  grOsiM^r  hl  al»  a,  mit 
einer  Differenz  c  —  d  ronltipHcirt,  wo  d  nicbt  gri^er  int  aU  c. 
Dann  folgt  ans  der  obigen  Gleichung  (2)  zunächst  die  (lleichnng 

ia-b)(c—d)^a{c—d)-b{c~d}. 
Liifit  man  auf  der  rechten  Seite  den  Minncnd   a{c—d)   in   die 
Differenz  ac  —  ad,  nnd  den  Subtrahend  in  die  Differenz  bc  —  bd 
auf.  und  wendet  die  vorhin  angeführte  Regel  lUr  rft>  Subtraction 
einer  Differenz  von  einer  Zahl  au,  so  kommt  die  Gleichung 
(4)    .    .    .    .  {a-'b)ic~d)  =  ac—ad  +  bd-bc, 
oder,  indem  man  zuerst  die  Additiou  und  dann  die  beiden  Snb- 
traelionen  austllhrt,  die  Glcichnng 
(4*).    .     .    .  {a~b)(c~d)  =  ttc  +  bd~ad-  hc. 

Die  Gleicbang  (3),  welche  das  Pruduct  der  Summe  (a  +  b) 


90 
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mit  der  Samme  (c  +  d)  darstellt,  zei^  diei<>elben  aas  d<*n  Ele- 
menten a,  b,  c,  tJ  gebildeten  l'rodacle  ac,  hä,  ad,  hc,  welche  bier 
BUt'tretcn;  in  (3)  sind  die  eämiutlicben  4  Produete  zu  addiren, 
dagegen  erseheinen  in  (l*)  die  beiden  Prodacte  ac  and  bd  als 
atldUiv,  die  beiden  Produete  ad  und  bd  &h  subtrartiv. 

Zwischen  den  Regeln  für  die  Rechnnng  mit  Snmmen  und 
den  R^^ln  fUr  die  Reebnani;  mit  Differenzen  tritt  demnach  eine 
nnverkennbare  Analogie  hervor,  and  auf  diese  Analogie  stiltzt 
sich  die  J^inführung  der  positiven  und  nr.gativr^i  (rrönsm- 

Eine  Differenz  a  —  b  entsteht  dadurch,  dass  vou  a  vorban- 
denen  Einheiten  h  Einheiten  weggenommen  werden.  Statt  des- 
sen kann  die  Auffassung  eintreten,  daas  Je»-  Werth  a—b  aus  a 
vorhandenen  Einhetten  imd  b  tceg^unc/tmatdefi  £wkeitcn  bestehe, 
oder  dass  a—b  die  Summe  der  positiven  ZaJU  a  und  der  nega- 
tiven Zafd  —b  sei.  Bei  der  positiven  Zahl  a  heisst  a,  bei  der 
negativen  Zahl  — b  beisst  h  der  Ztdilenwcrth.  Das  Zeichen  der 
pasitivm  üÜnheit  itft  +  \,  das  Zeichen  der  negativen  Einheit  — 1. 
Die  Null  eracheifU  als  die  Summe  einer  positiven  und  nego" 
tivcn  Zahl,  deren  ZJdenivertJie  dieselhcn  sind.  I^eispiele  fltr 
einander  entyeijengeselet^  Einheiten  liefert  die  Erfahrung  in  man- 
nigfacher Weise;  Üewinn  nnd  Verlust  werden  nach  solchen  ent- 
gegengesetzten Eiubeiteu  gemessen. 

Die  gegebene  Definition  der  positiven  und  negativen  Zah- 
len gcnUgt,  um  zu  erkennen,  dass  bei  der  Ädddton  der  Werlhc 
a—b  und  c  —  d  die  positiven  Zahlen  a  utui  c  xu  der  posi- 
tiven ZaiU  ia  +  c),  die  negativen  ZaJden  —b  und  — d  eu  der 
negativen  Zahl  — (6  +  (/)  eu  vereinigen  sind,  «nd  dass  hierauf 
die  Summe 

o+c— (ft-t-d) 
£tt  nehmen  ist  Auf  gleiche  Weise  leuchtet  ein,  dass,  teenn  der 
Werth  c  —  d  von  dem  IVrrtAc  a—h  gubfrahirt  werden  soll,  die 
ein^elntm  Üestundtheile  dfs  Suhtrahetidtis  in  die.  taiigegengcsrietat 
ßcstandtheilt:  eu  verwattddn  nnd  hierauf  mit  den  liest andthaleti 
des  Minucmitis  Jtu  vereinigen  siMd,  tcodurch  der  Werth 
(«  4-  rfj  —  (6  -h  c) 

ndstt^t.  hei  beiden  0|>crationeu  halten  wir  die  Vorstellung  fest, 
dass  6  Dicht  grüsser  als  u,  und  dsbs  d  nicht  grosser  ab  c  sei, 
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nnd  ni^n  bei  der  zwcUen  Operation  auch  noch  die  Voraus- 
«eUung  hinzu,  düsa  r.~d  nicht  f^röBMer  hIs  a—h  sei.  Die  an- 
gvgeheneu  Kegeln  lassen  sich  durch  die  augedeutetun  Beispiele 
ron  CDtgegengeaetztcD  Einheiten  leicht  vcran^ehaulichcn. 

Dieses  Hltlfiiinittel  \eX  alter  nicht  anwendbar,  wenn  es  daraaf 
ankommt,  äif.  MulfijAkiUion  der  ganinnini  Weitht:  (a—b)  und 
( c  —  rf)  wf  die  MuUiiiUruiüni  ihrer  ScsUintlt heile  eurückzuführen. 
Dass  eine  solche  ZurUcklllhrun^  Uberhaiijit  möglich  ist,  entneh- 
men wir  erst  ans  der  vorliin  nn^efttellleii  Vergleichuiig  der  Glei- 
ehnni;  (3)  und  der  Gleichung  (4*). 

Da  auf  der  rechten  Seite  von  (4*)  nach  dem  so  eben  cin- 
gcftihrtcn  Spracbgcb rauche  die  i>o«itivcn  WL'rtbc  ac  nnd  hd,  und 
die  negativen  WeHhe  —ad  und  —he  vorkommen,  so  kann  man 
sieb  des  Aoädruokes  bediont^n,  dass  der  positive  Werlli  ac  ans 
der  Multiplication  der  positiven  Zitblcu  +  a  und  +  e,  der  posi- 
tive Wcrtü  hd  aas  der  Multiplication  der  negativen  Zahlen  ~h 
und  —  i/,  der  negative  Werth  —ad  aus  der  Multiplication  der 
positiven  Zahl  +o  und  der  negativen  Zahl  —  d,  der  negative 
\Vcrth  —bc  ans  der  Multiplication  der  negativen  Zahl  —b  und 
der  positiven  Zahl  -f-c  entstanden  sei.  Wenn  man  also  den 
Werih  a—h  ah  die  Srnrntic  der  positit^tt  Zahl  +  h  und  der  nc- 
fftttivm  Zald  —h.  den  Werih  c — d  als  d4e  Summe  da-  positiven 
Zahl  +  c  und  der  negativen  Zahl  —  d  belrachtei,  so  ergiebt  sich 
(las  Produrt  der  beiden  WrrtJte  a  —  h  und  c  —  d,  indem  jeder  Be- 
fiandthril  der  anen  Stitnma  mit  Jedem  Itfsiundth'il  der  andern  midti- 
pii^rt  mrd,  und  die  sämmilkhen  Produeie  addiri  werden;  die  MulH- 
pUeation  der  positiven  und  negativen  Zahlen  geschieht  aber  nach 
der  Hf^dy  dass  der  Zaid^nicerth  des  Products  gleich  demProduct 
der  ZaJdettuertlie  der  Padoren  genommen  tvird,  dass  femer  das 
pFOtluet  von  eivei  gleichnamigen  Zahlen  tltis  positive  VorseicheUf 
das  Product  ron  ^eci  tinglcichiuuuigrjn  Ziddin  das  negative  Vor- 
lachen  erhält.  Auf  diese  Weise  haben  wir  CUr  die  Multiplication 
der  Werihe  a  —  b  und  c  —  d  eine  Vorschrift  erhalten,  welche 
mit  der  fllr  die  Multiplication  der  Werthe  a+  b  und  c  +  d  gel- 
tenden, In  der  Gleichung  {'i)  enthaltenen  Vorscbrifc  vollkoiumeu 
gleich  laatet 

Ein  neuer  Schritt  lllr  die  Addition  einer  positiven  und 
einer  negativen  Zahl  wird  uothweudig,  wenn  mau  den  bis  jetzt 
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aD»gP8cli!oKficnen  Kall  niilimi fassen  will,  da»»  liei  einer  solchen 
Addition  der  Zahlen^verlh  der  negativen  Zalil  griisser  «ei,  aU 
der  Zaldenwerth  der  |)Ositiven  Ziihl.  Wen»  von  zwei  ZaiUeii  g 
und  h  dk-  Zoid  h  die  grössere  ist,  so  sagen  wir,  dass  g^h  gleich 
dem  tiegaiit  genmimencn  Uehtrsehms  h — g  ad.  Erinnern  wir 
ans  nan.  ^»m  die  Addilion  einer  negativen  Zahl  auf  eine  Ver- 
uinderung  der  positivfri  Einlieiten,  die  Subtraktion  einer  oega- 
tiven  Zahl  auf  eine  Verniebrang  der  positiven  Einheiten  hinaus- 
kommt, so  erkennen  wir  Icielit,  dass  bei  den  für  die  Addition 
und  die  Snbtratrtion  aufgestellten  Vorschriften  e»  erlaubt  »ein 
mu5!),  Btatt  einer  negntivcu  Zahl  eine  .Suiiiiiie  von  zwei  Zahlen 
anzuwenden,  welche  uaeli  der  vorstehenden  Definition  dieser 
negativen  Zahl  pleich  ist.  Dan  Resultat  der  Addition  von  be- 
liebig vielen  posiliveu  oilcr  Ufgaliveu  Zahlen  wird  aueh  das 
Aggrcijat  dieser  Zaiden  genannt,  und  es  erweitert  »ich  jetxt  der 
am  Schlüsse  von  §  1  ausgesprochene  Satz  dahin,  dass  ein  Ag- 
gregat vmi  beliebig  viflm  jiosHit.'fm  oder  negativa*  Zahlen  immer 
den  gleichen  Wcrth  erhält,  in  teelcher  Üeihenfalgc  die  verschiede- 
nen Additionen  vorgetwmmen  twrdi-n.  Weder  die  Addition  noeh 
die  Suhtraetion  solcher  Aggregate  ist  gegenwärtig  irgend  einer 
Einschränkung  unterworfen. 

Nachdem  sich  ans  der  Multiplii-ation  von  Differenzen,  deren 
Werth  positiv  oder  gleich  Null  ist,  die  Zcichenrrgti  für  die  MnUi- 
plication  der  positiven  und  negaliven  Zahlen  ergeben  bat.  nach- 
dem ferner  Aggregate  eingeftihrt  worden  Bind,  deren  Werth 
gleich  einer  positiven  oder  negativen  Zahl  i»t,  so  entutelit  auch 
die  Fnige  nach  der  Muldplirafion  solcher  Aggregate.  Nun  über- 
zeugt man  sieb  zunüch»l  davon,  dass  die  fllr  die  MnUiplieatJon 
der  Differenzen  (o— fc)  und  (c  —  d)  «ufgestcUto  Vorschritl  auch 
dann  ein  richtiges  mit  der  Zeieheuregcl  tibereinstimuieudes  Re- 
sultat liefert,  wenn  eine  dieser  I>ifterenzen  gleich  einer  negativen 
Zahl  ist,  oder  wenn  beide  Differeiixen  gleich  negativen  Zahlen 
$ind.  Hieraus  folgt  aber  d&s  Ergebniss,  dass  das  (resete  ßir  die' 
MuUiplictUiQn  einer  Summe  von  Zahiet>  mit  einer  Zahl  für  die 
Mtdtiplicaiion  einer  Summe  von  ZnJden  mit  eint^  zweiten  Summe 
von  Zahlen,  und  für  die  MulUplication  mi-hrcrer  Gummen  von 
Zahkn  mit  einander,  ivelcites  gegen  linde  des  §  3  ausgesprochen 
ist,  seine  volle  Gültigkeit  behält,  icofem  sicdt  des  dort  sn  Urunde 
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Hegenden  Siegriffes  der  Zahl  der  Begriff  der  posiiivni  oder  ttega- 
Hvtn  Zaitl  zugelassen  uird. 

Nach  den  ^penwärtigen  Erfirterungen  könucn  dir  Grund- 
aperaiumat  des  Addirens,  des  Subfrahirms  und  dis  Mtdtiplieirfms 
anf  beliebige  positire  und  nctjative  Zafdat  ohne  Einschränkung 
angewendet  werde»,  und  bringen  immer  wieder  eine  positive 
oder  negative  Zahl  mit  Eiuschlofis  der  NnU  hervor.  Inäotem 
bilden  diese  Znlileo  ein  in  sieh  ahgeseldossenes  Gebiet.  Hier 
gelten  die  folgenden  aus  dem  Vorbtebeiiden  leiebt  za  begründen- 
den Sätze,  dass  ein  Frodurt  nm  dar  Anordnung  der  Miätipli- 
raiion  seiner  Fartaren  unahhänguj  ist,  dass  ein  Product,  unter 
dessen  Factorcn  sirh  die  Null  hvftndd,  noihvaidig  gleich  der  KuU 
ist,  und  dass  ein  Frodurt  von  Factorcn,  von  denen  keiner  gleich 
Nuil   ist,  auch  nicht  dat    Weiih  Null  haben  kann. 


Cupitel  U. 
R«chniuig  mit  Brüchen. 

(  U.  DtflniHon  dei  Tbellen*  oder  der  Dlvialoii, 

In  §2  ist  die  Frage  besprochen  worden,  welche  sich  darauf 
bezieht,  ob  eine  gegehcue  (positive)  Zahl  /"  ein  Vielfaches  einer 
heKtimiaten  Zahl  a  sei.  Kn  zeigte  «ich,  dasü,  wenn  die  Zahl  /* 
nicht  kleiner  ist  «1»  die  Zahl  a  ist.  die  Zahl  f  als  daa  Aggregat 
ei?e»  Vielfachen  von  a  nnd  einer  linderen  Zahl  dargestellt  wer- 
den kann,  die  kleiner  ist  als  a;  auf  diese  Weise  entstand  die 
Gietehung 

f~aq  +  r, 
bei  iler  die  Zahl  f  der  Diridendus,  a  der  Divisor,  q  der  Quo- 
tiaitf  r  der  Rest  hcicst.  Diese  DarateUung  der  Zahl  /"  wird  im 
einzelnen  Heispiel  durch  das Zuhlmverfahm  der  Division  erhal- 
ten; lllr  den  Fall,  daHs  der  liest  r  gleich  Null  oder  f  durch  a 
Iheilbar  i»t,  iüt  in  §  2  der  QuotienC  q  durch  das  ZdclKti  der 
Division 

nu^gedrUekt.  Mit  Rlkkstelt  anf  §  3  dllrfen  wir  die  bcröhrte 
Frage  aneli  durch  die  »ndcre  ersetzen,  ob  eine  beliebig  gegeln-nc 
Zahl  f  gleich  einer  ännxme  von  a  unter  einander  gleichen  Zahlen 


» 


Befiaitio»  dea  Tbflileaa. 


Beia  ki>DDC.  Wenn  rnan  abor  die  Zahl  f  gleirb  der  Einfmi 
nimmt,  so  leuchtet  es  ein,  äass  diese  nmnals  t/hivh  der  Sumrue 
von  a  gleichm  Zahlen  sein  kann,  sobtüd  a  nicfit  selbst  tjUidi  der 
Jdtüteit  ist. 

Da  al&o  die  Forderung,  die  Eiiilieit  rU  eine  Samme  von 
a  gleichen  Zahlen  darzostcllcii,  sobald  o  eine  von  der  Kinheit  ver- 
schiedene Zahl  iKsdcatct,  unerßUlbar  ist,  so  kann  diese  Ferdoruni; 
nur  dann  zu  einer  erfllllbaren  werden,  wenn  man  ihre  Uedentung 
ändert.  IHcs  ^cacfm-Jit  vermöge  der  Vorattsset^tiiig,  dann  die  Ein- 
Iteit  gleich  fler  Summe  von  a  eincmder  gleichen  neuen  Einheiten 
gesetzt  werden  dürfe,  und  diese  neue  EinJieil   wird  dwch   das 

Zeichen 

l_ 
a 

amgedrüclt.  Mit  IJUlfe  dieser  neuen  Einheit  kann  mau  danu 
jede  belitbigc  Zahl  f  als  eine  äumnic  von  a  gleichen  Zahltn  dar- 
stellen; jede  dieser  Zahlen  ist  aber  gleich  der  Summe  aus  /"von 

den  neuen  Einheiten       ,  oder  gleich  dem  Bntdie 

(_ 
a 

AVenn  die  Zahl  f  grösser  ist  «/,«  die  Z<üd  a,  so  nennt  man 

wenn  die   Zahl  f  klriner  ist  diu  die 

Zahl  a  einen  echten  Bruch ;   wenn  /'=  a  ist,  so  hat  der  Brncb 


—  einen  unechten  ISnuh. 
a 


r 


seihst verstäudUch  den  Wertb  der  Einheit.    Die  so  eben  er- 


läuterte 0{>cration  tUhrt  ebenfalls  den  Namen  der  Divifitm,  und 
zwar  beisst  bei  derselben  die  Zahl  f  der  Dividettdus  oder  der 
Zähler,  die  Zahl  a  der  Divinor  oder  der^«t««r,  und  dcrWerth 


—  der  Quotient. 

a 


Der  Itblicbe  Sprachgebrauch  wendet  also  die- 
selben BezeicbnuDgcn  für  zwei  verschiedene  Gattungen  von  T^c- 
griffeu  an. 

Wenn  es  befremdlieh  scheint,  das«  in  Bezug  auf  dieThcil- 
barhcit  der  Einheit  durch  eine  gegebene  Zahl  a  eine  besondere 
Voraus-sctzung  in  Anspruch  genommen  iüt,  ^o  braucht  man  sich 
nur  daram  zu  erinnern^  das»,  wie  in  §  l  hervorgehoben  is^t,  bei 
der  Operation  deä  Zähicus  von  der  Beschaffenheit  der  gezählten 


119. 


PotUire  uiul  oe^tivc  Bräche. 
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I 


: 


Dinge  abgesehen  wird.  Wir  kiüiiocn  nun  ebensowohl  solche 
DiDffe  zUblen,  hei  denen  c»  unzitlHsHig  ist,  dum  einzelne  I>in^  atn 
die  Verhindang  von  zwei  oder  mehreren  einander  gleirhen  Oin- 
^B  zu  betrachten,  als  wir  solche  Dinge  Kühlen  krinncn,  bei 
denen  eine  Krsctzang  der  Einheit  durch  eine  An/Jihl  tou  neuen 
ICinbeitcn  zulässig  ist.  Weil  unei  Beispiele  der  letzteren  Art 
sehr  gelUufig  »ind,  deslinlh  ßudon  wir  in  der  Voranasetzung, 
da»R  die  Einheit  theilhar  »ei,  keine  ^'bwierigkeit.  Wer  aber  in 
den  Kall  kommt,  einem  Kinde  die  ersten  Anfiingiägrtlndc  des 
Reehnens  mit  BrücbeD  deutlich  za  roaehen,  der  wird  das  Vor- 
handensein  dieser  Schwierigkeit  gewahr  werden. 

§  U.    Addition,  SabtraotloQ,  BSaltlpUoatlon  and  Dlvlalon  von 
poaltlv«iL  und  negatlTen  Brttohen. 

Sobald  die  Anwendung  einer  bestimmten  Zahl  a  als  NcTi- 
ner  zugelassen  ist,  so  gelten  flJr  die  Addition  und  die  Subtraction 
der  Brflehc  mit  diesem  Nenner  die  ftlr  die  Addition  und  die 
Subtraction  der  Zahlen  bestehenden  Gesetze.  Ist  die  Zahl  o  eu- 
srttnmtngpjieUt,  da.«  heisst  doreh  ein  Produet  g.h  darstellbar,  bei  dem 
keine  der  beiden  Zahlen  .9  und /*  gleieb  der  Einheit  ist,  so  sind 
die  Bruche,  deren  Nenner  die  Zahl  g  bildet,  unter  den  Brlieben 

mit  dem  Nenner  «  eutbaltcu,  da  —  =    ,=  — ,  mithin  auch  lllr 

y       yh       M  '    ■ 

jede  Zahl  f  der  Bruch  i-  =  ~^^  =J^  ist.   Offenbar  kann  hier 

die  Zahl  g  Jedem  Dirüior  der  Zaiil  a  gleich  werden.  Die  Ad- 
dition   and  die  Subtraction  von  zwei  Brüchen  mit  verschiede- 

f  f 

nm  Nennern  —  nnd  -^ 


setzt  rorans,  dass  es  erlaubt  sei,  das 


üemste  gemeinsame  Vielfache  der  beiden  Zahlen  m  imd  nii,  des- 
aen  Aofsnchung  in  g  6  erwähnt  ist,  als  Nenner  anzuwen- 
den. Ea  soll  aber  von  nun  an  angenontmeii  werden,  daes 
jede  von  der  Xuli  verachiedenf  Ztthl  »Is  Nenner  gebraucht  wer- 
den darf;    dann    lassen    sich    die    gegebenen    beiden    ßrtlcbe 


durch  andere  Brüche  ersetzen,  deren  Nenner  Jos  /Vo- 


L  und  A 

Airf  der  beiden  Nenner  m  ffli  ist  nnd  man  kann  die  Atlditioti  uml 
Subtraetitm  unbeschränkt  au^Hlhren.  Demgemiws  gelten  die 
GleicbDugen 
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f   x_   A   ^  /"w.  +  fr^ 

tn       m,  tnnii 

Nach  der  ersten  Gleichung  ist  eine  Stmime  von  ewei  Brü- 
chen von  der  Anordnung  der  Summatiden  unabhängig,  tmd  gilt 
für  «ne  Summe  von   mehreren  Brüchen   der  entsprechende  ScUb. 

Bei  der  zweiten  Gleichung  denken  wir  uns,  dass  der  Bruch  — 

f  f 

nicht  grösser   sei,    als   der  Bruch  —  •    Der  Bruch  —  igt  grösser 

m  m 

f 
als  der  Bruch  -^  ,  wenn  die  Zahl  fm.  grösser  ist  als  die  Zahl 

f^m\  die  beiden  Brüche  sind  einander  gleich  and  die  Differenz 

f       f 
~ —   ist  gleich  Null,  wenn  /"»»,  ^=f,m  ist.    Das  Product  eines 

f 
Bruches  —  »«V  einer  Zahl  /*,  ist  nach  Anwendung  der  in  §  2  ge- 

gebenen  Definition  die  Summe  von  f^  Brüchen,  ^deren  jeder  gleich 

f  ff 

—  ist,  folglich  gleich  dem  Brache  -^  •    Die  Multiplieation  eines 
in  w 

J&vcÄes  —  mit  einem  anderen  Bruche  —    bedarf  dagegen   einer 
m  m, 

neuen  Definition.    Diese    Definition    muss   aber    die  Bedingung 
erfüllen,  dass  sie,  wofern  der  Bruch  —  einer  Zahl  gleich  wird, 


L 
'1 


mit  der  auf  diesen  Fall  bezüglichen  Festsetzung  in  Einklänge 
sei.  Die  allgemein  eingeführte  Definition,  hei  welcher  für  keinen 
der  beiden  Bräche  der  Werth  Null  ausgeschlossen  ist,  lautet 

and  ergiebt  rermOge  der  Ausführungen  des  §  3  die  Conseqaenz, 
dass  ein  Product  von  mehreren  Brüchen  von  der  Anordnung  der 
Multiplieation  seiner  Factoren  unabhängig  ist. 

Da  ferner  ein  Bruch  nur  dann  gleich  Null  ist,  wenn  sein 
Zähler  gleich  Null  ist,  so  wird  ein  Product  von  Brüchen  dann 
und  nur  dann  gleich  Null,  wenn  einer  der  Factoren  gleich 
Null  ist. 

Aus  der  aufgestellten  Definition  für  die  Multiplieation  von 


PuKivd  UDd  oeffAtive  BrOcIie.  ST 

BrU«hen,    folgt  eine  UetiDition   der  UiriBioii.    Einm  Bruch  — 

IM 

durch  titien  Brach  ^  dkridirm^   hßisst  einen  Bruch  aufsuchen, 
m, 

f  f 

der  mit  dtm  Bntrhe     '    mtdtiphcirt  dm  Bruch  —  ertftebt.  Diese 
m,  1' 

AufifcAe  ist  für  Jeden  Werth  des  Bnuhes  —  mit  EinscMus»  des 

w 

Werthes  Null  möglich^  wofern  nur  der  Bruch  —  einen  von  Null 

m, 

verschiedenen   Werth  hai,   und  jnear   teird   diese  Aufgabe   durch 

den  Bruch 

«/; 
und  nur  durch  diäten  Bruch  fjeJöst. 

Daäs  e«  ansner  diesem  Itrucbe,  der  die  Forderung  offenbar 
erfüllt,  keinen  zweiten  von  demselben  ver^ebiedenen  geben  kann, 
folf^  darnns,   daitg  sonst  die  Differenz  der  betreffenden  beiden 

BrQcbe,  mit  dem  Brui'lif        iiiii]tip]ir.>)rt,  gleicb    der    Nal]   sein 

intlniite.    Da  niui    nach   der  Vorausset'/ung  ~  nicht  gleich  Null 

ist,  ein  Producl  von  zwei  Urttchen  jedoch,  wie  hervorgehoben 
ist,  nicht  gleicb  Null  »ein  kann,  wenn  nicht  einer  der  beiden 
Factoren  gleich  Null  ist.  m  würde  die  Annahme  von  zwei  ver- 
schiedenen die  Forderung  erllillcmlcu  lirtlchcu  einen  Widerspruch 
nach  sich  ziehen. 

Der  Grand,  weshalb  ftir  den  Bruch  -^  ,  der  die  Rolle  des 

Divisors  tlbeminmit,  der  Werth  Null  auüigeschlossen  werden  mnss, 

f 
ifit  hicmit  schon   angedeutet.    Gesetzt^  ch  wUre  -  ^    gleich  Null. 

Wenn  dann  fllr  den  Uruch  — ,  welcher  den  Dividendu«  darstellt. 

ein  Tou  Null  veraebiedcncr  Werth  g<-gelK'n  i!<t,   so   kann  kein 

f  f 

Bruch  existiren,  der  mit  -^  multiplicii-t,  gleich  —  würde,  weil 

nach  dem  Obigen  jedes  l'rodnft  von  Hrllchen^  bei  dem  einer  der 
Fai'toren  gleich  Null  ist,  di^ii  Wcrlli  Null  annehmen  uiues.  So- 
bald aber  fllr  den  Bruch  —  ebenfalls  der  Werth  Null  gegeben 
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ist,   00  hat  jctier   lirvch   dt«  Kigeni«chaft^  oiit  -^    miiltiplicirt 


m. 


/ 


gleich    ■    zu  werden.    Die  gestellte  Forderung  wUrdo  also  im 


m 


er8t*ii  Falle  gar  tritic  ÄnUvnrt,  im  zweiten  Falle  AWwe  hestimmie 
Aniicort  eilaiihen. 

Nachdem  die  DeQnitioueu  eutwiekclt  äiiid,  auf  denen  das 
Addlrcn,  Siibtraliia*n  und  Multiiilii-ireu  der  Brlklie  beruht,  ist 
es  leicht  sich  /.u  Ilherzeugcn,  dass  das  l'rodurt  ans  zwei  ^^ummen 
von  lirüehen,  und  das  Product  aus  zwei  Differenzen  von  BrU- 
clien,  bei  denen  immer  der  Snbtrahendus  nicht  grösser  ist  als 
der  Miuuciidus,  nach  den  eutsprccbeuden  Regeln  crt'o!gt.  wie  ttlr 
die  <janzm  Zahlen.  Ferner  ruft  die  Rechnung  mit  Differeoieii 
in  derselben  Weise,  die  wir  bei  den  ganzen  Zahlen  erJirterl 
haben,  die  Einführung  von  positiven  und  ncgafireti  Brikh^i  her- 
vor, und  wir  gelangen  zu  der  Zeiritturcgd  für  die  Multiplication 
solcher  Brüche,  Dieser  Erweiterung  des  liegriffes  der  Hnltipli- 
catiou  entspricht  eine  F.rweiterung  des  Begriffes  der  Division. 
Der  Quotient  von  zwei  Hrüelien,  bt-i  denen  der  IHvisorhnteh  von 
Nuli  veischiedett  ist,  erbült  hiebei  einen  und  nur  eiuen  völlig 
bestimmten  Werth.  Somit  wird  es  klar,  das»  man  aus  posi- 
tiven und  negativen  Briiehai  durch  eine  iu  beliebiger  Weise  wieder- 
holte Anwendung  der  vier  Species,  Addircn,  iSutttrahirai,  Mtäti- 
pliciren  mul  Dividiren  immer  wieder  positive  oder  negative 
Brlluhe  erhält.  Die  Anwendung  von  den  drei  ersten  dieser 
Recbnungsoperationen  ist  (iH.*HaAj»>7ö(:  gestattet,  dagegen  gilt  Ittr 
die  Anwendung  der  DtnsloH  die  ntifhtefmditfe  Jiedingting,  d<iss 
der  Divisor  nicht  gleich  ^ull  sein  darf. 


Capitel  in. 

Uechnung  mit  Potenzen  von  ganzen  and  gebrochenen  Ex- 
ponenten.   Keehnung  mit  rationalen  nnd  irrationalen 

Grössen. 

%  13.    Potanx«!  «In«!  i:eg:ttbe&en  Braohes. 

Es  ist  schon  bei  Gelegenheit  der  positiven  ganzen  Zahlen 
von  den  Produeten  aus  lauter  glciclien  Factoren  oder  den  Po- 
teueett  gesprochen  worden.  Ein  Product  aus  lauter  gleichen 
Factoren  heisi^t,   abgesehen  davon,   dass  die  Uasis   eine  ganze 
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Zahl  ifit,  eine  Potenz.  Die  Regeln  für  die  ^luliipHration  und 
du*  Division  von  Potenzen,  deren  Itnsis  ein  positiver  oder  nega- 
tiver Bruch  ist,  und  deren  Exponenlcu  beliebige  pOHilive  gauze 
Zahlen  sind,  werden  In  §  19  zur  Sprnehe  kommen.  Wir  knttpfen 
hier  an  die  Bemerkung  nn,  dass  eine  positive  Bn»!]«  nur  posi- 
tire  Wcrthe  der  Potenz  hervorbringen  kann.  Wen»  daher  ein 
positictj-  Bruch  oder  eine  positive  gansc  Zahl  gegeben  ist,  so  lüsst 
eich  die  Fratje  auftri^tfnn^  oh  es  möglich  sei,  einen  positircn  Bruch 
tu  ßnden,  icdcJier,  auf  eine  bestimmie  Points  erhoben,  gleich  dem 
gegAaun   Werihe  wird. 

Der  gegebene  Werth  sei  mit  ~  bezeichnet,  nnd  es  darf  an- 

loniuien  werden,  dag»  die  ganzen  Zahlen,  welche  den  Zi&hler 
und  den  Nenner  bilden,  falls  sie  ur^pröcglich  einen  gemeiosainen 
Theiler  haben  sollten,  duteh  das  in  §  5  auseinander  gecietzte 
Verfahren  von   demselben    befreit  neien,    so    das«  die  Zahlest  O 

Der  Werth  ^ 

13 


und  U  itet»(7i   gentei»samen   Timler  attfweisen. 


Btelit  alsdann  fUr  den  Fall  eine  ganze  Zahl  dar,  dass  der  Nen- 
ner H  gleich  der  Einheit  ist.  Üer  vorgeacbri ebene  Poieruea^ 
potient  heisse  n.  Da«s  es  nun  keinenl'alU  nW^glich  ist,  auf  die 
gestellte  Frage  iwfAr  ah  eine  Antwort  zu  geben,  erkennt  man 
leieht.  Denn  gesetzt,  dass  zwei  von  einander  verschiedene  posi- 
tive Brtlche  —  nnd  '  die  Forderuni?  erftlllten,  so  mtlsste  einer 
•ZV, 

derselben  grösser  sein,  als  der  andere,  und  der  gr^isaere  sei  der 

P, 


Bruch 


Dann  besteht  die  Gleiehnng 
9i        9 


WO  S  den  positiven  Werth  ^^ — ~  hat    Bildet  man  jetzt  von 

den  beiden  Seiton  der  Gleichung  suecessive  die  2te  PoWnz,  die 
3te  Potenz,  und  alle  folgenden  Potenzen  bis  zu  der  vorgt^schrie- 
benen  nten  Potenz  nach  den  für  die  MuUipiiccMiion  einer  Summe 

einer  iweUen  Summe  geltenden  Regdnj  so  folgt,  dasa  I— ) 
sm  eine  Snmme  von  poiiitiven  Gliedern  grosser  ist  vAa  (     J  > 
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ebenso  I  '^'  I  grösser  aU  |     i ,  und  auch  scblicsslich  |    ' }    grOsscr 
als  ( —  I  •    Es  kauD  daher  uumuglich,  wie  aDgenomineu  worden, 


sowohl 
wie  auch 
sein. 


Kalls  ein  Bruch  —  existirt,    welcher  die  geHtellte   Aufgabe 

lOst,  so  kann  von  diesem  cbentalU  vorausgesetzt  werden,  äaas 
sein  Zähler  p  und  sein  Nfnnet  q  leinen  gemm%samen  ThcHer  haben 
oder,  dae»  der  Urucb  auf  »«ine  kieituttt;  Jien^nmmg  gebracht  ist. 
Hieraus  ergiebt  sich  aber  uncb  dem  Satze  (4)  des  §6,  dass  auch 

die  Pokii£en  p  und  q  keinen  gemeinsamen  Theiler  haben  köimen. 
Die  zu  crillllendß  Gleichung 


(fr=i 


ÄO^ 


kann  nnn  die  Gcstall  annehmen 

VermOgft  dessen  geht  das  Produet  jj"  H  dnrch  die  Zahl  G  aö^ 
weil  jcdoKh  G  und  //  relative  I'rimxable«  sind,   so  moss  nach 

dem  CoroUar  zu  dem  Satze  (l)  des  t*  (>  der  Factor  p    durch  die 

Zahl  G   aufgeben.     In   gleicher  Weise  geht   dati  Produet  q^  O 

durch  die  Zahl  p'  nnf,  and  weil  die  Zahlen  p  und  q  relative 
Primzahlen  sind,  so  muss  ans  dem  gleichen  Grunde  der  Factor 

G  durch  die  Zahl  q"  aujjgrchcn.  Da  aber  zwei  Zahlen  nicht 
wechscIweUc  in  einander  aufgeben  kennen,  ohne  einander  gleich 
zu  sein,  so  tdüsb  oothwendig 

und  daher  auch  gleichzeitig 

sein.    Auf  diese  Weise   erhalten  wir  r/t>  folgende  EnlseheiduH^ 
über  die  Möglichkeit  der  aufgeworfenen  Frage 


SIL 


Potenien  oincii  BrudioH. 
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Ein  po$Uwer  Brwh  — ,  dessen  Zähler  witd  Kenner  keinen 

garnnschafthehen  Theiter  /iahen,  ist  dann  uml  nur  dattn  gleich 
der  ntcn  Potenz  eines  posUiven  Jiriiehcs,  icenn  sowoM  der  Zöhl&r 
G  (ds  OMCA  der  Nenner  H  gleich  der  tUcn  l*otenJS  einer  gansm 
Zahl  ist. 

Für  den  Fall,  dtme  die  Zahl  //  gleicb  der  Einheit  ist,  ent- 
steht deniDacb  der  Salz 

Ein«  positive  gante  Zahl  G  kann  nur  gleich  der  nten  Po- 
tmi  eiwT  f/anien  Zahl,  und  nie  gleich  der  Ttien  Potetu  eines 
Bruches  setn,  tkr,  auf'  seine  hleinste  Benennung  gthracM,  einen 
von  der  Einheit  verscJtiedenen  Mcnner  behau. 

Die  Beortheilang,   ob  eiQ  nomcriscb  gegebener  Werth  ~ 

gleich  der  Hten  Potenz  eines  Brache«  8cin  künne,  \%i  also  daraaf 
xnrUckgetlilirt,  zu  pnnittcln,  oN  die  Zahl  d  iiiid  die  Zahl  //  nte 
Potenzen  von  ganzen  Zahlen  sind.  Uieae  UUlftiauf'gtibe  läul\ 
aber  darauf  hitianH,  die  »ten  Potenzen  der  DatUrlichen  Zahlen 
der  Reibe  nach  zu  bilden,  und  soweit  fortzasctzcu,  bis  entweder 
die  gesuchten  Werlhc  ö  und  H  erschieueu  sind,  oder  bis  man 
zu  »ten  Potenzen  gekommen  ist,  welche  beziehungsweise  grösser 
Bind  als  die  bctrctfcndeu  Wcrthe.  In  dem  letzteren  Falle  ist 
die  L'nmilgliclikeit  der  Lösung  ieatgefttellt.  Die  Hillt8nu%»)>e 
wird  aUo  durch  die  AnftlUhrang  einer  beschränkten  Anzahl  von 
VersQchcn  erledigt  and  ist  somit  als  gelöst  anzusehen. 


I  14,  Daflnltlon  der  positiven  Wurzel  des  Nten  Oradei  ani 
einem  gegebenen  positiven  Brache. 

Die   in    dem  vorigen  Paragraphen  enirterte  Aufgabe  ent- 
stellt ans    der  Aufgabt   des  Erltebcns  unf  die  nie  Potem  durch 
Lmkcbrung,  und  liuisst  das  Ausgichm  der  War/Fei  des  nttm  Grades 
[oder  der  nt4M   Wurzel.     Kh  hat  sich  nun  gezeigt,  dass  nach  den 
bia  Jetzt  aufgestellten  Deliuitiüncn  die  Aufgabe,  einen  gegebenen 

tiven  Bruch  —  auf  die  nfe  Potenz  m  erliebcn,  tminer  mfiglich, 

fUgegen  die  umgekehrte  Aufgtd/e,   za  einem  gegebenen  anf  die 

kleinste  BcDcnnang  gebraehttn  positiven  Bruche  —  eiuc  posi/ttw 
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§  n. 


nie  Wurset.  dna  ist  einen  positiven  Bruch  äu  bestimmen,  der 
aaf  die  fite  Potenz  erhoben  g;leicb  ~  wird,  dann  und  nur  dann 

ml%lid)  ist,  wenn  bei  dem  Brache  -^-  nowohl  der  Zähler  wie 
der  Nenner  die  nte  Potenz  einer  ganzen  Zahl  ist.  Diejenigen 
BrUche  ~  ,  welche  die  heKcicliiictc  Kndingnug  nicht  erftlllen,  bil- 
den also  lllr  die  Aae>ziebung  der  »tcn  Warze!  Ausfiaiitnen.  Das 
Streben,  die  vorb  Anden  en  Ansnahraen  vorsieh  winden  zo  lassen, 
hat  dazu  gettllii-t,  die  gestellte  Forderung  durch  eine  nndere  xu 
ersetzen. 

Ge  sei  -^  ein  Bruch,  der  die  bezeichnete  bedingung  nicht 

erHillt.  Man  wähle  alsdann  eine  beliebige  Zahl  ü,  bilde  der 
Reibe  nach  nllc  diejenigen  {msitivcu  Brlkhe,  weirbe  diese  Zahl 
o  zum  Nenner  haben,  und  erhebe  dieselben  aaf  die  nte  Potenz. 
Wie  schon  im  vorigen  g  bemerkt  worden,  liefert  von  zwei  posi- 
tiven echten  Brüchen  der  grü^sere  Bruch  ancb  die  größsere  nte 
Potenz.  Au»  diesem  Grunde  wird  in  der  bezeicbflctcn  Folge 
von  Brttehcn 


(^Mi)"(^r- 


jeder  Bruch  von  dem  imchtbigenden  UhRrtrotTen,  nnd  der  Werlh 
der  Briicbe  Ubenaohreitcl  nach  und  nach  jede  gegebene  Zahl. 
Wenn   man  jetzt   die  betreffenden  Wertbe  mit  dem  gegebenen 

Bruche        vergleicht,    so  kann   nach  der  gemachten  Annahme 

Überhaupt  keine  nte  Potenz  eineB  Bruches  demselben  gleich 
werden,    also  .■mch  keine  der  hier  vorliegenden  «ten  Potenzen. 

Daher  muus    'j   zwischen  zwei  bestimmten  aufeinander  tolgendcn 

fiten  Potenzen  enthalten  sein,  welche  wir  be/Jehunge weise  mit 

1— J  nnd  1^! 1   bezeiclinen  wollen.  Sobald  also  die  Forderung 

12       3 
ausgesprochen  wird,  aus  det-  Folge  der  Brüche  — ,  — ,  — ,    .  .  . 

diejenigen  jFm  be^eichncti,  deren  nte  Potenzen  dem  Werthe   „-  am 


§  1*- 


pMittvß  «Ce  Wunel. 
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Hüclsttn  lommen,  so  wird  dieselbe  dureh  die  beiden  Bi-Uche  — 

a 

ond  1 erfüllt.    Die  bier  beuaUte  Schlussweise  stimmt  Ubri- 

a 

gena  vollätUadig  mit  dcrjeDigcu  Ubercin,  anf  welche  wir  in  §  2 

die  Bestimmung  deH  DivisiunereKteä  ^grUndet  haben. 

Man  kann  nun  zu  der  Anweniinng  einer  nenen  Znhl  o'  tlher- 

^ben.  welche  ^rjlsser  i^t,  ah  die  Ze.\i\  a,  hierauf  mit  der  Zahl 

0*  rI»  Nenner  alle  brUebe  auratcllca,  welehc  zwiaebeu  den  beiden 

ßraeben  —  und  — •  gelegen  sind,  und  von  diesen  die  »ten  Po- 
tenzen nehmen.     Dann  bilden  die  Potenzen 

eine  wachsende  Reibe  von  Werthen.  Hier  rauss  ^7  wieder  xwi- 
Bchen  zwei  anf  einander  folp^ende  Potenzen  fallen;  entweder 
zwischen  die  beiden  ersten  I  — 1  und  (;t|  •  wo  —  griteser  oder 

gleich  —z —  ist,  oder  zwischen  zwei  iniltlcrc  I  -; )  und  1  - — r^  | , 

oder  zwischen  die  beiden  letzten  l^j  und  j^^ J ,  wo  1^   ,    | 

grösser  oder  gleich  ~ ißt.    Man  erkennt  leicht,   dass  dieses 

0 

Verfahren  eine  unbe-sehrünklc  Wiederholung  ^^rlauht,  bei  welcher 
nach  und  nach  zu  Nenucru  a,  a\  c",  . .  von  beliebig  wachsender 

OrOssi^  fortgeschritten  werden  kann.  Die  beiden  Brtlche  —==« 
nnd  - — -  =  jj,  durch  deren  «tc  Potenzen  der  Werth  ~=j-  bei  der 
ersten  Operatiou'cingeschlosscD  wird,  haben  den  Unterschied  ^• 

Die  beiden  Brüche,  dureh  deren  wtc  Potenzen  der  Werth  ■  _  bei 

H 
der  zweiten  Operation  cingcseb lotsen  wird,  von  denen  der  kleinere 
a",  der  grössere  (f  geuaunt   werden    iiiügc,    haben    einen  Uutcr- 

scJiied,  der  gleich  oder  kleiner  wt  als  —,  und  man  sieht,  dass 

o*  grVeser  oder  mindestens  gleich  «,   und  duäs  (i'  kleiner  oder 
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bScbfitens  gleich  ß  ist  Uebcrhaapt  möge  vermittelst  der  fp  +  l)ten 
Operation  der  Werth  ^  dnrcb  (a'^')"  und  (y***)"  eingescblosaen 


J.V) 


(p) 


(pt 


Bcin,  wo  ^    —  a     gleich  oder  kleiner  als  -^ ,  ferner  a     grös- 


Bcr  oder  luiudestcns  gleich  cr"^  ^  tiod  (t^^  kleiner  oder  bUcbsteos 

gleich  /J^*'  ist. 

Schreibt  man  dcinuacb   die  siipcessivc   bestimmten  beiden 
Retben  von  Hrtlcheo  iu  der  folgenden  Weise  hin 

/s,^-,r,..o"-",r, ... 

Bo  folgt  in  der  ersten  Reihe  auf  jeden  Bruch  ein  anderer,  der 
grüsser  als  sein  Vorgänger  oder  ihm  gleich  ist,  und  in  der 
zweiten  Reihe  aal  jeden  Brucb  ein  anderer,  der  kleiner  als  »ein 
Vorgänger  oder  demselben  gleich  ist,  und  zugleich  wird  bei  zwei 
ttbereinauder  stehenden  UrUcfaen  der  Ueberschuas  des  unteren 
Über  den  oberen  nach  und  nach  beKiehnogswciae  gleich  oder  klei- 

TT  *  ■  -  ■   Da  man  es  nnn  in  seiner  Gewalt  hat, 


ner  als  — ,  -; , 


die  Zahlen  a,  a',  a", . . .  beliebig  gross  zu  wählen,  so  kann  man  die 
Werthe  — ,  -; ,  -y;- , . . .  bdidtiy  klän  machen,  nnd  hicdureh  be- 
wirken, dass  jener  Ufberschuss  kleiner  wird  als  ein  beliebig  kleitier 
gegebener   Werth. 

Wegen  der  so  ungemein  weit  ausgedehnten  Anwendung 
der  Begriffe,  welche  hier  xuro  ersten  Male  auftreten,  werde  ich 
mich  an  einem  Beispiele  erklären.    Es  sei  der  gegebene  Bruch 

3- 
H 


gleich  der  Zahl  7,  die  Zahl  n  habe  den  Werth  2.    Weil  die 


Zahl  *  nicht  gleich  der  zweiten  Potenz  einer  ganzen  Zahl  ist, 
80  wissen  wir  auf  Grund  des  vorhergehenden  §,  dass  es  keinen 
Bruch  gibt,  dessen  zweite  Potenz  der  Zahl  7  gleich  ist.  Bei 
der  ersten  Anwendung  des  so  eben  beÄchriehenen  Vertahrona  sei 
die  Zahl  a  gleich  der  Einheit,  dann  fÄllt  die  bezügliche  Reihe 
von  BrUcbcD  mit  der  Reihe  der  Zahlen  zusammen,  und  die  Zahlen, 
deren  Quadrate  der  Zahl  7  am  nächsten  kommen,  sind  die  Zahlen 
a  ==  2,  ß  =  Z.  Bei  der  zweiten  Anwendung  desselben  Verfahrens 
sei  die  Zahl  o'=  10;  dann  ergiebt  sich 


wo  die  ubereD  Brücbe  wachsend  und  die  upterec  Brticbe  abneh- 
mend geordnet  sind,  und  wo  jeder  untere  Brach  den  tlber  Ihm  t*te- 

benden  beziehung^swcise  uni  die  Einheit,  um --,   — -- ,   j:.^,  .-• 

flbeirtrifft.  Fflr  die  Voraussetzung,  djwis  die  Zahlen  ff,  tt',  a",  . . 
mit  der  Finliclt  hej^iiinend  die  HiifeiiiaiulerruL(^udeu.  Poten- 
zen der  Zahl  10  bedeuten,  wird  uieniand  hczwcitcln,  das», 
wenn  mir  durch  eine  andere  I'erBon  nach  WittkClr  irgend  ein 
noch  ao  kleiner  Werth  gegeben  wird,  von  meiner  Seite  immer 
eine  hinrei(!hend  hohe  Potenz  der  Zahl  10  gefonden  werden 
kann,  welche  in  die  Einheit  dividirt,  unter  den  gegebenen  kteiuen 
Werth  berabgebt. 

Wie  in  dem  ansgefllhrten  Beispie]  zeigen  auch  in  der 
vorhergehenden  allgemeinen  Erörterung  die  leiden  Folgen  \'0n 
Brlichcu 


o,  «',  et' 


Jp-i)   _(p> 


und 

ß,  p;  ß'\ . . .  ^'^'\  {^'\  • . . 

ein  solchcii  Verhalten,  dass  die  Individuen  der  einen  Folge  sich 
den   Individuen    der   anderen  Folge   immer    mehr  niihern,  nnd 

xwar  in  einer  solchen  Weise,  dass  dpr  Unterschied  /f*"  —  a'' 
kleiner  gemacht  werden  kann,  als  ein  beliebig  kleiner  ge- 
gebener  Wcrih-     Gleichzeitig    ist  immer   («*'*'}''  kleiner,   nnd 

(/»"*')■  gri}«8er  als  der  Werth  (-^j-    Dieses  Sachcerhältniss  wird 


Poiitivft  nl«  Wiin«l. 


durch  den  Ausdruck  bejtachnet,  dass  die  in  den  &«W«n  Folgen 
enthaltenen  Brüche  sich  einer  und  derselben  frreMc  mihern,  und 
dass   diese  Chenee    eine  positive    nf-e    Wt»red   mte    dem    Bruche 

G 

-se». 

Offenbar  sind  die  Brüche  er,  a',  a",  . .  des  namerisclien  Bei- 
gpiela  diejenigen  Werthe,  welche  das  bekannte  Verfahren  für  die 
Entwiekelong  der  zweiten  Wurzel  aus  der  Zahl  7  in  einen  Deci- 
lualbruch  ergicbt;  dagrguMi  entstehen  die  Brüche  ,i,  ß\  i^",  . . .  da- 
durch, das»  die  jedes  Mal  zuktzt  heBtiinmte  Dceiuialzifler  um 
Eins  vergrtissert  wird.  Meisten»  wird  nur  von  der  ersten  Folge 
von  Brllcheu  gesproelien,  niid  der  Ausdruck  gebraucht,  dass  diese 
Sriiehe  sieh  dtT  sweitai  Wursd  aun  7  imnwr  nu-hr  niüiern.  Bei 
der  allgemeinen  Kriirternng  ist  c»  ebeul'alU  zulässig,  entweder 
die  Reihe  a,  «',  u",  . .  für  eich  allein,  oder  die  Keihe  //,  ß',  ß'\ . . 
fllr  flieh  allein  r.v  betraehteo.  Versteht  ninn  nnter  p  eine  be- 
liebig gewählte,  unter  p  -i-s  irgend  eine;  über  p  liegende  Zahl, 
80  folgt  aus  der  Art,  wie  die  BrUehe  der  ersten  Reibe  wachsen 
und  die  Brüche  der  zweiten  Reihe  abnehmen,  da«»  immer 

u        —  u     kleiner  als  /i      —  «     , 
nnd 

;/P' _y^-'>  kleiner  als  z^^*-«*^' 

bleiben  muss.  Weil  nun  die  Differenz  ,i^'  — a  nach  dem  Frü- 
heren kkiuer  gemacht  werden  kann,  als  ein  beliebig  kleiner  ge- 
gebener Wertb,  so  sehen  wir,  dass  aUdann  der  Unterschied 
o  *  — »'*"  zwischen  dem  Bruche  «^  und  einem  beliebig  weit 
abstehenden  Indiridnum  a'^*'  derselben  ersten  Reihe  nnter  dem- 
äelhen  kleinen  Wcrthc  bloibt,  nnd  dass  ebenso  der  Unterschied 
/J  '  — (f^  '  zwischen  dem  Bruche  l^'  und  einem  beliebig  weit 
abstehenden  Individuum  i^^*'  derselben  zweiten  Reihe  anter 
demselben  kleinen  Werthe  bleibt.  Mit  Rllyksieht  hierauf  sagt 
man,  rff*.«  die  liriiche  u,  u\  «",  . . .  dir  ersten  Rtihe  sich  tincr 
Grenee  näJiem,  dass  auch  die  Brüche  ß,  /**,  ß'%  . . .  der  zweiten 
Eeihe  sich  einer  Grenee  nahem,   und  dass   die  Grente  für  bäde\ 

Folgen  dieselbe  positive  nie    Wttrgel  aus  dem  Brudie  —  sei, 

H 

Die  Betrachtung  solcher  Folgen  von  Brüchen  die  sieb 
einer  Grenze  nähern,   verdanken  wir  den  Griechen.    Sie  haben 


{  IS.  GiTOKwerth  einer  Fol^.  von  Brüchen.  8T 

die  einer  *iolchen  Folge  von  BrUcbcn  zngehdrige  Grenze  za  einem 
Aelbstständigcn  Begriff  erhoben,  and  erkannt,  wie  die  Opera- 
tionen der  Addition,  Sttbtrartion,  MuUipUeation  und  Division  aaf 
diese  Begriffe  nnszudebnen  seien. 

8  U.    Folg«  TonBrttoben,  die  iloh  einem  Orenxwerthe  nähern. 

Nachdem  in  dem  rorifccn  §  eine  positive  »fte  Wurzel  aae 
einem  gegebenen  positiven  IJrnehe  als  Orenzwertli  einer  Folge 
Ton  Brllchcn  defioirt  worden  ist,  so  kommt  es  darauf  an,  die 
Regeln  t^r  die  Rechnarg  mit  Rok-hen  Wurzeln  aufzustellen.  Da 
aber  die«e  Reebnimg  and  die  Rechnung  mit  den  Grenzwertben 
von  irjw'ndwic  gohtldotcn  Folgen  bestimmter  Brtioho  auf  densel- 
ben Principicu  beruht,  wo  ist  es  zwet-kniäsislg,  die  betreffenden 
Prinoipien  Koglcicb  in  voltstiindiger  Allgemeinheit  zu  entwickeln. 
Hiebe!  wird  «ieh  hJtufige  VerflnlflSftung  bieten,  positive  und  ne- 
gative Werthe  ihrer  GrOsise  nach  zu  vergleichen,  und  y.vvar  soll 
in  Znkunl\  immer  ein  Bruch  «•  griisscr,  gleich  oder  klciucr  als 
ein  ßmeh  w,  genannt  werden,  je  nachdem  die  Differenz  w  —  w, 
einen  positiven  Wertb,  der  Wertli  Null  oder  einen  negativen 
Werth  bat;  wofern  aber  die  Zoiilcnwertbe  zu  vergleichen  sind, 
wird  dies  ausdrücklich  erwähnt  werden. 

Fa  sei  also  eine  Reihe  von  DrtlcUen 

;ben,  welche  durch  die  Anwendung  bestimmter  VDrschrlt^n 
Dnbescbr3tnkt  fortgesetzt  werden  kann,  und  so  beschaffen  ist, 
dflss  ihre  Individuen  einen  bestiiniiiteii  Werth  nnnieriseh  nie- 
mals Überschreiten  nnd  dass  sicli  immer  Hlr  einen  beliebig  ge- 
gebenen kleinen  Zahlenworth  w  ein  Brueb  j-^  liezeichnen  lässti 
deBsen  mit  irgnui  einptu  späteren  Bntrhe  der  Reihe  y  "  ge- 
nommener Unterschied  y*  —  j-""^'*  numerisch  unter  dem  Werthe 
tti  liegt.  Alsdann  ist  der  Unterscliicd  zwincheu  irgend  zwei  spä- 
teren Brilehen  numerisch  kleiner  als  2ot.  Wie  bei  dem  Beispiele 
des  vorigen  g  kann  man  sich  vorteilen,  dass  eine  bestimmte  Per- 
son stet«,  sobald  eine  zweite  Person  den  kleinen  Zahlenwerlh  ra 
vorgesehrieben  hat,  den  Zeiger  js  des  Bruches '/"  nennt,  und,  sobald 
die  zweite  Person  einen  kleineren  Zahlenwertb  w'  vorschreibt, 
eioen  entsprecbenden,  nOthigeufalls  grosseren  Zeiger  p'  angiebt 
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Eb    sei    neben    der   Reibe   (1)  eine    zweite    Beihe   von 
Brüchen 

gegeben,  weklie  den  gleicbtautenden  Forderungen  genügt.  Dbdd 
sagen  wir,  dass  die  Hrikin:  dtr  cr.stttt  BcUie  sich  einrni  bestimm- 
ten Grmgwerihe  näiietn.  and  dass  die  Brüche  der  eweitm  Itethe 
sich  glcicfifalls  ein^m  besfitnmteti  (irensiterUie  nähern.  Auf  diese 
beiden  Orcnzwerthc  gollea  die  GroDdoperatiunen  der  Bcübanng 
angewendet  werden. 

Die  Beschaffenheit  der  so  eben  characterisirten  Reihen  von 
Brlichen  ist  in  uicbrniubcr  Hinsit-bt  allgemeiner,  als  die  Be- 
scbafienbeit  der  im  vorigen  §  besprochenen  Reiiien.  Die  ein- 
telncn  BrUcbe  nrnssten  dort  positiv  sein,  düricn  dagegen  hier, 
posltir  oder  negativ  sein.  Kin  anderer  Umstand,  welcher  er-, 
wogen  werden  muss,  ist  der,  dass  unter  tfcwisscti  VerhäUnissen 
die  einzelnen  Brüche  einer  soMurt  licihe  Werfhe  Ao/jctj  kimncn, 
die  nach  und  nach  nunurisch  unter  jeden  noch  so  kleinen  gege- 
benen Werih  hertdisinktn.^  Die  im  vorigen  g  erörterten  Reibe», 
welche,  zu  der  Definition  der  positiven  nten  Wurzel  aus  einem 
gegebenen  positiven  Bruche  dienen,  liefern  hiellir  kein  Beispiel. 
Man  erhält  jedoch  ein  solches  dadurch,  da«8  man  die  Einheit 
durch  die  ani'einanderfolgcnden  Potenzen  derselben  positiv  oder 
negativ  genommenen  Über  der  Einheit  liegenden  Zahl  k  dividirt, 

(3)  ±1,  -1,±,V,... 

Denn  da  die  Potenzen  der  Zahl  k  allmSlig  jeden  noch  so  grossen' 
gegebtTueu  Wcrlh   Übe rseh reiten,   so  niUöseo  diese  Poten/.en,    ii 
die  Einheit  dividirt,  allmülig  Brllche   erzetigen^   welebe  kleinocj 
werden    als  jeder   noch  so   kleine  gegebene  Werth.     Für   eine 
Meihe  von  Üriicken,   die  nach  und  nach    numtrisch    unter  Jeden 
noch  so  kleinen  apgphenan  Wr^th  heruhsinkpn,  gilt  nun  die  Aus- 
sage, dciss  sieh  ihre  Brüche  derlNuU  als  Grenewerth  nähern.   Bei^ 
der  anznstelleudcn  Bctmelitung  wird  das  Eintreten  dieses  Falles 
immer  besonders  7.n  berllt-k sichtigen  Kein. 

Wenn  die  einzelnen  Brtlehe  einer  Reihe  (1)  die  Eigenschaft 
haben,  Aci  unbeschrätdier  FortseUvng  numerisch  unter  einen  ge- 
Kissen  von  der  Null  verschiedenen  ZoMentcfrth  N  nicht  herab- 
tugehen,    &o   folgt  aus   der  Vorau^etzung,  dasn   die  DitTereoz 


§  16. 


Grenzwerth  einer  Tolga  tod  nrüchen. 
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j,** — j/**'^  nir  eine  bestimmte  Zahl  /)  und  eine  beliebige  Zahl' « 
nomeriscb  kleioer  gemacht  werden  kann,  als  ein  noch  so  kleiner 
Werth  tiij  mit  Noth wendig kcit,  datts  die  einxelnCD  Urtlcbe  der 
Beihe  von  einer  hoitimtHiert  Stelle  ab  entweder  alle  positiv,  oder 

alU  neyativ  seio  niflii«eu.    Denn  wenn  zwei  Brüche  y  ^  nndy 
verschiedene  Vorzeieben  haben  und  beide  namerisch  niebt  kleiner 
Bind  alfl  eiü  Zahlenwerlh  iV,  60  kann  Ihre  Differenz  y*'  —  /"** 
Damerisch   nicht  kleiner   sein   als  der  Zablenwerth  2K     Das 
muss  aber  gcgchehcn,  wofern  der  Werth  w,  nntcr  den  die  Diffc- 

renry'  — y***''  berabgcdrUekt  worden  ist,  kleiner  gewählt  wird, 

als  der  Zahlenwertb  üN.     Also  babi-n  dann  y""*  und  y^***  tllr 

'Jedes  s  dasselbe  Voraeieben.    Hei  der  ersten  Voranssetxnng,  dass 

alle  Brllcbe   der  Reibe   von  einer  beütimniten  Stelle  ab  positiv 

eind,  sagt  man,  das»  ein  posiliver  Grenetccrih,  bei  der  zweiten 

Voraossetzang,  dass  alle  Brüche  von  einer  bestimmten  Stelle  ab 

fuya/tv  sind,  sagt  man,  dass  ein  ncgtUivcr  Qrtmjswcrih  vorhanden 

•ei.    Id  diesem  Sinne  i»t  auch  der  Ausdruck  gebraucht  worden, 

.das«  der  Grenxwcrth   der   Brtlcbe.    aus   denen  die  Keiben    des 

Torigen  §  beätehen,   die  positive,   nie    Wunet  aus  dem  Bt-uche 

ft 

-T7  sei.  Eine  Reihe  von  Brllcben,  die  eich  der  2^uU  als  Oreoz* 
11 

wertb  nahem,  kann  dagegen,  von  einer  bestimmten  Stelle  ab, 
entweder  aa»  \aHter  positiven  Individuen,  oder  aas  lauhr  nega- 
tiven Individuen,  oder  aus  positiven  und  ncgativcft  Individuen  6e- 
I,  die  ohne  Ende  abwecksdn.  Die  Reihe  (3)  bietet  ein  Bci- 
'■piel  der  ersten  Art,  wenn  man  k  etwa  gleich  2  setzt  und  po- 
sitiv nimmt,  uämüeh 

J.      1     Jl 

es  entsteht  ein  Beispiel  der  zweiten  Art,  wenn  man  alle  BrUehe 
der  vorstehenden  Keibe  negativ  nimmt,  nämlich 

ttod  eudlicb   ein  Beispiel  der  dritten  Art,   wenn  man  k  in  der 
Reihe  (3)  gleich  2  sctrt  und  negativ  nimmt,  nümlich 


1 


8 
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§.  16.    Aiudsliiiiing:  der  Addition,  Snbtraotlon,  MnltlplloatlOB 
and  Division  anf  Qrenzwertbe. 

Die  ADwendang  der  Reclinungsoperalioncn  anf  die  Grenz- 
werthe,  denen  sich  die  BrUche  der  Reihen  (1)  und  (2)  des  vorigen 
§  nühern,  ergebt  sieb,  indem  man  die  Brüche,  wclclie  in  l>oidcn 
Reiben  die  gleiche  Stelle  cinneliiuf^n,  dnrtrh  die  bexUglictien 
Reebnun^nperationen  vertiindt^t,  und  jede  auC  diese  Weise  unt- 
stehende  nene  Reihe  von  Brlleheu  untersucht.  Die  Addition  der 
gleichstclIigen^Urllche  eizeagt  die  Reihe 

(1)  y  + ,'.  ]■'  +  (^  ..  /^>+  ,■"; ..  />»*-'  +  ,"•*",  .  . 

die  SuhtracJiim  eines  BrueboK  det'  zweiten  Reibe  von  dem  glctcb- 
stelligcu  Bruche  der  ersten  Reihe  erzeugt  die  Reihe 

(2)  y  - .'.  r-  - .".  . .  /-'-  .<".  . .  r"*-'  -  .*"', . . 

die  Miütiplicdion  der  gleicbstelligefa  Brüche  erzeugt  die  Reibe 

die  Divi'iion  eines  ilruches  der  ersten  Reibe  durch  den  gleich- 
stelHgen  Bruch  der  zweiten  Reihe  erzeugt  die  Reihe 


(4) 


r" 


6)' 


(pt->) 


(1"+«)' 


6  f 

Aus  de»  angefflhrti.'n  VnraustM-t/nngon  liUtst  sieb  echlicsgen, 
das«  die  Brüche  von  jeder  der  neuen  Reihen  (I),  (2),  (3)  sich 
utttftr  allen  Umstünden  einem  bestimmten  Grenz^vertlie  nähern. 
Immer  kann  fllr  einen  beliebig  kleinen  gegebencD  Wcrth  tj  die 
Zahl  p  80  gross  gewählt  werden,  dass  bei  jedem  positiven 
Werthe  der  Zahl  s  sowohl  die  Differenz  y^  — j-  wie  «nch 
die  Differenz  « *"  —  « ^■*"*'  numeriscli  unter  tu  bleibt;  mitbin  hat 
die  Difierenz  der  entsprechenden  BrUche  aus  der  neuen  Reihe 
(1),  nämlich 

nnd  die  Differenz  der  enttuprecb enden  Brüche  ans  der  neuen 
Reihe  (2),  nämlich 

(6)  y<^>_/'>_(y'^  +  '>_  «">*■') 

die  Eigenschaft,  numerisch  unter  dem  Wertbe  'Im  zu  bleiben. 
Was  ferner  die  Differenz  der  entsprechenden  Brüche  aus  der 
neuen  Reihe  ('S)  anlangt,  so  kann  mau  derseUien  die  Gestalt 
geben 
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(7) 


..tP*  .*! 


tp+«i    (p-f*) 


JVi 


Weil  nno  alle  Brttchc  t*  oinen  bestimmteD  Wertb  /'and 
de^eirhcn  nlle  i^rticbe  e'^  einen  bestimmten  Wcrth  /:  nnme- 
riscfa  nicht  UbertrcffeinlUrteo,  weil  die  Diflferi'nT. /'*''  — /''*'  and 
«och  die  Differenz  «  '*—«**'  'unter  w  liegt,  and  weil  man  t^r 
ein  AggreRat  von  Wertlien  verschierfenen  Vorzeirbens  eiuen 
keiacufalts  zu  kloinoii,  rnJiglicIierweise  aber  zu  grossen  Wertb 
erbalt,  indem  man  jeden  Bestandtbcil  durelt  einen  positiven  nicht 
kleineren  Wertb  ersetzt,  so  ist  die  rechte  hielte  der  Torstebenden 
Uleirhnnp!  tmd  daher  ftncb  die  Differenz  (7)  nnmerisvb  jcdentalls 
nicht  grö!*j»or  als  der  Werlb  /"w  +  Eto  +  m*. 

Offenbar  wird  aber  ftlr  einen  beliebi^^  kleinen  Wertb  tj 
sowohl  der  Wertb  2w,  wie  auch  der  Wertb  lin  +  7ivi  +  vi*  be- 
liebig klein.  AI«o  steht  es  in  unserer  Gewalt,  sowohl  dir^  Dif- 
ferenz (5),  wie  auch  die  Differenz  {(3),  wie  auch  die  Differenz  f 7) 
beliebig?  klein  za  machen,  and  das  ist  der  Inhalt  der  Ansnage, 
dass  die  Brüche  von  Jeder  der  netten  Ticihen  (I),  (2)  und  {'A)  sich 
steig  einem  ItmlimnUcn  tircmuerlhf;  väliern. 

Die  BrUuhe  der  neuen  Keihe  (4)  zeigen  nicht  unbedin^ 
dasBclbe  Verhalten.  Zunächst  ist  die  Voransmetzong  erforderlich, 
doÄB  unter  den  itrilelicu,  die  als  Xentier  auftreten,  die  N^tdl  nicht 
rnrkomnien  darf,  weil  nach  §  12  die  Ntdl  als  Nenner  (Iberlinupt 
nicht  verwendbar  ist.  Bildet  man  ft.-rnor  Itlr  die  VorauHsetzung, 
daas   die  Null    nicht  als  Nenner  vorkomme,   die   Differenz,  des 

_pten  nnd  des  l/j-i-sjicn  Krucbes  der  Reibe  (4),  uHmlich 

(p>         tp+«> 
/«  Y Y  ^ 

* 
60  sind  die  Iledingnogen  zu  cnnitteln.  unter  denen  man  sicher 

sein  kann,  dass  dieselbe  ftlr  c-ine   bestininit   zu   wählende  Zahl 

p  und   eine   beliebig  grosse  Zahl  .?  beliebig  klein  bleibt.     Man 

bringt  diese  Differenz  leicht  in  die  Gei^talt 

(11)    (P  Vif 


^ 
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der  schon  anf^wcndfilen  Sehlnssweiso  der  Werth  des  Zälilers 
Dumertäch  nicht  grtlttscr  ist  als  der  Wcrtb 

Eiu  +  /*w, 
wekher  für  ein  hplicbig  kleines  tu  solhitt  beliebig  klein  wird. 
Wenn  man  also  sieliev  ist,  das»  der  Nenner  des  Bruclie»  (9) 
nicht  unttr  einen  bestimmten  von  der  Null  vcröobiedeacn  Werth 
herabsinken  kann,  daiiu  vrcias  man,  dasä  auch  der  Wertb  des 
ganzen  Brnehes  (Ö)  bi'Iiebig  klein  wird.  Der  Neuner  t^  i^**' 
hat  aber  die  bezeichnete  EijfCUijcbalV  daun  und  nur  dann,  wo- 
fern die  einzelnen  Brtlche  t^ ,  t^^  ,  ...  äilmmtlich  namerisob 
nicht  kleiner  werden,  als  ein  bestirouiter  von  der  Noll  rersohie- 
deuer  Zahlenwerth.  .'Im*  diesem  Grunde  nehmen  wir  an,  da99 
die  Brück*:  dn-  Reihe  {1)  des  vorigen  §  numeriscli  nicIU  unter 
einen  bestimmlt^ti  XalUemverih  N  herab/fchen,  und  acMicasen  somit 
den  Fail  aus,  dass  diese  Brüche,  f^ch  der  NuU  ah  Grenewerth 
nähern.  Unter  dieser  Einschrünhtui/  ist  die  AHSsage  berechtigt, 
dasH  die  Brüche  der  ncuctt  Reihe  HJ  sich  einem  bestimmten  Gretu- 
werthe  nältem. 

Man  kann  die  gefundenen  Kesaltate  auch  dahin  zusammen- 
fassen,  dass  witer  den  hexeichneieti  Vorausseisungcti  die  Swnme 

y^"^  +  s""  1-0»  deni  Bruche  y"^'^  +  e'"*"  der  Heike  {\),  dk  IMffe- 
fmfy**-E"'  von  dem  Bruche  y*^'*-«**"  der  Beihe  (2),  das 
Product  y*'/'*  von  dem  Sntthe  y*'*+«  4<»+"   der  Reihe  (3),  der 


Quotient  ^^^  von  dem  Brnelte   ^^;,  der  Reihe  (4)  um   beliebig 


wenig  verschieden  ist.  Man  sagt,  dass  ein  Werth  A  von  cinetH 
Werthe  B  leUebig  wenig  verschieden  ist,  sobald  die  Differote 
A — B  numerisch  beliebig  Ideitt  gemacht  tcerden  Icann. 

Da  sieb  t\lr  die  zur  Bildung  der  neuen  Reihen  (1),  (2),  (3) 
angewendeten  beiden  Reihen  keine  Einschrüiikuiigen  ergeben 
haben,  und  ebenso  wenig  fUr  die  xur  Btldtiiig  der  nenen  Heihe 
(41  angewendete  Reibe  y\  /',••»  »*>  k<innen  an  den  bezeichneten 
Ocrtern  auch  solche  Reiben  erscheinen,  deren  MrUehe  Rieb  dem 
Grenzwerthe  Null  oftbern,  und  mit  diesen  Annahmen  wollen  wir 
DDS  jetzt  betichülligcD. 

Wenn  die  Brüche  der  Reibe  «',  <",.•  »ich  der  Null  als 
6ren£werth  nähern,  so  haben  die  Brüche  der  neaen  Reibe  (l) 
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nnd  der  neuen  Reihe  (2)  die  Eigenschaft,  von  den  gleichstelligen 
oud  weit  genug  vorgerückten  lirliclien  der  Reibe  /,  /",..  am 
beliebig  wenig  7,n  differiren.  Hiotlir  besteht  der  Aasdrucli.  dass 
die  ruffcordneten  Grenztcertke  einander  gleich  aind.  Wenn  die 
Brüche  der  KL'ihe  y',  y"y...  sieh  der  XuU  aU  Greniwerth  nähern, 
80  differiren  die  Brllcliu  der  nenen  Reihe  (1)  beliebig  wenig  von 
den  gleichslelligen  und  weit  genug  vorgertickten  lirUebeii  der  Reihe 
«*,  *",..,  dagegen  die  Hrlidic  der  neuen  Reihe  (2)  beliebig  wenig 
von  den  gleichHte]ligen  and   weit  genag  vorgertickten  Brtleheu 

der  Reihe 

—  t ,  —  <  , ... 

Nun  ist  in  dem  vorigen  g  bewiesen  worden,  daas  bei  sol- 
chen Reiben,  deren  BrQuhe  niemftU  numeriücb  unter  einen  ge- 
wusen  voD  NdII  verschiedenen  ZahEenwerth  herabsinken,  von 
einer  bestimmten  Stelle  ab  alle  llrUcIie  entweder  positiv  oder 
ncyativ  bicibtn  müssen.  Wenn  also  die  nnlelie  t',  <",..  »ich 
nicht  der  Null  als  Orenzwertli  iiUhcrn,  und  daher  von  einer  bo- 
stioimten  Stelle  ab  entweder  positiv  oder  neffoiiv  sein  mUsseD, 
HO  gilt  von  den  HrUelicn 

~e;  —«",..., 
dass  8ie  von  der  entsprechenden  Stelle  ab  eJimmtHch  das  f^- 
geffenyeseftie  Vorzeichen  babcii  mliHsen.  Woferu  sich  also  dio 
Rrilelic  i'y  t",..  uju-b  der  in  dem  vorigen  g  enigefllbrten  Be- 
zcicbnuiig  cioetn  positiven  Grenzwerthe  näbern,  ao  gilt  der  Aus- 
druck, dass  sich  die  Brüche 

—  t'j  —  t-,... 

dem  entfiprtrhmdtftt  negativen  Grenstcerihe  nähern,  und  umtjf'hehrt. 
Sobald  die  Brllchc  der  Reihe  7',  ?■",.••  sich  der  Ntül  als 
Greozwerth  nähern,  so  sinken  sowohl  dio  Brttche  der  neuen 
Reibe  (3),  wie.  auch  die  Brllelie  der  neuen  Reibe  (1)  numcrJÄcU 
unter  jeden  gegebeneu  NVerth  herab.  Denn  von  den  beiden 
Factoren  des  Products  /'"''''  e''  *'  wird  der  erste  beliebig  klein, 
und  der  zweite  Übertrifft  niemals  einen  festen  Werth  E.    Was 

dagegen  den  Umch  ^^j^-.  anlangt,  so  wird  sein  Zähler  beliebig 

klein,  dagegen  kann  sein  Nenner  naeb  der  getroffenen  Voraus- 
setzung unter  einen  bo-^timniten,  von  der  Xull  verschiedenen 
Werth  nnmerist;h  nicht  iieruhgehen.   Ks  nähern  sich  also  gegen- 
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wärtig   sotcoM  die    Brücfie   der   ncueti    EeiJte  (3),   wt*  <mch  die 
Brüclte  der  neuen  Reihe  (4)   der  NuU  als  (ireniwerth. 

Kincn  gleichen  Krfolg  hat  bei  der  neuen  ItcJhc  (3}  die  An- 
nabme,  dass  die  BrUche  der  Reibe  «',  e",..  sieb  der  Ntili  als 
Grenzwertb  nilbt^rn.  Andrerseits  Ist  c»  aber  klar,  dass,  wmn 
weder  die  Uriichr  der  Heike  ;',  /", . .  noch  die  liriicbe  der  Reihe 
«',  t'\...  jemals  numerisch  uiUcr  eitie*i  hestimTMien  itm  der  Nuü 
verschiedenen  Zahlenicerih  litrahsiiihTi,  mich  die  Biiichc  der  neitcn 
Seihe  (3)  nicM  unter  eimn  bestimmtett  van  der  Nuü  verschiedenen 
Zahlentcerih  fierabsinken  künncn.  In  diesem  Falle  hat  sowohl  der 
Oremtverth  der  y\  ■/', . .  ein  ftesfinmUes  Voneirhcti,  wie  auch  der 
Gremwerfh  der  t'  «", ...  ein  bestimmtes  Vor^ncheti.  und  je  nach- 
dem diese  beiden  Voreeichen  übercinstimnint  oder  nicht  iif»€rcm- 
stimtnen,  hekomnU  der  Grmewerth  der  Brüclte  /e',  y"t",..  das 
positit?e  oder  dan  ncgcdive  Voreeichen.  Sobald  der  Gret\zwerth  der 
y\y'\...  und  der  Greneteerfh  der  i\  (",...  dassHba  Vorzeichen 
bedien,  so  hat  auch  der  Gremteerih  der  Brüche  /+«',  /'-*-e",  .- 
der  twuen  Beihe  (1)  dassellie  VorseicMn. 

Aii»HCrdc'tii  sind  noch  einigt!  allgemeine  neobnobtnngen  bcr- 
rorzubeben.  Die  neue  Rcifv:  (ll  bleibt  ungcümirrt,  sofudd  nrnn 
die  Beihe  Y',y",..  mit  der  Reihe  i', «", ..  vertauschet;  die  neue 
Reihe  (2)  entsteht  ans  den  Reifun  y%Y"...  und  — 1\  —  t",  .  . 
durch  dassirlhe  Vt-rfahren^  durch  das  die  neue  Reihe  (I)  aus  den 
Seihen  /.  y", . .  und  t',  i". . .  etitstandm  ist;  die  neue  Seihe  (3) 
bleibt  ebenfalls  ungeändert,  teofem  man  die  Reihe  y',  y", . .  m^if 
der  Beihe  t',i",..  ee.rtausclä.  Auch  erkennt  man  sogleich,  dass^ 
Kenn  aus  drei  Reiben  der  in  Rede  stehendnt  Art  durch  Addition 
oder  durch  MultipUcation  der  drei  glcicltstelligeit  Individuen  eine 
Heue  Reihe  gehildH  wird,  die  Vertuuschimg  d*-r  drri  urspriing- 
liehat  Rf-ibeti  itntrr  rinmuhr  wie  niteh  ihre,  /.usammetifassung  zu 
Gruppen  auf  dir  hervurgtju-nde  Rvih-  leiru-n  Ein/lusis  uusiitien  kann. 

Die  neue  Kcibc  (2)  enthalt  das  MiUel  zur  Vergleithnng 
des  Grcnzwerthes  der  y',y",..  und  des  Gronzweitbes  der  t'  i",.. 
Sobald  die  DiftVrenxen  /—i',  y"  —t", . .  «St-h  ilt-r  Null  als  Grenz- 
wertb nähern,  so  anterscbciden  sich  die  Brüche  /,  y", . .  von  den 
gleichsten  igen  und  weit  genug  vorgcröektcn  Brüchen  «',  t'\  . . 
om  beliebig  wenig,  mithin  wird  der  Grenxwerth  der  erstem  dem 
Grenawerthc  der  letetereti  glciclu   Wenn  dagegen  dieDifiercnzen 
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y*  — «*,  )^'  — e". . .  nicht  unter  einen  testen  von  der  Null  rer- 
BObiedencn  Zalileuwcrth  herabsinken,  so  mttissen  »\c  nach  <leo 
gegebenen  Erurtcrungeu  von  (.iuer  besitiniiitfn  Stelle  ab  Kämmt- 
lieh  entweder  positiv  oder  ttcgativ  bleiben.  Jm  trstcH  Falle  aH|^ 
man,  ilass  der  Grtmxvcerth  der  y',  y", . .  grösser  sei,  i»  dem  ncei- 
ten  Falle,  dass  der  Gretuwctih  der  y*.  ■/",..  kleiner  sei,  als  der 
Gretuteerth  der  * ',  t", .... 

Nach  diesen  Vorl)ereitui)j;en  bleibt  norb  Übrig,  dass  man 
für  den  Grenzwurth,  drm  «ich  die  einzelnen  Brllehe  jeder  be- 
Ixachieten  Ui-ilic  näht*rn,  ein  eigenen  Zeicium  einführt.  Kr  werde 
der  Grenzwertb  der  Brlleho  /,  y", . .  mit  6),  der  Grenawerth  der 
Brticbc  «',  t'\ . .  mit  Ö,  der  Grcnzwerth  der  lirtlche,  die  in  den 
neuen  Reihen  (1),  (2),  (3).  (4)  enthalten  ^ind,  heziehnn^ weise 
mit  ©,  X',  $,  C  bezeichnet.  Was  unter  einem  positiven  G^rcn£- 
werthe,  was  unter  einem  negativen  Orenstvertlte,  was  unter  dem 
ffreTunerlite  Xull  zu  verstehen  sei^  ist  vorhin  definirt  worden. 
Matt  überträgt  nun  die  litrhiungsoperatioHett  auf  die  Greiisicerthe 
edbet  wirf  bildet  die  folgenden  Gleichungen: 

(10)  ©=(S}  +  e 

(U)  !S)  =  ®  — (£ 

(12)  ^  =  @tt 


(13) 


D=l. 


Das  GleieblieUsseirliett  ist  hier  so  eu  (.vts/^Atm,  dass,  teetm 
man  für  jeden  Greneteerth  einen  hinnicliend  weil  vorgerückten 
Bruch  aus  der  beireffendeti  Jieihe  substiittiri,  die  Differenz  der 
redUs  und  Unts  vom  GleirJJteitseeirhen  befinälidimi.  Ausdrucke 
MUiterisch  belithig  klein  tcirrl.  Daüs  die  vorstehenden  vier  Glei- 
ebungen  in  diesem  äiunc  gUItig  sind,  geht  aus  den  aogestelltcu 
Eri^rternngeu  Uervor. 

In  den  drei  ersten  Gleieimngen,  welehe  sieb  auf  die  Addi- 
(ion^  die  St4htract%(m  and  die  Multijdieation  bezieben,  sind  @ 
nud  (£  keinen  Kittschrilakungen  unterworfen;  in  der  letzten  Glci- 
chang,  welehe  sich  auf  flie  Divisüm  bezieht,  daif  der  Nenner 
(£,  wie  sich  gezeigt  bat,  niciu  =■  0  sein.  Die  ieriicr  angestellten 
Betraehtungcu  drücken  sich  in  der  nunmehr  uingel'Uhrteu  Spreeb- 
weise   folgendcrmattäcn  aus.     Wofern    U  =  (J    ist,  wird   S^® 


» 


Reefmung  mit  Gr«Dicwertbcn. 


Wofern  ®  — 0  ist,  tvird  $  =  0  und  Q^a  Das  Product  @C 
verschwindit,  sobald  fintr  seiwr  hridnx  Fadoren  gleich  Null  ist; 
doBSelbf  kouH  tiirfU  vrrschtviHtlrn,  urun  jeder  der  beiden  Faetorcn 
von  Null  irrscfnedm  ist  und  htU  das  positive  Vorseirhen  oder  das 
itrgaiive  VorzeicJu-n,  je  nachdem  @  ttnd  S  gleiches  Voreeicken 
oder  entgegengeseteies  Vorzeichen  haben.  Die  Summe  @  +  (£  iJrt 
pasiiiv,  tcoftim  @  und  ®  bcAde  positiv  sittd,  und  iit  negativ,  wo- 
fem  @}  und  S  beide  negativ  sind.  Die  Summe  @  +  (£  bleibt  uw^| 
geändert,  teetm  die  Summanden'  &  und  l£  mit  einander  t^rtauscht 
werden.  Die  Thfferens  (SJ  — 6  ist  gleich  der  Summe  von  @  und 
—  ffi.  Das  Produet  0J(£  bleibt  chenfaUs  utigeandert,  teetm  num 
die  Fartoren  (ij  und  (Smit  einander  rertauscfU.  Auch  eine  Summe 
aus  drei  Summattde»  und  ein  Product  cwg  drei  Facioren  werden 
durch  Vertauschmtg  oder  Zusamniettfassuug  der  augehörigen  Be- 
standtheile  nicht  geändert.  fl 

Eine  wiederbolte  Anwendung'  der  SclilHsse,  Rurwelelien  die 
GleichuDgen  (10),  (ll(,  (12),  (13)  twrnlicn,  rrlaubt  die  Kolgtrung, 
dass  alle  Hegeln,  die  bisher  für  die  Rechnung  mit  positiven  oder 
negativen  Brücken  ulgeleHei  worden  sitid,  für  die  Rechnung  mit 
Gremteerlfien  gültig  bleiben.  Hicbci  ist  abL-r  der  Umstund  woUI 
zu  iK'rUckHicbtigen,  dasg  die  Rechnung  mit  positiven  oder  nega- 
tiven RrUelien  in  der  so  eben  eingi^flllirten  Rechnung  mit  Grenz- ■ 
werthen  ein^sehlossen  ist.  Es  steht  nilmiich  nic-hta  im  Wege, 
den  besonderen  Fall  ins  Auge  zu  ta»sco,  dass  die  »ämmllicLen 
Brüche  y,y",.-  einem  einzigen  Bruche  gleich  sind,  und  daas 
auch  die  »ämmllicbi^n  IlrUrhe  i',  e",..  einem  einzigen  Brache 
gleich  »ind.  Alsdann  fällt  der  Grcnzwertb  @  der  /,  y'', ..  mit 
dem  betreffenden  Hruuhe  /,  der  Grcnzwcrth  S  der  «',  f", . .  mit 
dem  betreffenden  Bruelie  e'  zusammen  und  es  handelt  sich  wie- 
der um  die  Rechnung  mit  Brüchen.  Ebensowohl  kann  man  vor- 
aussetzen, dass  von  den  beiden  Reiben  /,  /',  . .  und  t',  t",  . . 
die  eine  ans  lauter  gleichen  Brileheii  bestehe,  die  andere  aber 
von  allgemeiner  BesebatTenbeit  »ei.  Dann  fällt  bei  den  Brllchen 
der  auhgewilhltca  Reilio,  etwft  der  ersten,  der  Gren/wertb  (5)  mit 
dem  zugehörigen  Bruehc  /  zusammen,  und  die  GleidmngendO), 
(11),(12),  (13)  dienen  dazu,  einen  Grenzwcrth  @,  der  dem  BrncU« 
y' gleich  ist,  mit  einem  Grenzwerthe  S  von  allgemeiner  Beschaffen* 
heit  durch  die  vier  Grundoperationen  der  Rechnung  zu  verbii 


Rationale  und  irratJonnle  Grömen. 


NoD  ist  schon  in  der  früheren  AuRiIrucksweifte  darauf  aiif- 
nerksaiB  gt-iuHcbt  worden,  das»  Ix-i  der  Glek-haii^  (11)  der  Greaz- 
werth  S)  CDiwcdcT  positiv  odi^r  negativ  oiicr  (fkUh  yuU  avin  kann, 
ond  es  ist  bervorge hoben,  dass  je  naeh  diesen  drn  Fällen  ^ 
grösser  als  fS,  odrr  (^  kleiwT  ah  (£,  oder  &  gleich  S  genannt 
icird.  Wenn  man  also  die  RrUelie  •/,  ■/',  . .  einander  gleich 
lanintmt,  so  dms  der  Grcuzwerth  &  dem  Bruche  y'  gleich  wird, 
80  liefert  die  Gleichung  (11)  eine  Uandhabe,  um  die  Differmx* 

hen  einem  Grenswerihe  @  und  einem  Untcfte  &  dareustellen. 


$  17.  ElndeaUerkelt  der  poilUiren  Warsei  dei  uten  Orades  aus 
ttaiem  ^e^ebenen  positiven  Bruche.  Definition  der  rationalen 
Ittd  der  Irrationalen  Qröaien.  Zuiammenfaasuiig  der  r&tlo- 
nalan  und  der  Irrationalen  Oröasen  nnter  der  Benennong  der 
beatlnunten  Orttaien. 

Wir  kehren  jetzt  zu  den  Reihen  von  Brüchen  zurück,  deren 

Grenzwerth  in  g  14  eine  positive  nte  Wurzel  aus  dem  Bruche  -= 

genannt  worden  ist.    Sowohl  die  ßrtiuhc  der  dortigen  Reihe 

<t,  a',  or", . . 
wie  aach  die  lirllche  der  dortigen  Reihe 

nähern  sich  einem  bcstimmlcn  positiven  Grenzwerthe.  Dan 
diese  beiden  Gn'nzwerthe  als  einatidfr  (gleich  l)e/.eiehnet  worden 
rind,  Btimmt  mit  den  Deßnitinneii  des  vorigen  ^  vi^llig  Uberein, 
da  nach  §  14  die  positivo  DifTcronz  (f^  —  «"*  kleiner  gemacht 
werden  kann,  als  ein  beliebig  kleiner  gegebener  Werth.  Dies 
bei»9t  nämlich  nichts  anderes,  als  dass  die  darch  SubtraetioD 
der  betreffenden  gleichsten  igen  Urdehe  entstehenden  Brttche 

sich  der  Null  als  Grenstveitk  uilhem. 

Wenn  wir  den  UborcinKtiniinenden  positiven  Gren^werth 
der  Brüche  a,  a\  a", . .  und  der  lirUche  (i,  ß',  (f, . .  mit  81  be- 
zeiehnen,  so  erfnllt  derselbe  nach  der  Ausdrackswcisc  des  vori* 
geu  g  die  Gleichung 

„o       a 

^  =W 

Denn  Bobald  man  den  GrenzwcrtL  'A  durch   einen   hinroicbend 


« 


Rationale  and  irrationale  Grdsten. 


S  17. 


weit  TorgerUrkten  Rriich  «"*'  aas  der  Reihe  n,  a\  a'\  .  .  oder 
einon  sok-lien  Bruch  ,^'''  nus  der  Reibe  ß,  /f,  {f\ . .  ersetzt,  so 
wird  die  Differenz  der  linken  und  der  reehten  Seite  der  Glei- 


a 


chting,  nämlich  («'"T  -  ;^  oder  (tf'^*)' 


fi 
17 


uuineriseh  belie- 


bijp  klein,  d.i  die  erste  Differcii/  diis  negative  Vor/.eiohen,  die 
zweite  Differenz  das  positive  Vorzeichen  hat,  und  die  Differenz 
iß  "* )"—  (o  )°  fllr  ein  angemeitscn  gewählte«  p  einen  positiven 
beliebig  kleinen  Werth  annimitit.  Ka  folgt  nJLmlich  durch  die 
im  vorigen  §  bei  Gelegeuheit  der  Gleichnug  (7)  benutzte  Schluss- 
weise, duss,  weil  /''  —  c''  poi^itiv  ist  und  beliebig  klein  wird, 
SLüc]iß^y-a'''a'''^=(,i'^T-(a''"j\  dergleichen    (/"')*- 

(o***)*.  ..  ((^"^"-(o"*')"  positiv  ist  und  beliebig  klein  wer- 
de d  mmi. 

In  §  U  aind  die  Reiben  «,  a',  a", . .  und  ß,  ß',  ß'\  . .  unter 
der  Voraussetzung  abgeleitet  worden,   dass   der  positive  Uruch 

-=r ,  auf  seine  kleinste  Ucuennung  gebracht,  nicht  die  Bedingung 

befriedige,  sowohl  in  »einem  Zähler  wie  aneh  in  seinem  Nenner 
eine  nte  Potenz  einer  gauzcu  ZabI  zu  haben;  daraus  ergab  sich, 
dass  kein  positiver  Uruch  exiäiirt,  weleher  auf  die   nte   Potenz 

erbobeu  dem  Bruche  ^  gleich  werden  kann.    Sohtid  dbrr  sfaii 

der  unet füllbaren  Fordtvung^  e'mm  solche»  Bruch  £u  Ustimmeti^ 
die  Forderung  aufijisklH  wird,  eine  Reihe  von  Hrüchen  zu  suchefi, 
bei  weichen    dir   Diß'tTcns  nvij^cften   ihrer   ttten  Potttte  uml  dem 

nnmeriteh  kleiner  tfrmanht  icerdm  kann,    als   ein  he- 


Bruche 


U 


liebig  kleiner  gegebener  Werth,  so  sfhen  wir  diese  Forderung  durch 
die  Brüche  a,  n',  o", , .  uml  auch  durch  dir  Brüche  ß,  ^,  ß'\  . .  er- 
füüt,  deren  gemmtsamer  (rrf^uui-rth  91  gmuntit  worden  isi^  und 
für  diesen  Gren£v)erth  bmteld  die  ohigv  Glddtung 


r= 


ff" 


Mau  kann  jetzt  auch  dcu  Beweis  flihrcn,  dass  an  keinen 
von  dem  Greuzwertbe  ?l  rrrschtedimcn  positiven  Grenzwerth  ffi 
giebt,  welcher  dieser  Gleichung  genügt.   Wenn  es  einen  solchon 


I  n. 


Rationnlp  und  irratimiaUi  Uröuea. 
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. 


Grenzwerth  ®  gäbe,  8o  wUrdc  derselbe  mit  gleicliem  Rechte,  wie 
der  Grcüzwerth  S,  eine  posUive  nte    Wurxd  aus   dem    Jtruche 

—  ^naniit  werden.  Nach  den  DcfiuitioucD  dcB  vorigen  §  Ucmt 

der  Grcnzwcrtb  (£,  dem  »ich  die  BrUcbc  einer  Reibe 

•)  *  f  *  1  •  •  • 
Dähcm,  mit  dem  Grenzwerth  fi  gleich  oder  von  demselhen  ver- 
schieth-H.  je  nnehdcm  die  Brllche  der  Keihe 

£  —  er,  i'  —  a',  i"  —  c", . . 
«ich  dor  Null  als  Grenzwerth  nähern  oder  nicht.  Ist,  wie  wir 
äiiuehmcQ  wdllen,  daj«  letztere  der  l'all,  bo  sind  die»e  Britehe 
Ton  einer  bestimmten  Stelle  ab  entweder  »ämmtlich  positiv  oder 
sUmmtlieb  negativ,  und  nähern  sieh  dcmgemääs  entweder  einem 
poflittperi  oder  einem  ntyativeti  von  der  Null  verteil iedenen  Grenz- 
wertbe,  welcher  mit  J  bezeiebact  werden  mfige.  Dann  darf 
vcniit>gt^  der  Gleichung  (11)  des  vorigen  §  die  Gleichung 

ffi  =  «  +  ^ 
gebildet  werden.    Gesetzt,  der  positive  Grcnzwcrtb  fi  befriedige 

die  in  Rede  stehende  Gleicbimg  (£"=  -^,   so  lullsstc   zu   glei- 


n 


eher  Zeit 

sein.  Wir  erinnern  nnfl  nun,  wie  im  Anfange  des  §  13  bewie- 
aea  ist,  dass  gwei  ton  mnander  verschiedetie  positive  Brüche  — 

und   —  nicht  zugleich  den  Gleichungen 

genllgen  Urmnen.  Da  ul>cr  nach  den  Ausllllirungen  des  vorigen 
g  tllr  die  KeebnuDg  mit  Grenzwerthen  und  fUr  die  Rechnung 
mit  Urllcben  genau  dieselben  Uogi'ln  gelteUj  und  da  die  Begriffe 
grimcr  und  kleimr  llir  die  beiden  Gebiete  eine  genau  entsiirechende 
Bedeutung  haben,  so  lassen  nieh  die  an  jener  Stelle  angewen- 
deten Schlhssc  durebauH  Ithcrtra^ci)  nnd  unsere  Behauptung,  dass 
t£  =  91  sein  muss,  ist  bewiesen. 

Aof  diese  WeiHC  entsteht  der  Sat£,   dass   die  positive  nie 

Wmrjsd  am  einem  positiven  Bruche  ■„    eindeutig  bestimmt  isi. 


m 


BfttiObftlA  und  imtlonAle  QrOucn. 


Durch  die  gegenwärtig  eingetUhrten  Deßnitionen  gilt  derselb« 
ftlr  alle  mt)glicheD  Voraussctzungeu.    Entweder  der  Bmeb     ~ 

kann  der  «ton  Potenz  eines  positiven  Bmcbea  -  gleich  sein 
oder  nicht;  im  ersten  Falle  ist  die  positive  nte  Wursd  aus  -=■ 
gleich  der  pasiiiven  rationaien  Grösse  -—  «»«/  nur  gleich  dieser 
allein,  iui  zweiten  Falle  ist  die  positive  nte  Wursel  ans  dem 
Brache    =  gleich  der  vorhin   defiairtcn  positiven   irrafion<äen 

Grösse  !fl  und  nur  gleich  dieser  allein.  Die  rationalen  nnd  irra- 
tionalen GWiHtton  haUeu  dio  fblp^udo  .illgonieiue  Oefinitiou.  Eine 
rationale  Grosse  bedeutet  einen  Werth,  der  durch  eine  endliche 
Atixaid  von  Additionen,  Subtraktionen,  Älultifilicationen  und  Di' 
visuitien  aus  deti  gansen  Zahhm  dargcMdlt  werden  kann,  das 
heisst,  einen  positiven  oder  negativen  Brttch,  df^scn  Züidcr  und 
Jfmner  ganze  Zaldm  sind.  Eine  irrationale  Grösse  bedeutet  den 
Gremwf^rth  imi  rationalen  BrHchen,  die  eine  nnl/esihrätikt  fort- 
ettsrt^etule  Reihe  bilden,  und  die  eine  gciiHssr  Forderung,  uclcJu- 
äwrch  em«i  rationalen  Bntch  nicht  in  aller  Strenge  erfüllt  werden 
}:ann,  mit  beliebiger  Genauigkeit  erfüllen. 

Sowohl  die  rationalen  wie  die  irrationalen  Grössen  sind 
bestimmte  Grössen;  denn  eineGrtisse,  die  nut  einer  von  ihr  ver- 
schiedenen nicht  verwechselt  werden  kann,  ist  hestimmt.  Mit 
HUcksiclit  aur  dicken  Begriff  hat  der  gegenwärtige  Abschnitt  die 
Ueberscbrit'l:  Rechnung  mit  bestimmten  Grössen  erbalteu. 


%  IS.  Prodnot*  and  Quotienten  von  posltlTen  ?rten  Wnrzela 
aoa  poiltiven  rationalen  Brüchen. 

Vermittelst  des  Satzes,  dasa  es  aus  jedem  positiven  ratio* 

nalen  Bruche  -^  eine  und  nnr  eine  positive  nte  Wurzel   giebt, 

lässt  sich  die  Lehre  von   den  Würze Igrösscn  leicht  begründen. 
Es  soll  von  Jet'/.t  all  die  tiblic.he  Be'£eiL-hnuug  gebraucht  werdei 
nach  welcher  die  tler  Gleichung 

0) 


die  den  Glciubui^jcu 
(2) 

genügenden  positiven  GrOaseu  a^   und  a,  ebcnfAllR  voIlstHndig 
befitinimt,  und  man  hat 


«.=V'f'.  ^^-fi'- 


Ntin  liefert  die  MultipUcatidn    der   beiden  Glcicliungcn  (2)  die 
Gleicbuug 

welche  sieb  in  die  Gestalt  bringen  Iftsst 


(a.O  = 


n 


Diese   Gleichung   lehrt,   daes    dm   Product  Oi^,,    welches 

|K>8itiv  ist,  weil  seine  Faciorcn  a,  und  a,  positiv  sind,  eine  nte 

G 
Wurzel  »US  dem  Bnichc        ist.    Weil  es  nuu  nnr  eine  positive 

Ute  Wun^l  aus  diesem  Bruche  g-iebt,  nHmtich  ?t,  bo  mUBa  a,  a,  ^= 
%  sein,  oder 


(8) 


l7i'.  iTK ^i/ ± 


Da  da«  Produet  ^'  -  f '  dem  Qttotienten     '    gleich  ist,  so 


9b 


I>2 


Producte  und  Quotiaaten  von  Wurxelgrössen. 


%  le. 


(4) 


n 


V? 


r 


Die  Schltlsse.  cinrch  welche  die  beiden  Oleiohungen  (3) 
und  (4)  bcwicscu  sind,  babeu  ganz  dieselbe  Kral%  mJig:cn  die 
auftretenden  Wurzclgrösscn  rational  oder  irrational  sein;  denn 
naeli  den  Atitsfllhrtinj?en  de«  g  16  ^Iten  die  angewendeten  Rech- 
uuu^»o|>eratioQcn  iu  allen  Fällen.  Diebeiden  Gleichungen  drücken 
<lie  Hätze  aua,  dass  das  Product  der  positiven  nten  Wnrzclft  aus 
«tvi  positivm  rationalen  Brüchen  gUkh  der  positiven  nfcn  Wurecl 
aus  dem  J^nduct  der  beiden  BrücMe,  und  dass  der  Quotient  der 
positiven  nteti  Wiiretin  ans  eicei  positiven  ratiotialen  UriicJten 
gleich  der  positiven  nien  Wurrd  aus  dem  (^iofienteti  der  heiden 
Brüche  ist.  Der  erste  Satz  dehnt  siel  aninittelbar  auf  ein  1^- 
duet  an«,  das  aus  beliebig  vielen  Faetnren  bestL-ht.  Aus  dem 
zweiten  Satze  fol^t  zng'leJeb,  dass  die  positive  nte  Wurzel  aue 

-^  gleich  einem  Quotienten  ist,   desaeu  Zähler  die  positive  nte 

Wurzel  an»  der  ganzen  Zabl  (i,  und  dessen  Nenner  die  positive 
Mte  Wurzel  aus  der  gauxen  Zahl  H  bildet. 

I  10.  Bflolmtiiig  mit  Fotenxen,  deren  Bail*  ein  rationaler 
Bmoh  Ist  tind  deren  ExponeDten  poBltlve  oder  negative  ganze 
Zahlen  sind.  Eindeutige  Definition  der  Potenzen,  deren  Basis 
ein  positiver  rationaler  Bruoh  Ut  and  deren  Exponenten  po- 
sitive oder  negative  rationale  Brüche  sind.  Beohnong  mit 
solchen  Potenzen. 

Wenn  man  von  der  positiven  wtcn  Wurzel  ans  einem  posi- 
tiven rationalen  Ifruc;lic  C  vehicbicdenc  Potenzen  nimmt  und 
dieselben  durcli  Multiplieatinn  und  Division  vorknUpft,  so  7£igeu 
sieb  die  gleichen  ErAcbeinungcn,  wie  bei  den  ganzen  Potenzen 
eines  rationalen  Bruches  C.  Es  uWigcn  znoäcbät  die  letzteren 
Potenzen  betraebtet  werden.  Die  Potenzexpoiienten  n  und  b  be- 
zciehnen  die  An/abl  der  in  der  Potenz  vorhandenen  gleichen 
Factorcn  mid  sind  insofern  positive  ganee  Zahlen  mit  AusscMuss 
der  Null     Mitbin  kommt  die  Gleiebucg 


Redinttn^  mit  Potmxm. 


und,  je  nu'hdeu  a  grösser  als  ft,  a  gleich  Ä,  oder  a  kleiner  alt* 
h  ist,  die  eine  der  drei  UleichoDgen 

1 


■ 


c"  =  i,  er"- 


Utn  dio  lct%tcu  drei  Gleichungen  in  die  Form  einer  einzigen, 
nämlich  der  ersten,  zasAmmenziifa^eD,  werden  als  Potenzexpo- 
nenten dir  Xuü  und  die  netfolkm  gatuicn  Zahleti  eingcfUbrl, 
so  daes 

1 
?^ 

Kt.  Dann  bringt  die  Keihe  der  von  der  Null  beginnenden  po- 
sitiven und  negativen  Zahlen  als  Exponenten  die  lieihe  von  Po- 
tenzen hervor 

(I)  ..,cr\€r\c\c\c\.. 

welche  für  ein  positives  C  lantor  positive  Individueu,  flir  ein 
negatives  C  regelmässig  abwechselnd  positive  und  negative  In- 
dividaen  enthalt.  Liegt  der  numerische  Werth  von  C  über  der 
Einheit,  so  waeliscn  die  Brttebe  nunierlscli  mit  waehsendcm  Ex- 
ponenten Qher  jedes  Mass  und  nehmen  nnmeriseh  mit  abneh- 
mendem Exponenten  olme  Ende  ab.  Sobnld  der  numerisehe 
Wcrlh  von  C  unter  der  Einheit  liegt,  findet  das  Entgcgengesctate 
Slati. 

Von  dieser  Beobachtung  ist  Bchon  in  §  15  Gebranch  ge- 
niBcht  worden.  Da  es  an  jener  Stelle  nur  auf  ein  Beispiel  an- 
kam, so  wurde  vorausgesetzt,  das»  der  zu  potenzirende  Werth 
eine  die  Einheit  Übertreffende  ganze  Zahl  sei.  AUdann  Hegt  e« 
auf  der  Hand,  ilasa  ein  waehsender  Exponent  eine  Zahl  hervor- 
bringt, die  nnmeriseh  jede  gegebene  Grflsse  Hbersrhreitet.  Für 
einen  Werth  C,  welcher  (jbcrl)an]>t  nnmeriseh  grosser  ist,  alt!  die 
Einheit,  kann  die  betretTende  Hebauptuug  folge nderroassen  be- 
wiesen werden.  Es  sei  der  numerische  Werth  von  C  gleich 
l  **-  yi  wo  ;-  positiv  und  von  der  Nnll  verschieden  ist.  Mau  habe 
ansBcrdem  einen  zweiten  Werth  1  -f  d,  wo  d  ebenfalls  positiv 
nnd  von  der  Null  verschieden  ist.  Dann  besteht  f'llr  das  Prodnct 
der  in  Rede  stehenden  Wertho  dio  Gleichung 

(l  +y)(l  +di=l  +Y+d  +  Yd. 
Bier  ist  yi  positiv,  mithiu  die  rechte  Seile  grösser  als  1  +  ^  +  d. 


u 


Sccbauog  mit  Voientea. 


§  19- 


Setzt  man  y=i,  so  folgt,  das»  (1  +  y)'  grösser  ist,  als  1  +  2y;' 
wird  diejielbe  Betrftchtnng  auf  (1  +  y)'  =  (l  +  yY{\  +  y)  an- 
gewendet, nachdem  bemerkt  worden,  dass  der  erste  Factor 
(*  +  yJ'  grösser  ist  als  1  +  2y,  so  erweist  sich  (l  +  y)*  grösser 
als  1  +  3/,  und  fortschreitend  l'Qr  eine  beliebig  grosse  positive 

Zahl  p  die  Potenz  {\  -\-  y)^  grösser  als  1  +  py-  Da  nun  y  eio 
die  Null  tibertreffender  gegebeocr  Wcrth  ist,  so  wird  I  +  py 
für  ein  passend  gewähltes  p  grösser  als  jeder  noch  so  grosse 
Werth,  und  daher  Übertrifft  um  so  mehr  die  Potenz  (1  +  y)^  je- 
den noch  80  grossen  Wertb,  wie  behauptet  worden  war. 

Da  gegenwärtig  alle  positiven  und  negativen  ganzen  Zah- 
len  sammt  der  Null  als  Potenzexponenten  auftreten  dürfen,  so 
kann  man  auch  in  diesem  erweiterten  Umfange  zwei  Polenxea 
derselben  Basis  C  miteinander  mnltiplieiren,  und  eine  durch  die 
andere  dividireo,  wodurch  die  mit  den  obigen  Gleichungen  gleich- 
lautenden Gleichungen 


(2) 


entstehen. 

Sobald    festgesetzt  wird,   dass  auch  fllr  eine  positive  irra-^j 
tionale  Or<}8se  die  Erhebung  auf  den  Exponenten  Mull  die  Ein- 
heit heiTorbringen   und  die  Erhebung  auf  einen   ganzzahligen 
negativen  Exponenten  die  Bedeutung  haben  soll,  das«  die  gleich- 
namige positive  Potenz  in  die  Einheit  dividirt  werde,  so  entbHll      i 
diese  Deünition   nur  die  in  g  16  erörterten   allgemein   gfütigenfl 
Grundoperationen,  und  demgemüMS  kann  die  positive  tite  Wurzel  ~ 
ti  aua  CEueni  positiven  rationalen  Bruche  C  auf  die  säninitliehcii 
positiven  und  negativen  ganzzabligen  Exponenten  mit  Eiuschlnsa 
der  Null  erhoben  werden.    Auf  diese  Weise  entsteht  die  nachi 
beiden  Seiten  unbegrenzt  fort«  eh  reitende  Reihe  von  Potenzen 

(S)  ..  31"',  SI~\  %\    St',    %\  ... 

Alle  Individuen  derselben  sind  positiv;  sie  nehmen  mit  waoh-! 
sendem  Exponenten  über  jedes  Mass  zu  und  sinken  mit  abneh- 
mendem Exponenten  nnter  jede  noch  so  kleine  Grösse,  wenn  Ä 
die  Einheit  übertrifft,  und  vorhalten  siub  in  dem  entgegengesetzten 
Falle  umgekehrt.  Ob  aber  Ä  über  der  Einheit  lieyt.  der  Einheit 
gleich  ist,  oder  unter  der  EitUirii  liegt,  dinf  hängt  allein  dai^n 
<d>,   ob  der  Werth  C  iU>er  der  Einheit  liegt,   der  Einheit  gleich 


«la. 


R«ohnuti|f  mit  Pot«iuten. 


u 


ist,  oder  unier  der  Einheit  liegt.    Denn  wegen  der  Gtcicbong 

Ä"  =^  C  ist  ein  unter  der  Kinheit  Iieg<Midc9  Ä  nur  mit  einum 
enter  der  Einheit  liegenden  C,  ein  tiber  der  Einheit  liegendes 
8  nur  mit  einem  über  der  Einheit  liegenden  C,  und  ?t^  1  nur 
mit  C'^  l  rcreinbar. 

Für  die  Potenzen  der  Grßssc  ?t  ergeben  sich  die  den  Glei- 
chungen (2)  entitp rechenden  Gleifhangen 


(♦) 


«".«'*  =  81 


»+b 


« 


h-b 


wii  a  und  h  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahlcu  be- 
deuten. Die  ['oifDÄcn  der  Grilsse  ?l  gL^tatten  uuu  noch  eine 
Andere  Aoffassong.  Ans  der  Gleiehnng  fl^  =l  C  folgt,  indem 
beide  Seiten  auf  die  ote  Potenz  erhoben  werden,  die  Gleichung 

Dnd  diese  lä^t  erkennen.  da»s  21' ,  auf  die  nte  Potenz  erhoben, 
gleich  r'  wird.  Weil  nher  ?I*  frinc  positive  GrRseo  ist  und 
•weil  es  nur  eine  posiiivc  Hte  Wurzel  aus  (T  giebt,  so  stellt  ?t" 
die  positive  nie  Wurtel  aus  (f  dor^  nnfl  man  hat  in  den  elnge- 
fbhrton  Be7^icbnungen  die  Gleichung 

(6)  (l>c)'  =  ^C. 

Auf  Grund  dieser  Gleichung  winl  die  positive  nie  Wureel 

C  durch  das  Zeie/im  c"  und  {Vc)  ^VC*  durch  das  JSei- 

m 

Ithen  C  ausgedrückt.  Die  EinfHhrang  der  negativen  und  der 
gebrochenen  Potenzexponenten  rtlhrt  von  Newton  her,  wie  ans 
einem  Briefe  Xewtotis  nn  Oldcfihurg  vom  13ten  Juni  1076  zu 
Bcblicssen  ist.  Durch  dieselbe  verwandelt  sich  die  Reihe  (3)  in 
diÄ  Reihe  der  ffebrochene«  Poimsen 


(6) 


C    ,  C 


and  die  Gleicbnngcn  (4)  gehen  in  die  Gleiehnngen 


(7) 


C\C 


=  c 


mro^  n 


0 


=  c 


m. 


TtRobniinjr  mit  Potensea. 


S  19. 


ttb«r,  tn  denen  —  und  —   irgend   welche  posiHve  oder  negative 
n  n 

Brüche  mit  dem  Netmer  n  sind.    Die  wiederholte  Anwendung 

von  (7)  liefert  fllr  die  Krhehiing  der  Grfisse  C  auf  eioo  (Mwi- 
tive  oder  Deg;ative  ganze  Potenz  die  Bcutiuimung 

{7*)  (c)  =C^. 

Die  Reibe  (6)  eotliält  offenbar  die  Reihe  (l)  in  sich,    und 

zwar  so',  dass  xwiselien  je  zwei  aufeinanderfolgeiaden  Individuen 

von  (I)  immer  n—  1    anfeinandcriolgcndc   Individuen  von  (G) 

r^^lmäsfiig    eingeschaltet    sind.     Wenn    man    ferner   mit   vn^ 

irgend  ein  ganzes  Vielfache   der  ZaXil  n  bezeichnet,   und   die 

1 

Reibe  der  Potenzen  der  positiven  Wurzel  C    '  bildet,   nämlich 

(8)  ..C~^^,C~^•,0°,C^^.C"',.. 

80  umfasst  diese  Reibe  die  ganze  Reihe  (6).  Denn  so  oft  in  der 
Reihe  (S)  der  ZHli]er  eines  gebroehenen  ExpnncTiten  gleich  einem 
Vielfocben   dei*  Zahl  n,  etwa  gleich' an,  wird,   so  hat  die  be- 


trefftmde  Potenz  C  "'  in  Folge  der  obigen  Gleicbnng  (?•)  die 
Eigenschaft,   auf  die  nte  Potenz  erhoben,  gleich  C*  zu  werden. 

!^ 
Die  positive  Grösse  C     '■  mn»3  daher  mit  der  mtäeutig  bostimm- 

ton  potiitivcn  GrSäse  C  zusAniTnenfallen.  Mithin  bringen  die 
stUnimtlielien  tn  den  Zählern  der  Exponenten  der  Reihe  (8)  er- 
seheinenden positiven  und  negativen  Vielfachen  der  Zahl  »,  die 
Bämnitlichen  Individuen  der  Reilie  (fi)  hervor.  Auf  dieselbe 
Weise  sind  in  der  Reibe  (S)  die  Kümnitliehen  Individuen  derje- 
nigen Reihe  oingcöcblossen,    welche  durch    das  Potenairen   der 

positiven  Wurzel   C°'  entsteht,  nämlich  der  Reihe 

(9)  ...C"\C"^,C",   C\C^,... 

denn  es  gilt  fllr  jede  positive  oder  negative  ganze  Zahl  &,  die 

Gleichnng 


\9. 


R«obnunff  mit  Potenscu. 


VT 


b.  n 


Jetzt  kann 


das 


PrrKtuct  und  der  Quotionl  von  einem 
beliebigen  Individuum  C     der  Keitkc  (6)  und  einem  beliebigen 

Indiridunm  C  '  der  Reihe  (9)  dadurch  gebildet  werden,  datts 
mau  beide  Individuen  in  der  Reibe  (8)  aufsucht,  und  »Isdann 
anf  dieselben  die  Regeln  (7)  anw(^ndet.    Da  in  der  Reibe  (8)  der 

Exponent  —  dorch  den  ihm  gleicben  Brnt-h  — '    und  der  Kx- 

ponent  — *-  durcb  den  ihm  gleiehen  Brach  '  vertreten  wird, 
ao  erhält  man  bei  dem  betrefTendcn  Prodnot  im  Exponenten  die 
Snmme  — ~ — '—  =  —  +  r' »  ^^^  ^ß*  ^^^  betreffenden  Quotien- 


nn. 


ten  im  Exponeutcn  die  Differenz 


»n. 


Daraus 


ergiebt  sich  für  die  Multiplicniion  tmd  dip  Division  der  gcfrro- 
chctien  Potenzen  von  dcrseihen  JÜasis  C  die  allgemeine  Hegel 


(10) 


C 


P 


C"'' 


Am  Sehlttsse  des  vorigen  §  ist  die  positive  nie  Warzcl  ans 


n 


dem  rationalen  Bruche  -jr  als  der  Quotient  der   positiven  »tcn 

Wurzeln  aui*  den  i>ositiven  ganzen  Zublcn  (i  und  //  dargestellt 
worden.  FUr  die  positive  Wnrzcl  aus  einer  ganxeu  Zahl  G  er- 
giebt sich  verraügc  des  vorigen  g  eine  charactcristischc  Zerle- 
gung in  Factoren,  sobald  die  Zahl  G  in  das  Vroduct  ihrer  Prim- 
faetorim  aufgelöst  wird.  Nach  g  7  ist  (Ul-s  nur  auf  eine  einzige 
Wcif*c  miiglich,  und  es  sei  G  das  Product  der  Potenzen  der  von 
einander  rersciüedenen  Primzahlen  G,,  (/',,  ..  G 
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vaxtg  Tnit  ratioualm  oail  irratiaimlon  Grössen. 


G"-G  "  6?. 


G 


auBgedrückt.    Uier  sind  die  Eiponeoten  — *- ,  — * ,  .  .   auf  ihre 

n        n 

kleinste  Renonnmig  zu  bringen.  Wo  einer  der  Exponenten  gleich 
einer  ganzen  Zahl  it<t,  da  erscheint  in  dem  vorliegenden  Aus- 
drnck  eine  ganze  Potenz  der  betreffenden  Primzahl  al»  Faetor, 
in  jedem  »mderen  F'alle  bezeichnet  der  nuf  »eine  klcinjätc  Benen- 
noDg  gebrachte  Gxpont-nt  durch  seinen  Nenner,  welche  Wurzel 
ans  der  zn geordneten  Primzalil  zn  ziehen  sei,  und  dureh  seinen 
Zähler,  auf  welche  l'otenz  diese  Wurzel  er'hoben  werden  müsse. 

§  20.  Addition,  Sn'btr&otlonf  Mnltlpltoatlon  und  IMvision  von 
beliebiges  rationalen  oder  Irrationalen  GrÜiien.  Entapie- 
obende  Ansdehnnngr  des  Oebletai  der  AnaJysl«.  Beobnong^  mit 
Potenzen,  deren  Basli  eine  beliebige  rationale  oder  Irratlonat« 
Oröaae  ist  and  deren  ZIxponenten  poiltlve  oder  &eg;atlve 
rationale  BrUohe  sind. 

Durch  die  ErHrtcrungen  der  §  15  und  Iß  sind  die  vier 
Grunde pcrationcn  der  Kechnung  auf  Greniwnihc  nach  nvamier 
folgcntltr  Britchc,  niitliin  wegen  der  in  {j  17  gegebenen  Definition 
auf  beliebige  ratiotmlr  oder  irraiionale  Grössen  ausgedehnt  worden. 
Am  SebliisMc  des  g  16  wurde  ein  besonderer  Nftehdruck  darauf  ge- 
legt, dass  die  Differenz  von  zwei  solchen  bcstimmicti  (irösgan  @ —  Ü 
entweder  positiv,  oder  negativ,  oder  gleich  Null  ist,  und  dass  dem 
entsprechend  (*)  ffrösuer  als  (£,  (^  Hriuer  alti  @,  (^  gleich  @  ge- 
nannt wird.  Fitr  die  beiden  er<jlen  Fälle  sollen  im  Fclgcndeo 
rcKpeetive  die  Zmcficti  der  Ungleichheit  gebraucht  werden 

wobei  der  Fall  der  Gleichheil  als  ansgeschlosses  gilt.  Dass  der 
Fall  der  Gleichheit  eingeschlossen  sei.  mOgen  die  Zeichen 

@>(£,  0<S 
andeuten.  VermJige  der  Rechnung  mit  rationalen  und  irratio- 
nalen Grßssen  ist  ch  aach  gestattet,  wenn  eine  ücihc  von  Brü- 
chen y\  y'\  ...  rff>  in  §15  at^r/estellie»  Bedingungen  erfüllt,  und 
folglich  rfif'ÄS  Brüche  sich  ufiedrr  einem  Qrenjswerthe  (ÄJ  nahfm,  für 
die  härmende  Grüsse  @  die  Reihe  von  Differenzen  ru  bilden 

&~r,&-^r 


SoahaaDg  mit  rationsleo  und  irratiomlen 


-m^ 


jede  Differcra  als  positiv  oder  negativ  lu  bezeichnen  uttd  Mtt  sagen, 
AmM  die  mmieriseketi  Werthe  derselbm  nach  und  nach  beiiebig  klein 
werden  oder  sich  der  Xull  ah  Grenec  nähern.  Niumit  mao  aU 
Beispiel  die  beiden  Rcilicn  von  Brüchen,  welche  in  §  14  zu  der 
Darstellung^  dur  positiven  Quadratwurzel  aas  der  Zahl  7  aufge- 
stellt siod,  so  liefert  die  erate  Eeilie  die  Reihe  von  Differenzen 

1/7-2    Vl~^^      1/7-?^     l/7_2^ 
Vi      i,  VI      ^^,    VI      jpg,   VI      looo'- 

nnd  die  zweite  Reihe  die  Reihe  von  Differenzen 

y  I     ^f  V  '     10'  *^ '     100*  ^  '     1000'  •• 

Die  erste  Reihe  von  DifTcrcnzen  enthüll  lauter  positive,  die  zweite 
Unter  ne^^ative  GrHssen,  die  sich  der  Null  als  Grenze  nähern. 

Nachdem  im  Vorhergehenden  das  YAel  erreicht  ist,  mit  be- 
liebigen bestimmten  (JrHssen  die  vier  Gruiidoperntioncn  der  Rech- 
nung aasKafUhren.  so  erstreckt  sich  nunmehr  dau  Feld  der  ma- 
thematischeu  Specnlation  oder  da»  Feld  der  Analysi^  auf  alle 
Aufgaben,  die  filr  beliebige  heHtiniinte  Gi-flsgen  unter  der  Vorans- 
setzung  der  Auütllhrung  jeuer  0]>eratioiien  gestellt  werden  können. 
Wenn  also,  um  ein  Beispiel  hcworauheben.  eine  bestimmte  po- 
nÜw  Grösse  C  gegeben  ist,  welche  rational  oder  irrntional  sein 
mag,  80  kann  in  beiden  Fallen  nuch  i^jner  positiven  Grftsse  H  ge- 
fragt werden,  welche  auf  die  «tc  Poleux  erhoben  gleich  C  wird. 

Wir  belraehlen  jetzt  den  Fall.  Aa^s  C  eine  irrationale 
GrOftse  sei.  Dass  die  Frage  aiRdann  nicht  zwei  verschiedene 
Antworten  znlHsst,  ergiebt  sich  durch  Wiederholung  de&  Beweis- 
verfahrens, das  in  §  13  und  dann  in  §  17  zur  Anwendung  gekoiu- 
men  ist  Eine  Reihe  von  rationalen  HrHchen,  welche  die  in  Hede 
stehende  Forderung  mit  hcliehiger  GcHamißfit  frfüUpn,  und  die 
sieh  einem  htstimmtai  Gretisu-erthc  uälicrn,  kann  aber  nach  der 
in  §  14  entwickelten  Methode  gfloudun  werden.  Dean  wenn  die 
Mieo  Potenzen  der  Brüche  von  dem  Nenner  a  mit  der  Grösse  C 
rerglivbeu  werden,    so   giebt  es  gerade  wie  in  §  14  stet«  zwei 

beetimnito  auf  einander  folgende  Brilehe  —  und von  der 

a  a 

Beschaffenheit,  dag«  (— V<  C  und  C<(^-^\'  ist 

Diese  Bemerkung  gcntlgt  vollkommen,   um  die  gesuchten 


Iinnnsr  mit  TÄWoneiten  und  tTT«Mon»l8n  GrBwfn. 


IS  30. 


Reiben  vou  rationalen  nrUchen  m  bilden.  Der  Grenzwerth  dieser 
Brttcbc  ist  demnach  die  eindeutig  heMimmte  positive  nie  Wursel 

a«s   der  ^lostV/rMJ  (ttÖssc  C,   dtesdhe  lutt   die  Beseichnung  l/C 

oder  auch  die  Beteichmmg  C  ,  hieraus  ergiebt  sicli  Air  jede  p<v 
eitive  oder  negatire  ganze  Zahl  a  eine  eindeutige  DcAnition  der 

Potenz  C  ,  and  es  gelten  die  Sätze,  welche  in  den  g  18  and 
rj  llfr  die  Poten7.CD  von  positiven  rntionalcn  BrUcbcn  bewiesen 
sind,  aueh  für  die  Potenzen  von  beliebigen  positiven  Qrössen 
mit  positiven  oder  negativen  gebrochenen  Exponenten. 

Zu  der  Auwendung  der  entwickelten  Begriffe  bietet  die  im 
vorigen  i^  mit  lä)  bezeichnete  Reihe  von  Grössen  eine  Gelegen- 

heit.  Die  positive  Grösse  C  '  hat  vermüge  der  Gleichung  f7*) 
desselben  §  die  Eigensebaft^   daaa  ihre  n,te  Potenz  gleich  dei 


Weil  es  nun  nach  dem  tto  eben  Bemerkten  eine 

1 


Gr»Bac  C     iBt. 

und  nur  ciue  poeitive  ii^te  Wurzel  aan  der  positiven  GrKstte  ^^B 

giebt,  fto  ist  C    '  diese  w,te  Wurzel,   und    ujun  darl   die  Glei- 
chung aufstellen 

(1) 


(c"H  = 


Ana  denselben  Gründen  ist  die  Grösse  Ü    '  gleich  der  cinden-"' 
tig  besUmmten  positiven  M^teu  Wnnel  aus  der  ponitiven  Grösse 

C    .  und  erhebt  man  beide  Seiter    der  Gleichung,    welche  diea 
ausdröekt,  auf  die  /'.te  Potenz,  wo/",  eine  beliebige  positive  odi 
negative  ganze  Zahl  bedeutet,  so  entsteht  die  GIciehnng 


(2) 


(c")"''  =  r/V 


Dieselbe  nuifasst  in  Verbindieng  mit  den  Gleichungen  (10)  dt 
vorigen  §  die  Uauptregcln  t1ir  die  Rechnung  uiit  den  Wurzel- 
grOssen  derselben  Basis,  und  zwar  darf  die  Basis  gleich  jeder 
bestimmten  positiven  Grösse  sein. 


I  31.   Batlonale  g-anxe  und  rationale  gebrochene  AnBArftoke. 


ausgewählt 


Es  mijge  eine  besclirüiiklc  Zahl  von  Grüst^en 
sein  ond  mit  diesen  Bc^tandtheilen  eine  beliebige  nlter  der  Zahl 
Dich  b«i!chrUnkte  Reibcofolgc  von  Opcraticrucn  des  AddircDS, 
SubtrahirL'H»,  Muhiplicircns  and  Dividircns  vorgenommen  wer- 
den, dann  bildet  die  (rnlPisuchang  der  auf  diese  Weise  entste- 
henden Kesul(.ite  dt'ii  G^'genstuud  der  Dteciplin,  welche  gegeu- 
wSrtig  Algebra  genannt  wird.  Bei  der  Anwendung  der  in  Rede 
Btehendon  vier  Grundoperationen  ist  zn  crwügen,  dass  .naeh  den 
in  dem  vorigen  Absehnitte  entwickelten  Priucipien  der  Gebraneh 
der  Addilioiij  Stiblractioii  und  MulllpHeatiuu  keinen  Kinsebrän- 
kongcn  nntenvorfcn  ist,  der  Gebrauch  der  Division  dagegen  veiv 
klangt,  daBR  der  jedeftmaiige  Divisor  nicht  gleich  Null  sei.  Dem- 
gemäsR  macht  sieb  ein  bedeutender  Unterschied  zwischen  dem 
Falle  geltend,  wo  bei  der  Hervorbringung  eines  Kesultatcs  nur 
die  drei  ersten  Gmodopcrationcu  zur  Anwendung  knnmien,  und 
dem  Falle,  wo  diese  drei  niil:  Hinzuziehung  der  vierten  gebraacht 
werden. 

Wofern  die  ausgewählten  Bestundtheilc  oder  Elemente, 
weiche  wir  durch  die  Buchstaben  «,  Ä,  c,  ..  f  bezeichnen  wollen, 
nnr  durch  die  drei  ersten  Orutidoptraiionen  mit  einander  ver- 
banden werden,  so  kann  da«  Resultat  nur  ein  Aggregat  von  Pro* 
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Rationale  gtnta  und  f^brocbene  Aasdrück«. 


§  21.| 


dncten  «ein,  welche  die  Grössen  o,  6,  c,  . .  /*  in  beliebiger  Wie- 
derholung and  aosserdiL^m  positive  oder  negative  gauw  Zahlen 
als  FactorcD  enthalten.    In  eiiictn  jcdc-n  Kolehen  Produet  iassca' 
sich   die  einer  Orßsse  a  gleichen  Factoren  zu  einer  positiTcn 
ganzen  Potenr.  a"  vereinigen,  dasselbe  gilt  fllr  die  übrigen  Grössen 
h,  c,  . .  f,  äo  dasä  darch  die  Vereinigung  ein  l'roduut  von  posi- 
tiven ganzen  Potenzen  der  Elemente  a,  6,  c,  . .  /"entgteht.    Wird 
die    als   Faetor  des  Produet«   auftretende   positive   oder  nega- 
tive ganze   Zahl  A'  genannt,    »sn    hat    das  Produet   die   Gestalt 
Ka'^h^  ..f^.     Die  Zahl  N  hcisst  hier  äcr  Coeffkient  des  Pro- 
ducts a*'h^..f^.    Für   den  Fall,    das«   in  einem    bcstiunuten ' 
Produet  ein  gewisses  Element  fehlt,  kann  dem  hczUglicbcn  Ex- 
ponenten der  Werth  Null  beigelegt  werden;    wo    alle  Elemente 
fehlen  und  eine  reine  Zahl  N  auftritt,  sind  alle  Exponenten  durcb.i 
die  Null  zu  ersetzen. 

Ein  zweites  l'roduet  kann  mit  dem  ersten  zn  einem  ein- 
xigeii  versehniolzen  werden,  wofern  die  Potenzexponenten  der 
Elemente  «,  h,  . .  ■  f  einzeln  geuomnien  mit  einander  überein- 
stimmen, indem  man  die  zugcbitrigen  Zablenfactoren  oder  Coef-j 
firienten  zu  einander  addirt.  Das  aus  den  Elementen  a,  ft.  c,  . .  f 
durch  Addiren,  Subtrahircn,  und  Multipiiciren  abgeleitete  Re- 
sultat beisst  Fl«  aigchraischcr  rufionalcr  ffamer  Ausdruck,  und 
läsBt  sich  UEieli  dem  ho  eben  Gesagten  als  ein  Aggregat  cinei 
endlieben  Zahl  von  Gliedern 

(l>  Na"b^  ..f^  +  2i"a"'b^'  ../•^  +  ... 

darstellen,  bei  welchem  die  (>)efficienteu  N,  N\  . .  positive  oder] 
negative  ganze  Zahlen,  die  Exponenten  »,/?,..  t;  a',  f?',  . .  ^;  ., 
positive  ganze  Zalilcn    mit  Einsehluss   der  Nnll  bedeuten,    nndj 
wo  in  zwei  vei-schledeneu  Gliedern  niebt  zugleich  die  Gleichun-^l 
gen  a  =  a',  ß  =  ft'  . .  l  =  T  ermilt  sind. 

Wie  man  sogleich  erkennt,  haben  die  Ausdrücke  (1)  die 
Eigensehart,  dass,  wenn  eine  beliebige  alier  beschränkte  Zahl 
von  solchen  aui'geatcllt  und  aus  diesen  durch  eine  beliebige  aber 
der  Zahl  nach  besehrJinkte  Reihenfolge  von  Additionen,  Subtra- 
etionen  und  Mnlliplieationeu  ein  neuer  Ausdruck  abgcleilcl  wird,] 
derselbe  ein  Ausdruck  von  derselben  Art  werden  niuss.  Diese 
Eigenschatt  der  reUioiMlm   garuen  Ausdrücke  entspricht  genau 


Rationftle  g«iue  ond  ffebroehene  Ausdrüoke. 


es 


I 


der  gog«ii  den  Scblufts  de*  ?;  10  hervorfi^ehobenen  Kiponschaft  der 
positiven  und  nrfjativm  ganzen  ZuitUm. 

Wenn  die  Elemente  a,  h,  c,  . .  .  f  darcli  aUe  vier  Grund- 
cperationen  Terbniiden  werden,  so  entsteht  ein  ratif>nal€r  ffcbro- 
dkener  Attsdnick.  Kk  lonchlot  oin,  dass  die  erste  Anwendung 
einer  Division  einen  Quotienten  lierrorbringt,  dcs^n  Zähler  und 
deeeen  Nenner  al^brftiscbc  ganze  rationale  Ausdrucke  von  der 
in  (1)  dargeatellten  Beecliaifenheit  sind.  Weil  ncn  die  Addition, 
Hnbtraction,  Multiplication  and  Division  von  Brllchen  immer  anf 
die  Itildang  eines  einzigen  Brache»  xnröckgeflihrt  werden  kann, 
so  ist  ein  alffebraisdier  rationaler  gebrochener  AMsdruck,  der  durch 
eine  beliebige  aber  in  endlicher  Zahl  mit  den  Elemeuten  a.  b, 
..  ^vorgenommene  Anwendung  der  vier  Grundoiterationen  er- 
zeugt worden  ist,  immer  gleich  eittetn  Bntrhe,  dessen  Zähler  und 
yentifr  rationale  gante  Ausdrücke  von  der  in  (l)  dartfesteWen 
lieschajfenheit  sind. 

K»  wird  Kweekmässig  sein,  an  dieser  Stelle  über  die  De- 
finition der  Algebra,  welebc  im  Kiogange  des  gegenwärtigen  g 
gegeben  ist,  eine  Bemerkung  zu  machen.  Untor  den  verschie- 
denen mathematischen  Disciplinen  giebt  es  eolehe,  deren  Ab- 
grenzung von  vorne  herein  fest  gestanden,  und  solche,  deren  Ab- 
grenzung sich  erst  alimätig  durch  die  EDtwiekeluug  der  gcsammten 
matbemalischen  Wifksenschatt  bestimmt  bat.  Zu  den  letzteren 
gehiirt  die  Algebra.  Unter  diesem  Namen  verstand  man  ursprtlng- 
licb  die  Kunijt,  Crleiehtiugen  des  ersten  Grades  aufzulösen.  Als 
an»  der  Hesc-häftigung  mit  den  (lleichungen  die  AusiUbrung  der 
Rechnung  in  allgemeinen  Zeiohen  hervorging,  wurde  der  Namen 
der  Algebra  auf  die  Ucchnuug  in  allgemeinen  Zeichen  Übertragen. 
Diesem  Spruebgebrauebe  folgt  Sewton  in  den  Eingangsworten 
seiner  ariihmdica  univt-rsalix.  ,I)ie  Rechnung  geschieht  in  Zahlen, 
wie  in  der  gewtthniiclien  Arithmetik,  oder  in  Zeichen,  wie  bei 
den  Analysten.  Jede  der  beiden  Hccbuungsarlen  grtlndet  sieh 
auf  dicsclbeu  Fundamente  und  strebt  nach  demäcibcu  Ziel,  die 
Arithmetik  auf  Itcstimmte  und  Lesnndere  Weise,  die  Algebra 
dagegen  auf  unbestimmte  und  allgemeine  Weise." 

Die  vorhin  angegcl>cnc  und  heutzutage  geltende  Begriffs- 
bestimmung der  Algebra  wird  dagegen  von  Euler  in  seiner  intro- 
dudiü  in  mtai^n   infinÜorwH   festgehalten.    Seine  Ausdiueks- 
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weise  unterscheidet  eich  auch  darin  von  dcrjenigeD  Newton»,  daae 
Euler,  wie  jetzt  Ublieii  isi,  mit  dem  Namen  der  Äiithmet^  die 
Lehre  von  deti  gansm  Zahlen  bezeicbneL  Bei  der  obigen  De6-i 
nition  <ler  Algebra  ist  der  Hauptnacbdruck  darauf  zu  legen,  dass 
die  Atisahf  der  Anwendungen  der  vier  Gmnihfperationen  eine 
bt^chrimfcfc  sein  soll.  Daruu»  erwät-bst  allerdings  ftlr  die  vor-  i 
liegende  Dar»telluag  eine  gewi^Be  SuUwierigkeit;  denn  ert>t  aafl 
einer  woit  npfiteren  .Stelle  kann  gezeigt  werden,  wie  sich  durch  ■- 
eine  iu  iinhei^cbninkter  Anzahl  wiederholte  Anwendung  voa 
Üperatiout^ii  ein  bestimmtes  Kcsultat  gewinnen  lässt. 

9  2a.    Conatuit«  und  v&xl&ble  Eluatiit*. 

In  Bc'/ng  auf  die  Elemente,   aus  denen   die  im  vorigen  § 
detiuirten  algcbraigrhffn  Awdrücke  zusaniuicugcsclzt  werden,  iä«st.| 
sich  die  Vertilgung  treffen,  da«»  einige  Kleniente  die  ciiunai  ge- 
wählten Wertbe  unveränderlieli  belialtPn,  andere  Kiemente  nach^ 
Uüd  nneb  beliebige  anileie  Werthc  bekommen.    Die  ersterßn  EIc'| 
Eicutc  werden  unacrändtr liehe  Grössen  oder  Conslanten,  die  letz- 
teren Elemeuto    vprüjideriiche  Grös.fen  oder   Variabein  genannt 
i)ie  ersteren  niiigen   durch  die  Hucbstaben  a,  b,  c,  ...  die  letz- 
teren durch  die  Buchstaben  x,  y,  «,  ■  .  bezeichnet  werden.    Ein 
ans  beiden  Gattungen    von    Elementen    nach    einer  bestimmten 
Vorschrift  gebildeter  algebraischer  Ausdruck   zeigt    die  Eigen- 
Bcbaft,  sehieii   Wrrth  sit  äntlcnt,  svhtdd  dcti  Va$iabcltt  x,  y,  *, 
andere  und   andere  Werl/ic   bctgckgi    icerden.     Insofern  ist  der 
Werth  dfs  Awärudr^  von  den   Wcrtftm  der  Variabdu  ahhänglg^ 
und  der  Auedruck  bcisst  rin«  algebraische  Function  der   Vuria- 
idem  X,  y,  e,   ..     Er   wird    eine   ulgchraische  rationale  garue 
Functioti  der   Varialiein   x.  y,  *,  .  .  genannt,  wenn  die  Variahtln 
nur  in  df^i    drei  ersten  (rrundoperalicnen  sur  Antcmduny  kom- 
mnif  wird  dagegen  mic  alr/ehraiacfic  rationaiv.  yfAror/«»«  l'unetitm 
d^r  VariuMn   x,  y,  e,  . ,  genannt,    wenn  die  Varia^cln  in  oj. 
vier  Grundcpcratimien  sur  Anwe7idim(f  komiiten. 

Man  erkennt  leicht,  da&s,  wenn  fUr  die  Vari&hcin  x,  tf,  e, 
nur  die  drei  erste»  Grtindoperationen,  dagegen  lUr  die  Constanton 
a,  6,  c,  . .  alle  vier  Gruadoperationeu  zugelassen  siud,  die  Varia- 
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ductcn  kann  nur  noch  ein  Factor  liiiizulretL-u.  der  ausscbliesH- 
licb  aus  (Icu  t'onittaiiten  n,  ft,  r,  .  .  geltihk^t  inl,  nnd  xwar  darf 
dieser  Factor  die  Constaaten  nach  der  getroffenen  VoranHsetxnng 
anch  tu  auszuAilireader  Division  entlialtcn.  Da  der  in  Rede 
stehende  l'nctor  nar  aus  Constantcu  besteht,  so  ist  er  »clbttt 
eiae  constante  Grösse;  er  wird  der  Coeffieiatt  de«  Frodacts  von 
positiven  ganzen  Potenzen  der  Variabcln  genannt.  Auf  dieselbe 
Weiüe,  wie  in  dem  vorigen  §'gesi;hloKsen  ist,  da^s  ein  rationaler 
ganzer  Anndruek  der  Elemente  o,  b,  r,  .  .  f  die  dort  mit  (l)  he- 
iSeicbnete  Gestalt  hat,  wird  jetzt  geschlossen,  dass  mne  aJffe- 
jhraüche  rationaie  ganxe  Function  der  Vanaheln  ar,  y,  e,  . .  tfifich 
etnetn  aus  einer  mdlirhen  /xihl  von  (rliedeni  beJitrJtetnien  Ayffrf- 
gat  von  der  folgenden  Iksci^affenheii  ist 

(1)  Mx'-yf'z^.  ^■M'x^'yf'',''  ..  +  .. 

Die  Coeftieienlen  3/»  M\  . .  sind  constaute  Grlissen,  die  Ei|>o- 
nenten  L  fi,  *,.,',  f.',  fi\  >',  ,.  positive  ganze  Zithlen  mit  Ein- 
achluss  der  Null.  Ks  darf  daliet  angenommen  werden,  dnsa 
^solche  Glieder,  die  in  Bezug  auf  die  säninitliebcn  I'otenzeu  der 
Variahein  tlheroinsliinnuMi,  durch  Addition  der  Coel'fieii'nten  si-hoii 
in  ein  Glied  vereinigt  sind,  und  dasa  daher  tUr  je  zwei  ver- 
schiedene in  (1)  auftretende  Glieder  die  Gleichungen  1=1', 
ft  =  ft\  v=sr',  . .  nicht  zugleich  ertltlU  sind. 

Sobald  ftir  die  Variabein  x,  y,  r,  . .  auch  die  Division  er- 
laubt ist.  so  folgt  aus  den  ErJirternngcn  des  vorigen  §  unmit- 
telbar, dass  nach  AusfUhmng  aller  vorgeschriebenen  Operationen 
nur  eine  Division  tlhrig  bleibt.  Mitliin  ist-  eine  algehraisdui  ra- 
tiotnde  gt^jvociurfie  Function  dir  Variabdn  x,  't,  *,  -  .  atf-ts  <jUieh 
einem  Sruche,  dessvn  Zähler  und  dessen  Nenner  eine  algebraische 
näumale.  game  Function  der  Variahein  z,  y,  f,  . .  ist 

Eine  Fanction  von  einer  Variable  x  wird  durch  die  Cha- 
raderistik  /"(x),  eine  Function  von  zwei  Variabein  z.  y  durch  die 
Charaderistikfix.y),  u.  s.  f.  angedeutet  Eine  Gelegenheit,  den 
Begrifl*  einer  a Ige brai sehen  Funtitinn  und  die  so  eben  erwähnte 
Bezeicbuungs weise  an  Beispielen  zu  erklären,  bietet  sieh  in  den 
folgenden  §  g. 


UlWektU.  Analjaift. 


oe 
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Al^braische  rntionAle  e^hiir.f'  Fiinrtionon  mit  einer  Varlnble 

und  vou  eini'in  beliebig  lioben  Grade. 

Algobraisoho  Olelchniiffen  mit  einer  rnbekannl^n  und 

von  einem  beliebig  hohen  Grade. 

9  33.    Oanse  Function  dei  ersten  Qrade«  mit  einer  V&rlable. 

Oleiobunff  d«a  ersten  Oradet  mit  einer  nnbekannten. 

Die  algebraischen  raiionaleH  ganten  Functionen  von  einer 
Variable  x  sind  der  nächste  Gcgcnetand  der  vorzanehraenden 
Untersuchung.  Yerniilfre  der  in  (IJ  dos  vori{;;en  §  gesehenen 
Darstelhuig  ist  eine  «olehc  Fnnc-tiou  gleich  dein  Aggre^iat  einer 
endlirhen  Zaitl  unter  einander  verschiedener  positiver  ganzer  Po-' 
tenten  der  Variable  x,  weicht  "m  constante  Coelticieutcu  niulti- 
plicirl  ftind.  Die  Potenzen  der  Variable  x  Icünnen  nach  der 
GritKHe  der  Kxponcnlen  gL'orduet  werden,  m  das»  die  Potenz, 
deren  Exponent  der  grli^^eflle  ist,  oder  die  hlieliste,  Potenz  be- 
ginnt, und  die  tlhrigcn  Poten/xn  iu  absteigender  Rcilie  folgen, 
bia  das  in  x"  nmiti|ilicirte  constante  Glied  den  Schluss  macht. 
Auf  diese  Weise  erhält  die  in  U«de  Bt«hendo  Function  die 
Gestalt 

fl)  /■(«)  — o.t"  +a,a:"~'-l-  ..  +  o„_,a  -Hei„. 

Diese  Function  wird  nach  dem  Exponenten  ihrer  hJichslen  Po- 
tenz eine  algebraiachi:  rationale  (fanse  Function  des  nten  Grades 
genannt.  Die  conütaiiten  Coellicienten  a„  a„  ...  a„,  deren  An- 
zahl gleich  u  -f  1  ifit,  sind  an  sieb  keiner  Beschränkung  unter- 
worfen, weil  die  AusflJbrung  der  drei  ersten  Grundoperiitionen, 
für  wciclic  sie  allein  verwendet  ivtrdeu,  keine  Kini^ehrtlnkang 
erfordert.  Sobald  aber  der  Naebdnick  darauf  gelegt  wird,  daas 
diese  Fnnction  in  der  Tliat  vom  »tcn  und  von  keinem  niedri- 
geren Grade  sein  snil,  »o  muss  der  Cocfüeicnt  a,  notbwcudig 
einen  von  der  Null  vcrechicdcncii  Wcrth  haben.  Dieae  VorauB- 
setzung  mligc  von  jetzt  ab  gelten,  wo  nicht  anadrUpklich  das 
Gcgentheii  erklärt  wird. 

Eine  Fiini-lion  vom  Grade  Xtdl  ist  gleich  der  reinen  Con- 
ttUmte  a,  und  enthalt  die  Variable  :r  materiell  nicht.  Die  Function 
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des   oicdrigstc^n   Orndes,    iu  der  die   Variable  x  materiell  vor- 
komint>  Ut  die  FuHrtion  des  ersten  Grades 

(2)  r(x)^a,x+a,. 

Hier  erliebt  »ich  eogleicli  die  Frage,  ob  der  Variable  x 
ein  WertU  ^  K-i^IegC  wenlen  kaun.  durch  dessen  Substitution 
die  Kunrtion  a„x  +  a^  gieieli  Null  wird.  [MeH  iitt  die  Krage 
naeli  der  Auflösung  der  Oleichuug  des  ersten  Grades 

(3)  aj  +  a,^0. 

Weil  der  Coeffieient  a„  al«  von  der  Null  verscbicdeii  vorausge- 
setzt ist,  80  bexelclniet  der  Hruch 


einen  bestiramtpn  Werth,  dt-r  tllr  $  genommen  a,f  +  n,  zn  Null 
macht    Darum  hat  die  Gleichung  (3)  die  Auflösung 

Man  kann  sich  leicht  davon  Uber/.eugcn,  das»  e»  keinen  ztveitcn 
vi>n  f  verstditedenen  Werth  giebt,  welcher  die  fJIeirluinp:  (S)  ebcn- 
falU  hctVicdigt.  Denn,  wenn  ein  solelicr  existirte,  »o  wUrdc  aus 
den  beiden  (JIcichungcn  a^|  +  u,  —  ü  tnid  n^u  +  «,  =  0  diircU 
Hablrar^tion  die  Gleichung. 

folgen.  Nun  kann  aber  nach  §  10  rin  1^-oduct  von  zivH  Grvssm 
niehi  vrrschtrindm,  wdin  jeder  drr  beiden  Facioren  ron  NuJl  ver- 
srhiedcH  isf.  Uer  erste  Kactor  ri^  ifit  nach  der  allgemein  gel- 
tenden Voranssctzung  von  Null  verseliieden;  Iniglich  mos»  der 
»weite  Factor  "— |  gleich  Null  sein.  Darum  sind  die  Werlho 
a  and  £  nothwcndig  einander  gleich,  und  das  war  behauptet 
worden.  Kin  Wortb  ^,  welcher  eine  mit  demscllicn  gebildete 
Gleichung  beJriedigt,  heiß«t  eine  Wunri  der  (ilekhttng.  Ks  hat 
sieh  alflo  geieigt,  dnas  für  die  OhüJututj  des  ersten  Grades  (3) 
iiwnirt'  eine  und  nur  eine  Wureet  vorhanden  istj  nämlieh  die  Wureei 

a. 


(4) 


^=- 


Diescr  Satz  hat  für  die  Function  dett  uruten  Grades  (2)  die 
Bedeutung,  daas  dieselbe  iUr  einen  und  nur  i1lr  einen  Werth 
der  Variable  x,  das  ist,  ftir  den  Werth  s  =  ^  gleich  Null  wird. 
Die  FuDclion  des  ersten  Grades  (2)  lilsat  sieh  nun  auch  in  die 


Function  ersten  Orades  mit  einer  V«ri«lile. 


Qestalt  briogeü  a^x  +  a„-^ ,  welche  verniKge  der  Glttlrliiing  (4) 
in  den  Ausdruck 

Übergeht.  Dieser  Ausdruck  ist  geoiguct,  den  im  vorigeu  g  eio- 
geftlhrteo  BegriflF  eioer  algebraisehcu  Function  zu  erläutern.  Von 
den  beiden  Factoreii  des  I'roiluL't«  »„ix—^  ist  der  erste  cnn- 
stant  und  von  Null  rerBchiedcn.  der  zweite  dagegen  uimntt,  so- 
bald diu  Variable  x  gleich  eiaer  bestimmten  Grösiie  geseist  wirU, 
einen  bestiuiuitcu  zugekicirigeu  Werth  und,  sobald  der  Variable 
X  nach  und  nach  andere  Wertlie  beigtdegt  werden,  seincrecits 
el)enfalls  bestininitc  aber  uatrh  und  nach  andere  Werthe  an. 
Giebt  man  der  Variable  ji;  Wertlie,  die  grOuser  sind  als  ^,  so 
wird  der  zweite  Factor  ijositiv.  giebi  man  der  Variable  x  Werthe, 
die  kleiner  sind  als  t,  so  wird  der  zweite  Factor  negativ.  Weil 
da«  i'roduct  einer  von  Null  verschiedenen  Grftsse  a„  in  einen 
positiven  Factor  das  Vorzeichen  von  a„  behält,  dagegen  das 
Produet  der  Gr»5s9C  »„  in  einen  negativen  Factor  das  entgegen- 
gesetzte Vorzeichen  anniuiml,  »o  bekommt  die  Function  (2),  die 
dem  Aundrueke  (5>  gleich  ist,  lUr  die  Werthe  von  x  der  ersten 
Art  das  Vorzeiehen  der  Griinse  a^ ,  dage^gen  rtlr  die  Werthe 
von  X  der  zweiten  Art,  das  der  GrOsse  a,,  cutgcgengesct7.le  Vor- 
zeichen. Zwischen  den  Werthen  der  ersten  Art  und  den  Wer- 
then  der  zweiten  Art  liegt  der  einzige  Werth  j  ^=  £,  der  die 
Function  (2)  /um  Verschwinden  bringt. 

Um  ein  Beispiel  zu  geben,    sei   die  Function  des  oreteo, 

Grades  (2)  die  folgende 

f(x}='2x-  3. 

Dann  hat  die  Gleichung  des  ersten  Grades 

2^—3  —  0 

o 

die  eine  und  nur  die  eine  Wurzel  |^  — -  Hieraas  entspringt 
ftlr  die  Function  f{x)  die  Oarstcllung 

Für  jeden  Werth  von  x,  welcher  grosser  ist  als  i- ,  ward  f{x) 
gleich  einer  positiven  Grösse,  ftlr  jeden  Werth  von  x,  welcher 
kleiner  ist  als  -  ,  wird  f{x)  gleich  einer  negativen  Grüsse, 


FuaolioD  erat«!]  Grades  mit  «iner  Varimble. 


nur  ftr  den  Werth  *  =  -5^  gleich  der  Nnll.    Der  Gebraaoh  der 

Characteristik  fi,x)  beAtcht  darin,  dass  die  betrefTenden  Werthe 
der  Variable  x  an  die  Stelle  ron  x  In  die  Klammer  gesetzt 
werden.  Weon  die  Variable  r  nacb  und  nach  |?leich  den  Griissen 
—  2,  —1,  0,  I,  2,  3,  . .  jfcdctzt  wird,  so  entstehen  för  die  obige 
Fouetion  f{x)  die  tblgendcn  zngehi^rigen  Werthe 
/(— 2)  =  -7     <0 

/(0J  =  — 3    <o 

/■(2)  =  +  1     >  0 

wo   die  Zeichen   der  Ungleichheit   nach   den  Definitionen  des 
%  20  angewendet  eind. 

Aach  fllr  die  allgemeine  Fnaction  des  ersten  Grades 
«0^+  ü,  leaehtet  es  ein,  dass,  sobald  die  Variable  x  der  Reihe 
lach  gleich  den  positiven  und  negativen  natürlichen  Zahlen, 
Ton  der  Null  anfangend,  gesetzt  wird,  zwei  ziigehörige  aufeinander 
folgende  Werthe  der  Fnnctiun  beständig  die  Differenz  «„  haben. 
Eine  Reihe,  bei  der  je  zwei  aufeinander  folgende  Glieder  immer 
dieselbe  DifTeren^  zeigen,  heisst  e»ie  anthmeiisehe  Reihe.  Dem- 
naoh  bilden  die  Werthe 


—  2o,  +  o,,   -a„  +  «,,  a,,  a. 


+  0,,  2a, 


+  a., 


eine  nach  beiden  Seiten  unbegrenzt  fortschreitende  arithmetische 
Reihe  mit  der  Di/ferenj  a^. 

%  24.    Oanze  Fnnotloii  des  zweiten  Oradea  mit  einer  Variable. 
OleiohnnY  des  sweitan  Oradaa  mit  «tnar  Cnbakaiiiitan. 

Bei   der  FuHdion   dtA  eweiten  Grades  von  der  Variable  x 

(1)  /•{a:)==a,x*+a,a  +  o, 

ist  nun  wieder  die  Frage  zu  beantworten,  ob  es  Werthe  x^=^ 
,giebi,  für  welche  AI)  =  ^  wird,  oder  die  Frage  nach  der  Auf- 
gang der  (Heichutiff  des  zueiten  frrades 

(2)  'a„S'4-a.?  +  a,  =  0. 

Wir  halten   nns  hier  an  die  Betrachtung  der  Fanction  f{x)  und 
bemerken,  dass  dieselbe,  da  «„  von  Null  verschieden  vorausge- 

ietzt  ist,   gleich  dem  Ausdrucke  a„(2' H — ~x  +  --\  gesetzt 
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PuDotion  zweiten  Grades  mit  eioer  Taritble. 


§24. 


werden  (Urf.    In  der  Kanction  x'  -t-  — ^  x  +  -*  wird  das  Agj^rc- 

gat  der  beiden  ersten  Glieder  mit  Hinzuttlgtitifj   des  Quadrates 

d*  " 

-—-  eleicli   dcui   Quadrat   von   dera  Ausdrueke  x  +  =-^-  •     Aof 

diese  Weise  entsteht  fllr  die  Kuuciion  i'  H — * — t — ^ 
Hteilang 

and  ftlr  die  Function  /'(j:)  die  entsprechende  Darstellung 

Das  Verschwinden  Ton  f{x)  ist  nur  dadurch  möglich,  das»  der 
Ausdruck  (4)  gleich  Null  wird  nud  mit  dem  lettteren  Aosdniek 
verhält  es   sich  folgen  de  rniasi«cu.    Der  erste  Suutmand   hiit  aU 

das  Quadrat  des  Ausdruckes  x  +  ^  die  Eigenschaft,  soinUd  die- 
ser Ausdrurtc  dmn  jn>sitiven  oder  mr/ativc»  Wcrth  erhält,  po- 
sitiv zu  ifcin  und  nur  dann  gleich  Null  zu  werden,  sohald  dieser 
Ausdruck  dat  Werth  Null  aimimtiit.  Daher  kann  der  crRte  Sum- 
mand nif-mcda  ticyativ  werden.  Dagegen  ist  der  Bweitc  Suin- 
uiand,  welcher  einen  constauteu  Werth  hat,  cutwcder  nct/ativj 
oder  gleich  Null,  oder  j>osittVf  uud  zwar  hiingt  dies  lediglich 
von  der  im  Zähler  betindlichen  Verbindung 
(6)  4(i„a,-a; 

ab,  da  der  Nenner  Aal  als  ein  volles  Quadrat  stets  das  posi- 
tive Vorzeichen  hat. 

Im  ersten  Falle  ist ^-J *■    eine    positive  Grösse, 

und  nach  dem  letzten  §  des  ersten  Abschnittes  glebt  es  immer 
eine  positive  zweite  Wurzel  oder  QuadraUvurzeE  aas  dieser 
Grösse;  sie  heisse 

(7)  i8=^/r±^^,±z::. 

dadurch  uiriimt  der  Ausdruck  (4)  die  Gestalt 
(8)  ('  +  ^)'-»'- 
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FuoQtJoii  Eweitra  Grades  rait  doer  Variable. 


n 


Im  zweiten  Falle  iflt     ^"'l* ,  ^*  =  0,  und  dabcr  wird  der 

4«; 

Aubdrnck  (-1)  (gleich 

Im  drittOQ  Fnllc   exintirt   aus  dem    erwälmtcu  Motiv   eine 

positive  ijuadratwuracl   am  der  (wnitivcn  Gri>t»8e 
die  mittelst  des  Zeicbeus 

(10) 


'  4  a* 


noUn  werden   soll;    dann    wird  der  Ausdruek  (4)  gleich  dem 

Ausdmcke 


(U) 


(-Ä:)' 


+  B'. 


Der  Ausdruck  (8)  ist  eine  IH/ferena  txw  euni  Qwulraten,  der  Aug- 
drack  (M)  ein  cituiges  Qttadratf  der  Ausdruck  (11)  die  Summe 
wn  ewei  Quadraten. 

Nun  lässt  sich  jede  Diffennu  von  twei  Quadraten  p* — q' 
als  das  Product  der  beiden  Factoren  ip  ~  q)(p+  (/i  darstellen. 
Demnach  wird  der  Ausdruck  (8)  gleich  dem  Produet  vou  zwei 
Factoren 
(.2)  (.  +  ^_sb)(,^2^  +  ö), 

dereu  jeder  die*  Variable  z  nur  in  der  eraten  Potenz  cuthält. 
Dieses  Product  verschwindet^  sobald  einer  seiner  Factoren  ver- 
eeliwindet,  und  das  f,'escliicht  beztchangsweise  bei  dem  ersten 
und  bei  dem  zweiten  Factor,  je  uacb  dem  x  einen  der  beiden 
Werthe  $,  «1er  $,  erhält, 

<13) 


^'  2«,  ^^'    «•  20,,       ■^■ 


Dietfe  beidcQ  Werthe  äiud  von  einandtr  verschieden,   weil  ihre 
iMffercnz  den  Werth 

(14)  i:.-5,  =  2SB 

hat,  ond  2iB  nicht  gleich  Null  IhI.  Diese  beiden  Werthe  sind 
Wuredn  der  Gleichung  {2),  und  ausßcr  denselben  kann  keine 
Wurzel  a  vorbanden  ttein,  wie  sieh  sogleich  zeigen  wird.  Durch 
die  Eiuselzun^  einer  solchen  Grüsse  a  fUr  x  müsstc  das  Product 
(12)  verftcbwinden.    Weil  aber  in  dem  entatehenden  Product 
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Pnnrtloii  miton  Orsdes  mit  «Mr  Viriable. 


§M. 


h^r''){ 


d  +    -'-  -f 


der  erste  Factor  nicht  gleicli  Null  ist,  fla  o  —  £,  uicht  gleich 
Null  rcId  soll,  und  der  /.weite  Factor  nicht  gleich  Nnll  ist,  da 
andi  a  —  I,  nicht  gleich  Null  sein  «oll,  6o  knrni  das  Producl 
selbst  nicht  verschwinden,  und  die  .\nnabmc,  dasp  antiscr  £,  und 
£,  noch  eine  Worzel  a  vorlinndcn  i<ci,  ist  unzulHäKig.  Die  qua- 
dratische Gleichung  (2)  hat  also  die  laden  roH  einander  versehie- 
dcnnt  Wurzdn  £,  und  ^^,  mni  nttr  diese,  sobald  die  Verbindun*/ 
4a^a^  —  a\    negaiiv   ist. 

Der  Ausdruck  (9)  ist  tJas  Quadrat  der  Uaeis  x  •\ — *-    und 

verschwindet  dalier  nur  mit  dieser  Basis  zu^amnien,  das  beisst 
ttlr  den  einen  Wcrth 

Die  quadratische  Gleichung  (2)  hat  demnach,  sobald  die  Verbin- 
dung 4a^o,  —  aJ^O  ist,  mir  diese  eine    Würget. 

Ein  durclmua  anderes  Verhaken  zeigt  der  Auctdrock  (11). 
Denn  weil  in  diesem  Anregst  das  Quadrat  S^  die  Nnll  über- 
trifft, und  daa  Quadrat  (jp  +  --)    nur   entweder    positiv    oder 

gieich  Null  werden  kann,  80  ist  die  Summe  der  beiden  QuadnOe 
mit  Notbweadigkeit  grUeser  als  Null  and  kann  daher  überhaupt 
nicht  zum  VerschuHnden  gebracht  werden.  Also  lässt  sich  die 
Gleichung  (2)  nic/ä  brfriedigm,  wofern  die  Verbindung  4o,o, —  oj 
positiv  ist. 

Wenn  die  drei  unterBchicdcncn  Gestalten  (8),  (9),  (II)  dea 
Ausdruckes  (4)  in  (5)  eingesetzt  werden,  »o  entstehen  nir  die 
Function  f{x)  die  drei  entsprechenden  Darstellungen 


(16) 


§25. 


(17) 


/erletran^  einer  Funotion  iweit«n  Grftdea. 
X*  +  X  +  I 


78 


hiM- 


Id  dem  ftrston  ist  '^  =  -r-  ^^5,  ferner  ?,  = -*--,  ^  = 

in  dem  sweiten  §-=3,  in  dem  dritten  Ä=?— 1/3. 


S  96.    B*dlairiuifi:en  fllr  dl«  Zerlflgung-  einer  Fnnotioa  des 

sweiten  Oradee  einer  Variable  In  ein  Prodaot  von  zwei  Fa«- 

toren  des  ersten  Oradei. 

In  den  beidcii  FUIIlu^  iu  d^ncn  die  FuncliDn  de«  zweiten 
Grades  f{x)  überhaupt  {gleich  Null  wcrdcu  kann,  itind  die  War* 
sein  der  Gleichung  /*(!;  —  0  durch  die  Betrachtung  der  Function 
f{x)  gefunden  worden.  Wenn  man  die  im  vorigen  §  gethanen 
Schritte  in  umgekehrter  Ordnung  wiederholt,  und  ili«  Gleichun- 
gen {13}  mit  dem  Auwilrucke  (12),  die  Gleichung  (15)  mit  dem 
Ausdmcke  (9)  verbinclct,  so  entstehen  für  den  dortigen  Ansdrock 

(4)  oder  tür  die  Function  z*  -i — -x  A — *■  reapective  die  beiden 

Darstellungen 

(IJ  (*-^){*-S,) 

and 

(2)  («-!)•. 

welche  fhr  einen  InAirbigeyi  o<hr  unhitstimmten  Werth  der  VarüAle 
X  gelten.  Beide  sind  l^roducte  von  swci  Factoren  des  ersten 
Grades  in  BeJug  auf  die  Variabie  x,  und  jeder  Factor  ist  gleich 
der  am  eine  Gleichung^wnrzel  rcrroindcrton  Variable  x;  in(l), 
wo  es  zwei  verschiedene  Wurzeln  S^  und  S^  gieht,  Rind  mit  dte- 
sen  die  beiden  von  einander  ver»chieilcnen  Factoren  x  —  ^-^  und 
X — ^,  gebildet;  in  (2),  wo  es  nur  eine  Wurzel  ^  giebt,  ist  mit 
$  der  Ausdruck  x  —  |  gebildet,  nnd  es  sind  die  beiden  gleichen 
Factoreu  r  —  ^  »u  einem  Quadrate  vereinigt. 

Der  Ausdruck  (4)  de»  vorigen  g  kann  nun  in  dem  dritten 
Falle,  iu  dem  dersdhe  unfähig  ist  mt  va-schwinden,  auch  nicht  für 
einen  beliebigen  oder  unhestimmtrti  Werth  vo»  x  ais  ein  Fi'oäud 
von  noei  Factoren  des  ersten  Grades 
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gas. 


(3)  (x^a)ix~ß) 

ausgedrücH  teerden,  wo  a  nod  ß  irgend  welche  Conntanten  be- 
dentcQ  sollen.  Dcnu  gesetzt,  dies  wäre  der  Fall,  so  würde  das 
Prodact  (3)  sowobl  durch  den  Werth  x  =  tt,  wie  aaeb  durch 
den  Werth  x^=ii  gleieh  Nnll  werden,  was  der  Voraussetzung^ 
widerspricht.  Wir  sahen  in  dem  vorigen  g,  dasa  die  ünter- 
üuheiduitg  der  in  Rede  »tehcuden  drei  Fllllc  von  der  dortigen 
Verbindung  (6)  abhängt  Durch  Zusammen fassuug  der  ResoltaU^ 
die  den  drei  Fällen  xugchnren,  entsteht  daher  der  Satz,  dass  die 

Function  dfs  stveitf**  Grades  x*  -i — -x  -i — •■  m  äwei  Faetoren 

des  ersten  Grades  {x — a)  und  {x — fi)  ccrlegt  werden  hann,  softald 
die  Verbindung  -lo^a,  —  aj  negativ  oder  gleich  Ntdl  ist,  Jedoch 
nicht  in  ein  sdckes  Ptoduci  gerlegt  werden  itmn,  solnUd  die  Ver- 
hindtmg  ^o^^^t  ~~  «!  positiv  ist.  Auf  diese  Weise  kann  unter 
den  Ik'ispielen  (17)  des  vorigen  §  die  Function  i'  +  z—  1  und 
die  Function  x*  —  Cix  ■+■  y  iu  »wei  Faetoren  des  ersten  Grades 
zerlegt  werden,  dagegen  ist  dies  bei  der  FuuctioD  at'  +  «  +.  1 
nicht  möglich. 

Das  Chnraktcristisclic  der  Unterschiede,  welche  hier  offenbar 
werden,  liegt  in  der  Thatsaehc,  uuldic  im  vorigen  §  aufmerksam 

je  nach 

dcD  drei  auftretenden  Fallen  gleich  einer  Differenz  wm  noei 
Quadraten,  gleich  einem  eituigen  Quadrate,  oder  j?ficA  einer  Stitrmie 
von  tteei  Quadro/m  iei.  Einr.  Ihfferem  von  swei  (^tndratati 
a* — 6"  ist,  wie  dort  envilhnt,  gieich  dmt  J\odfict  der  Faetoren 
a  —  h  and  a  +  A ,  tvdehe  sowoid  in  liesug  auf  a  wie  in  Besug 
auf  b  vom  ersten  Grade  sind.  Das  Qtuidrat  a*  ist  glrich  dem 
Producie  der  beidett  gleichet  Faetoren  a.  Die  Summe  von  ^cei 
(^adraten  a'+b'  kann  dagegen  nicht  gleidt  einem  Froduct  von 
gtcei  Faetoren  sein,  die  in  Beeug  auf  a  und  in  Sezttg  auf  b  vom 
ersten  Grade  sind,  tvie  la  +  f^ib  und  va  4-  pA,  «o  A,  ft,  r,  q  be- 
liebige von  a  und  h  unabhängige.  Werthe  bedexden.  Denn  die  Summe 
von  zwei  Quadraten  a'  +  b*  kann  nicUt  zu  Null  gemacht  werden, 
ausser  indem  sowohl  a  als  b  gleich  Null  genommen  wird. 
Sollte  aber 


gemacht  worden  ist,  dass  die  Funktion  x*  +  -*—  +  -* 


r«L 


Rechnung  mit  complexea  Grönua. 
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aetik,  80  würde  darauä  ein  Widerspruch  entstehcD;  denn  der 
Aasdrack  der  rechten  .Seite  kann  immer  zani  Ver»eh\vinden  ge- 
bracbt  werden,  uhtc  dass  gleiciutitig  a  und  b  gleich  NuU  ge- 
ooDimeD  werden,  und  znur  dadurcli,  dusa  man  einen  der  beiden 
Factoren,  etwa  dun  ersten  i.a  +  fib  zum  Versuliwiuden  bringt. 
In  dem  Factor  la  +fi.b  dUrt'cu  niebt  /.  und  fi  zuglineti  gleich  Mall 
sein,  weil  der  Factor  sonst  iniiner  gleich  NuU  wäre.  l»t  nun  ).  allein 
gleich  Null,  so  rcrscbwindet  la  +  fib,  indem  loau  a  einen  he- 
Uehifjnt  von  NuH  vt-rsihmlfiu-n  Werth  und  b  den  ♦Wertli  Null 
beilegt.  Ist  //  allein  ^\aK\x  Null,  m  vcnjcbwindct  la-^nh, 
indem  man  a  den  Wertb  Null  und  b  einen  beliebigen  ton  NuU  vet' 
achiedctwH  Wertb  beilegt.  Sind  weder  /  noch  fi  gleluh  Null,  so  ver- 
sobwindet  i.a  +  fh^  wofern  man  die  Wcrthe  von  n uud  h  »o  aunimmt, 


Also   t^brt    die   Annahme   (4)  in  allen 


dasB    —  = wird. 

a  fi 

vorbandenen  Füllen  anf  den  Widenfpruch,  da^ij  die  Unke  Seite 

nur  verseliwiudeo  kann,  indem  sowohl  «  =  0  als  i  =  0  gi^nummeo 

wird,  die  rechte  Seite  dage^n  auch  auf  andere  Arten  zu  Null 

gemacht  worden  kann. 

S  36.    Elnftthrutg  der  neohnnng:  mit  r6d1Ien  and  ImaKliiärvn 

od«r  mit  oottplexen  Ortiisen.     Addition,  Bubtraotion,  Moltl- 

pUoaUon  der  oompl«xen  Orösaea. 

Da  es  siiih  als  unmöglich  heraasstelll,  die  Summe  von  zwei 
Quadraten  a'  +  6*  alt«  ein  Trotluet  von  zwei  Factoren  darzu- 
stellen, die  in  Bezug  auf  a  und  unl'  h  vom  engten  Grade  eind, 
Bo  hat  man  ein  lifchenzeicheti  und  fin  zugehöriges  Jtechcnver- 
fahren  ersonnen,  wodurch  eine  solche  Darstellung  der  Form  nach 
erhalten  wird. 

Wenn  s  irgend  eine  rerilnderlicbe  GrUsae  bedeutet,  so  ist 
der  Ausdruck  o' — 6'^'  gleieli  dem  Prodint  von  zwei  Factoren 
(ö — bsiia-i-  hr).  Sobald  nun  festgesetzt  wird^ dn»»  ^  ein  Rechen- 
leicben  vorstellen  soll,  und  das«,  naehdem  mit  diti^em  Kechen- 
zeichen  ein  Produet  au»  zwei  Factoren  a—b£  und  a  +  bz  ver- 
möge der  ftlr  die  Multiplication  zweier  Ausdrücke  geltenden 
formellen  R^'geln  gebildet  ist,  in  dem  Resultat  das  Quadrat  des 
Rechenzeichens  g  durch  die  negative  Einheit  ersetzt  wird,  so 
geht  durch  diese  Substitution  der  Form  nach  das  erhaltene 
Produkt  («  — 6£j(a  +  t^)  in  den  Auedruck  a*  +  fc'  Über. 
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ReohnnnK'  mit  oomplexeu  OrAtMU. 


Ein  saiehes  stt  r/n»  genantttm  Brhtifc  eingtfiihrtes  Hechett- 
gciclun  trf  die  avs  der  negaiivcH  Einheit  gesoffene  Quadratteurgd 

uwl  mit  IfiilfK  difvrx  Jiechmeeirhens,  dessen  Qwiärat  immer  durch 
die  nega/iw  Einheit  meUt  werdfn  mttss,  entsteht  diu  fomtelte 
Zerlegung  der  Summe  a'  +  i*  in  ein  Product  von  ewei  Factoren 
(1)  o»  +  fc»=(a  — *»)Ca  +  60- 

Das  Rechenteichen  i  heisst  eine  itnagin^ire  Einheit,  das  Pro- 
duri  einer  bestimmten  positiven  oder  ner/aiiven  Grösse  b  im  die 
imaginiiie  Einheit  oder  bi  c*w  rrin  imaginäre  Grösse,  im  Gegen' 
sat£€  hiereu  heisst  eine  bestimmte  jjysi/itv  oder  negative  Grösse  a 
eine  reelle  Grösse,  femer  wird  die  Summe  einer  reellen  GrÖue 
a  und  einer  rein  imaginären  (h-össe  hi  eine  complexe  Grdgie 
genannt. 

Die  Kegeln  (Ur  die  Gnnidoperationcn  der  Rechnung  mit  com- 
pleren  Grössen  müssRn  so  beseliaffen  sein,  das»  ftie  die  Gleirbang 
(!)  nach  sich  ziehen.  Sie  raüHgen  daher  der  Form  nach  aas 
den  Re^ln  fllr  die  GruDdopcratLODen  der  Rechung  mit  belie- 
bigen reellen  GrtSsscn  abgeleitet  werden,  wäUirend  die  Regel 
binzukommt,  das»  ttberall  das  Zeichen  i'  dnrch  ilie  negative 
Einheit  zu  erseteen  ist.  Demzufolge  darf  das  (ileichsein  von 
gieei  complexm  Grössen 

a  +  li^a'  +  h'i 
keine  andere  Bedeutung  haben,  als  dass  der  reelle  Theil  a  gleich 
dem  reellen  Iheile  a',  und  der  rein  imaginäre  Theil  hi  gleich  dem 
rein  imaginären  Theile  b'  i,  das  krisst,  dir  reelle  Grösse  b  gleich 
der  rrnüen  Grrmf  h'  int.  Eine  andere  AofTa^snng  einer  solchen 
Gleichung  wUrde  den  Widersinn  in  eich  schlicRsen,  dass  »  gleich 
einer  reellen  Grösse  wUrdc,  wäiirend  das  Quadrat  einer  reellen 
(JrÖsse  stets  positiv  ist  und  dnhnr  die  vorg-^si-hri ebene  Glei- 
chung i'  =  — 1  nicht  befriedigen  kann.  Nach  der  gegenwärtigen 
Bestimmung  ist  eine  complexe  Grösse  a+bi  gleich  Null  und  nur 
dann  gleich  Null,  tcettn  sowohl  a  =  Ü  wie  auch  b:=0  ist. 

Ihr  Addition  und  die  Subfraction  voti  zwei  eomjAczen  Grössen 
siml  so  auszußhrnt,  dass  rvspcctice  die  reellen  Jksiandlheile  wtd 
die  Factoren  roti  i  atlditi  und  suhtrahirt  u^erden.  Man  hat  also 
fllr  die  Sumnu:  und  die  Differmz  von  zwei  coniplexen  OrOssen 
a  +  6e  und  c  +  dt  die  Glcicfaungcn 


§  ae 


Reohmin^  mtl  eotEtpl«sen  OrÖMeit. 
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Die  BUdmig  mtur  Summe  romplexer  Glossen  ist  demnach 
V9n  der  Änordnmtg  drr  Summanden  unabhätigig.  Die  Differenz 
{a  +  hi)  —  {c-\-di)  verschwindet  ferner  dünn  und  nnr  dann,  wmn 
die  eompltxm  Grössen  a  +  bi  taid  c  +  di  einander  gleich  sind. 

Dif  MuUiplietaiMi  von  H»ei  cömpl&ixn  Grfissen  a  +  hi  und 
f  4  rfi  erfolgt  nach  der  Gleichung. 
(3)  ia  +  bi)(c  +  di)=a€  —  bd  +  lbc+ad)i. 

Die  rechte  Seite  ist  enti^tandcn,  indem  cta.s  I'roduct  formell  ans- 
gefUhrt  und  der  ßcstandllieil  bdi*  durcU  —  ftrf  erBet?.t  ist.  Die 
OleicbuDg;  fS)  hat  die  Ei^^t-nacliatt,  das«  wcuu  «  +  hi  mit  c  +  di, 
das  beiust,  wcuu  a  mit  r  und  zugleich  b  mit  d  vcrtaoscbt  wird, 
die  rechte  Seite  ungeändert  bleibt.  Atrf  solche  Weise  scWesst 
man,  dass  ein  Produef  ^zweier  romplexa'  Orüssen  und  auch  ein 
Producl  mehrerer  comjtlexer  Oros.^m  von  der  jhtordnung  seiner 
Faciortn  unabhängig  ist. 

Die  aufgcstelHen  Itegeln  für  die  Addition,  Subtraction  und 
^^L  MuJtiplicatioH  cotnjflextT  (rriissm.  sind  Vfm  der  Art,  dass,  wenn 
^^r  matt  dirselbftt  auf'  dir  beiden  Sfitivi  mn  giddgnt  eicischen  com- 
M  pUäcen  GrÜssen  besiefietiden  Gleichungen  uttuvTuief.  wieder  ricJUige 

I  tfeischen  complexen  Grössen  l)estehende  Gleichungen  hervorgt^en. 

I  Um  diese  jtehaaptung  zu  beweisen,  musi;  gezeigt  werden,   dosB 

I  au«  zwei  (Ileicbungeii  u  +  bi^=a'  +  h'i,  c+  di=:r'  +  d'i  bei  der 

I  Addition^  der Subtracti cm  und  der  Multiplication  die  Gleicliungen 

^^  {a+bi)  +  (c+d  »j  ^  (a'  +  i'  0  +  {C  4-  d'  i) 

^^^_  {a-i-bi)  —  {c  +  di)^{a'  +  b-i)—{c.'  +  d'i) 

^^^^  ia  +  hi){e+d%)=i_a'  +  h'i)(c'+d'i) 

folgen.  NuD  baben  die  beiden  voraus}^ meti^teii  Gleiuliiingen 
a  +  6i=o'  + A'i  und  r  +di^c'  +d'  i  den  Inhalt,  daüszu  gleicher 
Zeitfl-a',  b=^b\  e  =  c\  d=d'  ist,  die  ahgeleheten  Gleichungen 
bedeuten  aber  zufolge  der  iu(2)  und  (3)  enthaltenen  Detinitionen 
foldendes:  die  erste,  dass  a  +  c^^^a'  +  r',  b  +  d  =b'  +d',  die 
zweite,  dasa  a— f=a'  —  c',  h~'d=b'  —  d\  die  dritte,  dasg 
ar— 6d=a'c'  — ß'rf',  6c+ad  =  6'fi'+a'r/'ißt.  Diese  Gleichungen 
sind  richtige  Conelasionen  aus  den  vorausgesetzten;  daher  ist 
die  ausgesprochen e  Behauptung  bewiesen. 

f^  iragt  sich,  ob  oaeb   der  gegebenen  Deänition  des  Pro- 
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§  26. 


dacts  Ton  zwei  complexeii  GrOs&en  aucli  der  Satz  bestehen  bleibt, 
dass  ein  ProduH  danu  und  um-  dann  gleich  Xtdi  wird,  trenn 
eitler  sonor  Factoren  gleich  Null  ist. 

Um  den  liilialt  dit:»eu  äatz^ti  deutlk'Li  zu  tnacbcn,  ivollen 
wir  dielieziubungen  zwisi'bcu  rei'lk'ii  (JriiÄmiii  Hiifsncben,  welche 
derselbe  ausdrückt.  Dua  Prodnrt  der  coniplexen  Oriläaen  (a  +  hi) 
und  (c  +  dt)  wird  durch  die  rechte  Seite  der  Gieiehang  (3)  dar- 
{ceHtellt.  Diese  com^ilcxc  Griitige  ist  gleich  Null,  wenn  bei  d<?r- 
selbcii  der  reelle  Theil  uud  der  Factor  von  t  gleich  >Jull  sind, 
dasD  heittöt,  wenn  die  beiden  Gleichungen 
(A)  ac—hd=0,  bc  +  a<Z=0 

befriedigt  sind.    Uas  Verschwinden  der  complesen  Gritsso  a  +  bi 
setzt  die  bBiden  Gleichungen 
(5)  a=0,  b  =  Q   ^ 

da«  der  coniplexen  Griisse  c  +  di  die  beiden  Gleichnngcn 

(Ö)  C  =  0,  (i  =  ll 

voraus. 

7)rtss  das  Vroduct  (a  +  bi)  {r -t- dt)  ccrschwindm  wi/äs.  sobald 
der  Ftwtor  a+bi  oiW  der  Factor  c  +  di  verschwindet ,  lencbtet 
sofort  ein;  dcun  sowohl  die  beiden  Gleichungen  (5)  wie  auch 
die  beiden  Gleiubungcn  (6J  bewirken  duH  VerH-hwindcn  ron 
ar-hbd  und  von  br-i-ad.  Damit  abt^r  das  l'rodiict  (a+hi) 
{r  +  di}  WM»-  dann  gleich  Null  weiden  kann,  wenn  einer  der 
beiden  Fat^toreu  gleich  Null  ist,  niilssen  die  beiden  Gleich' 
ungen  (4)  die  notbweudigc  Folge  haben,  dass  nUierder  die 
beiden  Gleiehuugen  ('))  oder  die  beiden  Gleichungen  (6)  be- 
friedigt sind. 

Uicae  Folge  tio-'ttcht  allcrdingx;  sie  berabt  auf  einer  Gmnd- 
cigcnacbaft  der  Summen  von  zwei  Quadraten,  welche  so  lautet: 
Werden  ewei  Summen  von  ewei  QimdrQtm  a*-¥b*  und  r' -h  d* 
mit  einanda-  muUijdiciri,  so  ist  ihr  Vroduct  vernüige  dtr  (iteieJiung 
(7)  («»  +  &•)((■•  +  rf')  =  (ac  -Ä(0*+  ih(  +fl(J)' 

ebenfalls  gleich  einer  Summe  von  ewei  Quadraten. 

Die  Kicbtigkeit  dieser  Gleichung  crgicbt  sieb,  indetu  die 
beiden  Quadrate  der  rechten  Seite  wirklich  gebildet,  die  Pra- 
ductc  —'iarhd  und  2hr  ad  gegen  einander  fortgeboben  und 
die  vier  Glieder  der  Summe  a'c' -t- ^*d"  +  &*<•*  + a'W'  zu  der 
Summe  (a* +  b*)c*  +  (a*  •hb')d'  vereinigt  werden.    Sobald  nun 
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Zwischen  den  reellen  Griissen  a,  h,  c,  d  die  beiden  Gleiehnngen 
ac~hd^O  and  hc-had=G  gelten,  so  verocliwindot  die  Qua- 
dnitHnmme  aul'  der  rechten  Seite  von  (T).  und  die  linke  .Seite 
von  (7)  muHfi  ebenfalls  gleich  Null  sein.  Diese  ist  da.i  Product 
drr  heulen  rfieU^i  Farfnrm  (a*  +fr)  und  (r*  +  d*).  FUr  ein  Pro- 
duct von  zwei  reellen  Grössen  ist  in  §  IG  der  Sata  bewiesen, 
dastwllK  nicht  verschwinden  kann,  wenn  jeder  der  beiden 
Factoren  von  Nnll  verschieden  ist.  Folglich  mus»  entweder  der 
Fa<-tor  a^  +  //',  oder  der  Factor  c*  +  W*  glcii;b  Null  sein.  Nun 
kann  die  Satniue  der  Quadrate  von  zwei  reellen  Grössen  nicht 
gleich  Null  sein,  auR»er  wenn  die  ßa»en  beider  Quadrate  gleich 
Null  sind.  Daher  zieht  die  Annahme  a^+h^=0  die  beiden 
Gleichungen  (5)  o^O  und  6  =  0,  die  Annahme  r*  +  d^;=0  die 
beiden    Oleiehaugen   ((»ir^O  und  d=0  nach    sich.      Ik-shalb 

f(tit/i  aits  dem  Versrhmndtti  des  Products  (a  +  hi^ir  +  di)  ent- 
weder das  VcrschtpintU-»  des  Facioys  a  +  bi  nd<r  das  Virsehxtrinden 

■des  Fadoi'S  c-^di  und  das  war  der  noch  zu  beweisende  Theil 
des  in  Kede  stehenden  Satzes. 

§  37.    IMviaion  d«r  oompl«xan  OrÖiien.    £liili«lt«n  auf  dem 
Gebiete  der  oomplexen  O-rÖsten. 

Jetzt   kann   auch    der  KegrilT   ilor    Diriaion  auf  complexe 

Grüsscn    ausgedehnt   werden.     Wenn  a  •¥  hi  eine  beliebige  com- 

pleax  Grüssc  bedeuld  und  c  +  di  eine  eompleze  Grösse,  die  nicht 

^J/leicft  y^H  ist,  so  giehi  es  eine  und  wir  eine  Grosse  r+j*t,  trelclte 

*mH  der  comjdexen  (/ rosse  c  +  di  mulliplicirt  ijlciih  der  compiejrm 

Grösse  a+bi  wird.     Diese  eomplexe  (irässe  r+si  ist  gleich  dem 

Ausdrucke {a  +  hi}\  <  .    .,  ■ — TZ^'l  "*"'  tvird  als  der  Quotient 

hei  der  JHinsion  des  IHmhmdus  a+hi  dttreJt  den  Oirisor  e+  di 

oder  ais  der  Snwh 

a  +  bi 

heaeichnet. 

Die  Voraussetzung,  dass  c  +  di  eine  von  Null  verschiedcuc 
complexe  Grüsse  sei,  muss  detthulb  gclrnlTen  werden,  weil  da^ 
Produrt  jeder  complexen  (Sri^sse  r+si  und  der  Null  gleich  der 
Null  ist,  uiithiu  das  Prodact  [r  +  si){c  +  di)  niemals  gleich  einer 
von  der  NoU   verschieUcueu   complescu  Giüsae  ö+6t  werden 
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kaan.  Bei  der  p^lteiiden  Voraassetzuii^,  das»  cA-di  nicht 
gleich  Kuli  ist,  kniiit  nudi  dio.  Quadr»tätiniiiie  c^+d'  nicht 
gleich  Null    sein,   und    de»i>halb   ist    in    dem  obigea   Ausdrucke 

{a  +  hi)[  -  ,    „ .  \    .,  i'l  die  mit  der  reellen  Grösse  <'  +  Ä" 

anszufUhrcude  Division  duixliau»  t^erechtl'crtifct.  Weil  TerDer  bei 
der  Multiplitratiou  dieses  Auudrucke»  mit  der  Grösse  €>¥  di  zuerst 
du«  Product  der  beiden  Factoren 

gebildet    worden  darf  und  weil  diese«  Product   nach  der  Regel 

f.»  il* 

(3)  de*  vorigen  §  gleich  „,  ^  ^g  +  ,  ^^,  ,  tlas  ist,  gleich  der 

Einheit    ni 


+  d 


80    liefert    die   MiLttiplicutioti   dos    An»druckca 


r"  + 


mit  der    Oittsac    {e  +  di)   in    der 


That  die  verlaugte  Grtiäse  a  +  bi. 

Eine  von  dem  angegebenen  Ausdrucke  r  -¥ st  verschiedene 
CTrtmplexe  (irc'iRse  7'  +  «' /  kann  die  IfCÄcicIinete  Forderung 
deahatb  niolii  crttlllcn,  weit  um  der  Annahme  der  beiden 
Gleichungen 

fr+»i)(r  +  rfr)=a+6i 

(r'+s'i)(r+rfO  =  o  +  6i 
durch  StiUractiüH  die  Gleichung 

{r^si—r'~s'i)ic+(ii)=0 
folgen  würde.  Da^  Product  der  linken  Seite  niUsstc  gleich  Null 
sein,  und  dieser  Uuistaud  £ieht  nach  dem  am  Schlüsse  dca 
vorigen  g  bewiesenen  Satze  mit  N et h  wendigkeit  das  Verschwinden 
von  einem  der  beiden  Factoreu  nach  sich;  der  Factors  4- rft 
ist  als  von  Null  veraebieden  vorausgeaetzt,   folglich  mtlsstc  der 

andere  Factor 

r  +  si —  r'  —s'  i 

gleich   Null  sein,  und  du»    beistjt  gerade,   d&ss  die  cooiplexeu 
GrUsaen  r  +  fn'  und  r'  -f  s' i  einander  gb-icli  sind. 

Ftir  die  gegebene  Deßnition  der  Division  von  zwei  com- 
plexen  Grössen  lälsst  sich  genau  wie  für  die  drei  ersten  Grund- 
operationen beweisen,  daas  aus  zwei  Gleichungen 

a  +  bi  =a'  +  b'i,     c  +  di  —  c'  +  d'i 
die  Gleichheit  der  beiden  Quotienten  folgt 


5". 


OtrnioD  der  oomplexeo  Cirönen. 


81 


g+fri  _  g'  +  b'i 
c  +  di       c'  +  d'i' 
Daher   ist   es  gestaiiei.,   auf  die  betdai  Setien  von  giUÜgen 
jneisehen  complexe»  GrösKtt   bestehenden  Gleichungen  gemäss  den 
ff&g^>enett   Definitionen  die   viet-  (ii-undopetiUionen  des  Addirens^ 
Suhlrakirens,  JUtätiplicirenji  »nd  Dividirms  taumwenden. 

Der  Ausgangspunkt  unserer  BctracIitUDg  war  die  Glcicbang 
(1)  des  vurigcD  •) 

Die  beiden  complexen  Grflsfteo,  in  welche  hier  die  Summe 
der  Qaailrate  a'+i' zerlegt  wird,  haben  denselben  rccUcu  Thcil, 
während  die  Factoren  von  i  in  dem  ima^inUren  Theile  gleich 
und  entgegengesetzt  sind.  Au»  der  Gr5fifie  a  +  hi  entsteht  durch 
ümkehrung  de«  Vorzeichens  von  6  die  GrUsse  a  —  hi,  und  durch 
daaselbe  Verfahren  verwandelt  sich  a^hi  ina  +  frt  znrUck. 
Zwei  eon^exe  Gröss^t,  u:(lehe  dieselbe  Bceiehmg  su  einander 
haben,  wie  a  +  bi  und  a-~bi,  heistien  eu  einandtr  conjugirt.  Eint 
reelle  fxrusse  ist  sich  stufst  cof^tgiri,  und  wenn  eine  cotnplexe 
Grösse  c+di  der  romplexen  Grösse  c—  dt,  mit  welchtr  sie  coTyu- 
girt  ist,  attch  gteidi  ist,  so  »mss  sie  reell  sein.  Denn  aas  der 
Gleichung 

c-t-di=c-~di 
folgt  ttir  e  keine  Kestiumiung.  dagegen  folgt,  dads  2(i,  mithin 
anch  d  gleich  Null  sein  ninss.  l'jine  rein  imaginäre  Grösse  ist 
der  ihr  cntgegengeseteien  cor\jugirf,  und  wenn  eine  complexe  Grösse 
c  •¥  di,  eu  der  ihr  cof{fugiticn  Grösse  c  —  di  addirt,  die  Summe 
Null  liefert,  so  muss  sie  rein  imaginär  sein.    Denn  aus  der  Gleichung 

c  ■i-di  +  c—di  =  0 
folgt  tUr  d  keine  Bestimmung,  dagegen  folgt,  dass  2  c,  also  auch 
r  gleich  Null  »ein  muss.  Das  Froäurt  eiwr  complexen  Grösse 
e  +  di  in  die  ihr  co*^gi*te  c  —  di  ist  die  Summe  der  reellen  yua- 
drtUe  c'+d*,  mithin  immer  eine  positive  Grösse,  und  nur  dann 
gleich  NiUt,  wenn  c  +  di^^Q  ist;  dasselbe  keisst  die  Norm 
der  complexen  Grösse  c  +■  di.  Die  positive  Quadratwureel  aus  der 
Norm  }/  c'  +  d*  wird  der  analfßiseJie  Modul  dtr  complexen  Grösse 
c  +  di  genannt.  Die  cütijugirtca  Grüßsen  c  +  di  und/;— di 
haben  demnach  dieselbe  Norm  und  denselben  analytiseiten 
ModtU, 
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Wenn  man  jeder  vnn  7,wci  beliebigen  compiflxpn  GrUfwen 
a  +  b i  und  ^  +  di  respectivc  die  derselben  conjugirte  eoinjilexe 
Grüsse  a~hi  und  r  —  di  gegenüberstellt,  und  tob  den  Grt>8»jen 
0  —  bi  and  c  —  di  nach  den  aufgCKtetltcn  Regeln  die  Summe, 
die  Differenz,  das  Prodnct,  nnd  nnter  der  Vnrnusset/.nng,  das« 
c*  +  (i*  nicht  glcicli  Null  ist,  aach  den  Quotienten  nimmt,  so 
zeigen  die  resuUircndea  Ausdrucke 
(X)  (a—bi)  +  (r  — di)  =  a4-c— (&  +  rf)» 

(3)  (a  —  ft  1 )  —  (c  -  d  0  =  a  —  c  —  (6  -  dj » 

(8)  {a  —  bi]{c  —  di)^ae  —  bd  —  iad+be)i 


(4) 


rZTTT  =  («  -  * 'i-T^  +  ,-f|^ ') ' 


mit  den  für  «  +  &»  nnd  c  +  di  gebildeten  entdprectienden  Auu-j 
drücken  vcrgHctien,  d»ti8  jedesmal  der   reelle  Theil  der  gleiche^  I 
der  Factor  von  i  in  dem  rein  imaginären  Tlieile  der  entgegen- 
gesetzte ist.  Uurcli  die  wiederholte  Anwendung  dieser  lleobaebtting 
entstcLt  der    folgende    allgemeine  Satz.     Wenn  aus  einer  bdW'i 
bigcn    aber  beschränkten  Atuahl  von  romplcxm  (SrÖsam  a  +  bi 
c  4-  d  I ,  c  +/■»,. .  durch  eine  beliebige  aber  beschränkte  Atuahl  von] 
Operationtm  fies  AddirenSfSHbtrahirenSjMtUtiplinrens  und  Dividirf 
«n  Resultat  abgd4:i(et  wird,  das  nach  der  Trennung  des  reelim  uttd 
imaginären  Theiles   gleich  der  complrxm  (In'me  r  +  si  ist,  und 
icenn  hierauf  mit  den  tm  den  gegeb  meti  cot^ugirien  Grössen  a  —  6  * , 
c  —  d  i ,   e  —  fi  , .  .    dieselbe    Reihe  von  (Jperaiiotien    ausgeführte 
wird ,    so    ist    das  hert'orgefiende    Rcstdtat    gleich  der  eu  r  +  sij 
emjugirten  Grösse  r  —  s  i. 

Ein  aaf:  gegebenen  eomploxen  Klemcnten  anf  die  bezcich-j 
nete  Weise  erhaltener  Aasdruck  bildet  eine  Verallgemeinemng  der] 
Ansdrtlt'kc',    welche  durch  die    oiitüprcebeodcn    Operationen  anal 
reellen  Elementen  gebildet  worden,  und  von  denen  der  Etngun^J 
dicäes  Abschnittes  handelt.   Sobald  die  coraplexen  Grössen  a  +  hi^ 
c+di',  e  +  fi,..  nnr  durch  die  drei  ernicn  Pi  rund  Operationen 
verbunden    werden,    so    entsteht    ein    aJgfbraischr    rati<maler] 
garucr  Attsdrttrk  dieser  El rnimt€\  woleru  auch  die  Division  benutil 
wird,  entsteht  «'«  algebraisciier  rationaler  gehrocJ^ener  Attsdrucl 
dieser  Meim-nte. 

Wenn   die    Gleichung   (^1   des   gegenwärtigen   §   und    di< 
Gleichnng  (3)  des  vorigen  g  verbunden  werden,  indem  man  Ut( 


§27. 


Complexe  Zahlen. 


es 


coniug:irtcD  Factrtren  der  liiikon  Seite  nnd  die  ponjngirtfin  Ans- 
drllcke  der  rechten  .Seite  mit  einander  nmltiplieirt,  so  crbült 
man  die  Gk-icbunj?  (7)  dcA  vorigen  g 

Ivb  habe  es  aber  vorgczn@:cn.  diese  Glcicliung  zacrst  durcrh 
Ü{)eratioueu  abzuleiten,  die  sieb  ausschliessticb  aul' dem  Gebiete 
der  reellen  Oröascn  bewegen,  weil  ich  die  Gültigkeit  dieser 
Gleicbnn-^  als  eine  Thatsache  ansehe,  auf  welche  sieh  die  Theorie 
der  complexen  Grmsen  slflt/4,  und  iür  die  aus  dieser  Theorie 
zwar  ein  Beweis  aber  keine  Erklärung  entnommen  werden  kann. 
Nach  der  ciuf^lUhrten  Terminologie  lässt  sieb  der  Inhalt  der 
Gleiehang  so  aussprechen,  rf(WÄ  dif^  Norm  des  Products  von  s^cci 
vomplexen  Grössen  gleich  dtm  froduvt  der  Nonnen  der  beidett 
Factoren  ist. 

Um  sich  das  Wesen  der  complexen  OrHssen  leichter  ver- 
ständlich 7Q  machen,  kann  man  bei  ihrer  ßetrnchtnng  einen 
Gang  ciusebtagen.  der  »ich  dem  im  ersten  Abschnitte  Htr  die 
reellen  (irössen  genommeocD  Gange  anschliesst.  Es  mOgcu  zu- 
erst nur  solche  complexe  Grilssen  gebildet  werden,  hei  denen 
der  reelle  Theit  und  der  Factor  von  i  positive  oder  negative 
ganze  Zahlen  sind;  ans  complexen  GrOssen  von  dieser  Eigen* 
Schaft  a+hi,  c  +  di,  s+fi...  kann  durch  Anwendung  der  drei 
ersten  Grnndoperatiooeu  nnr  eine  eomplexe  GrüHwe  r  +  si  ent- 
»teheo,  bei  der  r  und  ä  wieder  positive  oder  negative  ganxe 
Zahlen  sind.  Es  ml^gen  zweitens  nur  solche  coniplcxc  GrtSssen 
gebildet  werden,  bei  denen  der  reelle  Thoil  und  der  Factor  von 
I  positive  oder  negative  rationale  Brflclie  sind;  aus  complexen 
Grossen  von  dieser  Eigenschaft  a  +  bi,  c  +  dt,  c+fi,..  kann 
darcb  Anwendung  der  vier  Grund  Operationen  nur  eine  complexe 
Grösse  r  +  si  entstehen,  bei  der  r  und  s  positive  oder  negative 
rationale  Brüche  sind.  Zu  einer  dritten  Gattung  gehil^ren  die 
complexen  Grlissen,  bei  denen  entweder  der  reelle  Theil  oder  der 
Factor  von  ('  eine  irrationale  (ii-JisBe  ist,  oder  Iniide  irrationale 
(tri'isRCin  sind,  (iaitsti  hat  eine  complexe  (irilssc  a  +  h  i,  hei  der «  und 
b  iiOiiitirG  oder  negative  ganze  Zahlen  sind,  eine  complexe  ganse 
Zahl,  eine  complexe  Grösse  a+  bi,  bei  der  a  und  b  positive  oder 
negative  rationale  BrUehe  sind,  eine  /komplexe  raiionah  Zahl  ge- 
nannt nnd  eine  Theorie  dieser  Zahlen  gegründet. 


M 


Complexo  Kinheiteu. 


Die  vorhin  bertlhrtc  Gleichnng  (7)  des  vorigen  §  drückt, 
wcim  a,  b,  e,  d,  g-aozo  Zahlen  sind,  den  Satz  au»,  daas  das 
Prodact  vod  zwei  Zahlen,  deren  jede  gleich  einer  Sammc  von 
xwei  ganzen  Quadraten  ist,  selbBt  gleich  einer  Summe  von  zwei 
ganzen  Quadraten  \»t  Es  sei  zuoi  Beispiel  a=l,  b=2\ 
c  =  2,  d  =  'i  so  findet  sich 

ae — 6rf=— 4,  öc-t-od=V, 

(oc— &d)*  +  (frf +ötij»=65, 
5.13=65. 

Auf  dem  Gebiete  der  positiven  and  negativen  reellen  Grüsset 
sind  die  beiden  Einheiten  -4-  1  und  —  1  vorbanden.  Aul  deui  Ge- 
biete der  complexcn  tirüssen  tritt  zu  diesen  beiden  die  imaffinärf 
Eitüieit  I  nnd  ausser  dieser  noch  die  eniyvfffnijeseUte  imaffinäre 
Einitcit  —  i  hinzu.  Diese  vier  Einheiten  sind  nach  der  vorhiii^ 
gegebenen  Delinitiun  (komplexe  ganze  Zahlen  und  haben  die  g^H 
meinsame  Eigenschaft,  das»  die  Norm  von  jeder  derselben  gleich 
der  reellen  positiven  Einheit  ist;  denn  die  complexe  Grösse 
X  +  yi  nimmt  nach  einander  die  Werthe  +  1,-1,  i,  — i  an, 
sobald  beziehungsweise  a:^l,  ff^O,  dann  x^  —  1,  y  =  0, 
hierauf  a:  =  0,  y=\,  und  endlich  j:  =  0,  ff  =  —\  genommen 
wird,  uud  für  jedes  Paar  dieser  ganzzabligen  Werthe  gilt  die 
Gleichung  a;"  +  y'  ^  1.  Wenn  jetzt  testgeaetit  wird,  dass  jede 
complexe  ganze  Zald  x  +  yi,  Ülr  welche  die  Gleichung  x"  -\-y*  =  \ 
erfUilt  ist,  eine  Einheit  heissen  soll,  so  läset  sich  zeigen,  dass 
OS  aussei'  jenen  vier  Einheiten  keine  anderen  giebt.  Es  kann 
durch  zwei  positive  oder  negative  ganze  Zahlen  x  und  y  die 
Gleichung  x*  +  y*^l  nicht  crHUlt  werden,  wenn  eine  der  bei- 
den ganzen  Zahlen  einen  grosseren  numerischen  Werth  hal:  als  1, 
denn  schon  das  Quadrat  der  Zahl  Zwei  ist  gleich  4.  Auch 
können  nicht  2-  uud  y  beide  uumcrisch  gleieh  der  Einheit  sein, 
weil  X*  +  y*  dann  gleich  Zwei  wtlrde.  Also  erlaubt  jene  Glei- 
chung nur  die  vier  Auflüsungen,  bei  denen  entweder  x  =  l,  ^^=0, 
oder  x=— l.  y=0  ,  oder  ;/;— 0,  v=l  oder  a;=Ot  ff  =  —  l  ifllfl 
Dieselben  bringen,  wie  schon  bemerkt,  flir  x  ■¥  yi  die  vier  Werthe 
hervor 

+    \y      -1,       +i,       -i, 


«arr. 


Complexe  Einbeiten. 
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und  diese  sind  demnach  die  vier  einigen  im  Gebiete  der  f<»aplexm 
Orössen  vorkMidaten  J^nheiten. 

Diese  vier  Einheiten  krmnen  an»  der  iniftginilreD  Einheit 
t  erhalten  werden,  indem  man  dieselbe  suecc8sivc  mit  sieb  selbst 
maiciplicirt  oder  ant'  ganze  Potenzen  erhebt.  Vermöge  der  fUr 
die  Maltiplication  geltenden  Hegel  kommt 

i»r=t,  i«==-l,  t'  =  -i,  t*==l,  i'^^i,  ... 

Nachdem  bei  der  Erhebung  auf  die  vierte  Potenz  der  Wcrtb 
der  positiven  reelloD  Einheit  erschienen  ist,  vriederbolen  sich 
die  Werthc  i,  —1,  — »,  +1  in  regelmässiger  Folge.  Um  daher 
den  Wertb  einer  beliebig  hohen  positiven  Potenz  von  i,  etwa  »'' 
zu  6nden,  ist  der  Exponent  v  durch  die  Zahl  4  zn  dividiren 
and  der  zugeordnete  Rest  q  zu  bestiuuuen,  der  noch  §  9  eine 
der  Zahlen  0,  1,  2,  3  Kein  mnss.  Dann  wird  die  in  Rede 
slcbeude  Aat'gabe  durch  die  Gleichung 

griOet;  das  Zeieben  t"  stellt  die  reelle  positive  Einheit  dar. 


f  38.    Z«rlegT>arkelt  von  jeder  Fnnotion  des  xwelien  Oradei 
aliMr  Variable  bei  Anwendang  der  Reohnong  mit  oomplezen 

Chrttaien. 

Die  im  §  25  angestellte  Ketraebtnng  der  rationalen  ganzen 


fix) 
Function  des  zweiten  Grades  ^-^-^  -^ 

a 


^x*  +  — ^  I  4-  — *  schloBs  mit 
flu  a. 


fix) 


dem  Resultate  ab,  dass  die  Function  - — -  entweder  den  Werth 

o,.  - 

NqII  annehmen  kann  nnd  dann  gleich  einem  Prodnct  von  awei 
Factoren  des  ersten  Grades  {x-~a){x—ß)  wird,  oder  nicht  den 
Werth  Nnlt  annehmen  nnd  dann  auch  nicht  gleich  einem  solchen 
Prodnct  {x  — ü)(.r  — /*)  werden  kann.  Die  Einlllhmng  der 
Recbnong  mit  complexen  Gri^ssen  bat  nun  die  Wirkung,  diesen 
Unterschied  autzuhcben.    In  dem  zuletzt  erwähnten  Falle  wurde 

die'Function  — ^  gleich  dem  Ausdrucke    (11)  des  g  24,   bei 

welchem 

4o,a,-a;>0,  JS=l/i^.-^ 
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All^meioe  ZcrltgrbAriuit  einer  Function  zwciUm  Ondra.       §  38. 


war,  also  galt  die  Darstellung 

Bei  der  Anwendung  der  Itechnung    mit   compt^uen  Grossen 
wird  die  Quadratsftmme  der  rechen  Seite  gleich  dttn  Product 


(S) 


x  + 


^-•■#-^-•4 


M 


i 


dessen  awei  Factorm  in  Bejsvy  auf  die  Variabh  x  von  dem  ersten 
Gtad^  sind.  Damit  treten  äffe  yaneen  Functionen  des  eweit^n 
GratUs  nnf  eine  und  dieselbe  Stute;  jede  ganxe  Fitndion  des 
Mweite»  Grades  von  x  kann  als  ein  i'roduei  von  nvei  Faetoren 
des  ersten  Grades  von  a:  dargestellt  werden ,  und  die  tttgetn-dnete 
Gleichung  hat  stets  ewei  Wuredn.  Dns  Product  (2)  lässt  sieb 
zum  Verschwinden  bringen,  indem  .r  entweder  einen  complexcn 
Werth    erhült,   durch    den    der  erste  Factor  gleich  Null  wird, 

nämlieb  den  Wcrth  ^,  =  —  -z-^  +  »-^ «  «xier  indem  x  einen  com- 
plexen  Werth  erhält,  durch  den  der  zweite  Factor  gleich  Null 


wird,  nämlich  den  Werth  |,  =  — -«■' iB.      Die    Gleichnng 

f(§)t=0  bat  in  Folge  dessen   die   beiden  eomplexen  Wurzeln 


(3) 


^,=-it+iß.    ^.  =  - 


2a. 


iB, 


und  stvar  sind  diese  Wiirzdn  von  ei?uituier  verschieden,  weil  ihre 

Diffcrenx  den  Werth 

(4)  £^-£^  =  2iB 

crgicht,    tmd  ^B  nicht   gleich    Null  ist.    Da   sieh   die   beiden 

Wurzeln    nur  durch   das   Vorzeichen  des    Factors   von  1  unter- 

Hubeiden,  bo  sind  sie  zu  einander  conjugirt. 

Eine  complexc  Grosse  y  +  dt,  welche  weder  gleich  $,  noch 
gleich  ^,  ist,   kann  den  Ausdruck    (2)   nicht  zu  Null  mach 
Denn  sonst  rnttsste  das  Product 


4 


(,  +  ,i^.^_^(,  +  „  +  _?.+,B) 


ichen,     J 


gleich  Null  sein,  ohne  das»  einer  der  beiden  Factorcn  gleich 
Null  wUre,  uud  das  i^t  nach  dem  letzten  Satxc  des  %  26  uu- 
mOglieh.   D<i}u:r  hat  die  Gleichung  f{s)=^  in  dem  gegcnwüriigcn 


t  36w       AUffcmcioe  Zorlegliarkeit  einer  Ftmotion  xwciten  Grades. 
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^Fofie,  wo  die  VerbiMdung  4o„a,  ~oJ  posi/tV  ist,  Hie  beiden  m 
(3)  begatteten  conJH^irien  conipiexcn  Wuredn  und  ausser  diesen 
keine  andere  Wunei. 

In   dem  drilten  Beispiele  (17)  dos  §24    war  die  FuDclioa 

»ben,  uml  i?=-l'^3  .    Die  conjugirten    comploxen  Woraeln 
der  ZQgebörigen  Gleicimng  aind  demnach 

Weno  man  die  in  (3)  clcfinirteo  comploxen  Wurzeln  5,  und^, 
der(;ieicbuDg /*(^  =  0  rUckwärtsin  die  Kactoren  de»  Ausdruck» 
(2)  einfuhrt,  so  crbHlt  derselbe  die  Gestalt 

welche  mit  der  Gc»talt  von  (1)  und  (2)  In  §25  ^uz  über 
einstimmt. 

Nunmeitr  imnett  die  Wurzeln  dtr  quadratischen  Gh-ichuntj 
^(^)^0  für  alle  drei  utttersrhiednien  Falle  durch  dicselbeti  Aus- 
drücke dargestellt  werden^  nämlich 


IVTi- 


I. 


-^^-»^•=-^  — 


Die  Grösse  ot  iei  eine  Wtusel  der  Giciehung 
(7) 


wuZ  #iAir,  wenn  4  a„  a,  —  «J  <:  0  ijrf,  rfie  po«i7ire  ^arfra/irwr^rf 

(Utf  t/cr  Grösse —^ — ^j    «k-mm  4a„«,  — oJ  =  0  is(,  glddt 

Attü,  «»rtiM  4a„«,  — rt?>0  ist,  gleich  dim  Prodtiet  aus  der  ima- 
ginären Jt^inhdt  i  in   die  positive  Quadrafwiired  aus  der  Grösse 

^«,«,  —  a?_      pf-^   ^f^  Summe  £.  +  ^     und  für   das  Product 

li  ^s  folgen  am  (6)  durrh  eine  leichte  MecMnung  die  Gleichungen 

f8) 

Mit  Hülfe  der   Wureeln  ^,  und  ^„  die  in  (6)  ausgedrüekt  sind. 


8B  Reine  Oleichnngen  eines  lieliehiffen  Cradet. 
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wird  die  FmuHcn  fix)  gleich  rf«m  Product  von  ewei  Factorcn  des 
ersten  Grades  in  Bcjrug  auf  die  Variabl«  x  ■ 

(9)  f{x)=a,{x~i,)[x-l,^.  \ 

Dk  beiden  Faciorm  (j  — f,)  und  (x  —  f,)  sind  für  mwn 
l>diebig  veränderlif^hen  reeitcn  Wnih  von  x,  wenn  4  a„  a,  —  a*  <C0 
ist,  rffU  und  von  einander  rersehirden,  wenn  4a„(i,  —  a\^0  ist^ 
rtxU  und  einoftder  gleich,  wenn  ia^  o,—  o'^-O  is<,  complcx  nnd 
eu  einawler  eonjugirt.  Niemals  ist  es  möglich,  die  Function  f{x] 
für  einen  beliebigen   Warth  von  x  durch  äne  Gleichung  . 

f(x)  =  a,(x-e,){z~Q,)  ^ 

auf  eine  von  der  Gleichung  (9)  verschicäfne  Weise  in  Faderen 
eu  etrlegcn.  Die  Anualimc,  dam«  g,  von  ^",  and  ^,  verRchieiten 
8ci,  und  dass  p,  von  ^,  nnd  5,  verschieden  sei,  fuhrt  »Umlioh 
dnrehanft  z,n  ebcnsolcliea  Widersprüclieu  wie  die  oben  erörterte 
Annahme,  dass  es  in  dem  besondcrn  Falle  von  zwei  complexcn 
coDJQgirtcn  Wnrzeln  ^,  nnd  ^,  eine  von  diesen  verschieden 
Wurzel  gebe. 


1 


628.     Rain»  Olelohongen  elnea  belleblg-en  bohm  OraAM  ▼ob 
der  0«st&lt  lo'^G, 

Die  mitgetheilte  allgemeine  AuftH^nng  der  quadratischen 
Gleichung  f(^i=0  ftlhrt  auf  die  Gleichung  (7)  des  vorigen  § 
zurück,  durch  welche  eine  Grösse  ta  bestimmt  wird,  deren 
Quadrat  gleich  einer  gegebenen  Grilase  sein  soll.  Fine  Gleichung, 
durch  welche  eine  Grösse  la  verlangt  wird,  von  der  die  posiiioe 
gmae  tUe  Poten£  gleich  einer  gegebenen  Grösse  C  sein  solli 

{!)  (./  ^  C 

keistt   eine    reine  Gleichung  des   ntim    Grades^    auch  eine  neei- 

gliedrige  oder  binomische  Gleichung  des  ntttt  Grades. 

Die  Gleielning  (7>  deu  vorigen  $  i»t  demnach  eine  reute 
guadratische  GieicJtung,  Die  reine  Gleichung  des  »ten  Orad«« 
(1)  enthält,  wofern  C  eine  positive  Grösse  ist,  dieselbe  Forde- 
rung, mittekt  welcher  in  §14  und  »pUtcr  in  §20  des  ersten 
Abschnittes  die  positive  nie  Wttreel  mts  einer  positiven  Grösse  C 
detiiiirt  worden  ist.  Der  an  jenen  Stellen  bewiesene  Sat/.,  dass 
die  positive  nto  Wurzel  aus  der  positiven  Grüssc  C  dinlctdig 
besÜmmf  ist,  sagt  nichts  anderes  aus,  als  dass  die  Gleichung 
(1)  bd  einetn  pusitiven  C  eitw  und  nw  eine  positive  Wursd  hat. 


139. 


Beine  OleiohiiiiKen  einn  beUebiffen  Grades. 


Ob  die  Gleicbang  (L)  bei  einem  positiven  C  auch  darcb 
tive  Wurthc  vou  u  beVriedi(;t  werden  k(5niie,  ist  im  erateo 
Jmchuittc  nicht  crllrlcrt  worden,  ksnn  indeiwen  scbr  Icicbt  bc- 
itimmt  werden.  Weil  eine  negative  Gröwse,  eine  ungerade 
Zahl  von  Malen  mit  sich  selbst  multipüeirt.  ein  ncf^ativcs  Rc- 
goltat.  dngegeu,  eine  gerade  X:ibl  von  .Malen  mit  Hieb  selbst  mul- 
tiplicirt,  ein  poeitive»  KeHultat  liefert,  »o  kommt  en  darauf  an, 
ob  die  Zahl  «,  welche  den  Grad  der  Gleichung  (I)  ausdrückt, 
ungn-ade  oder  grrwle  ist.  Wenn  w  eine  ungerade  Zahl  ist,  ho 
kann  keine  negative  Gr<>sgc  m  auf  die  ntc  Potenz  erhoben  gleich 
der  positiven  Grösse  C  werden.  Wenn  dagegen  »  eine  gerade 
Zahl  ist,  HO  wird  die  in  Rede  stehende  Gleichung  durch  die  mit 
der  negativen  Einheit  mulliplieirtc  vorhin  definirtc  positive  ntc 
Wurzel  aus  C  ebenfalls  erfilllt.  Ausser  dieser  negativen  Grösse 
kann  dies  aber  keine  von  derselben  verschiedene  negative  OrtSaae 
leisten;  denn  sonst  mtlsstc  die  betreffende  Gvftsse  durch,  die 
Mnltiplieation  mit  der  negativen  Einheit  aus  einer  von  der  7.aerst 
aitgcwcndetcn  Wurzel  verschiedenen  positiven  Wurzel  erhalten 
werden  kt^nnen,  und  eine  solche  giebt  es  nicht. 

Sobald  die  Grösse  C  negativ  angenommen  wird,  und  «  eine 
ungerade  Zahl  bedeutet,  so  giebt  es  keinen  positiven,  di»^egeii 
einen  nnd  nur  einen  negativen  Wcrth,   welcher  die  Gieicbung 

(1)  t»efriedigt.  Denn  nach  dem  so  eben  Erlirtertcn  hat  die  Glei- 
chung 

(2)  w'"=-C 

eine  und  nur  eine  positive  Wur7.el,  nnd  deren  negativ  genom- 
mener Wcrth  gentigt  der  Gleiilinng  (1).  Ute  Gleichung (I)  kann 
alter  keine  andere  negative  Wur^l  lialreii,  weil  eine  solche,  mit 
der  negativen  Einheit  multiplicirt,  eine  -andere  positive  Wunsel 
der  Gleichung  ('2)  liefern  würde. 

Sobald  endlich  die  Grösse  C  negativ  angenommen  wird, 
und  H  eine  gerade  ZaJd  bedeutet,  tio  existirt  keine  positive  oder 
negative  Gr^se,  welche  die  Gleichung  (1)  erltlllt,  weil  die  Er- 
hebung auf  einen  geraden  Exponenten  stets  ein  positives  Resul- 
tat erzeugt.  Daher  findet  in  diesem  Falle  schon  bei  der  reinen 
quactratischen  Gleichung  die  Einfuhrung  der  imaginären  Grössen 
ihren  Flatz.    Di«  reiue  quadratische 


Ol' 


=  u 


Anwcndttng  der  trigonometrivcbpn  Fiinctioncn. 


8» 


ten 

J 


xeigt  die  beiden  rein  iiuaj;inHren  einander  cnt^^epen^sctzten 
Wurzeln 

Die  ^'rage  nach  der  Anflösnng  der  reinen  Oleichnng  d< 
nten  Grades  (l)  kann  nun  die  allgemeine  Fassung  crlialten, 
doss  alle  recllcii  oder  cnmplcxcn  Grrisscn  verlangt  vrcrden, 
welche  dieser  Gleichung  genügen.  Dieser  Frage  entspricht 
die  allgemein  gültige  Antwort,  äass,  wenn  die  Cfrösse  C 
nicht  gleich  Null  i.*!t,  die  hrtreffpjtde  rtnnr  Gleichunfj  dfs  itten 
Grades  immer  (fetiau  n  von  einander  verschiedene  Wurecin  hat. 
Durch  dieses  Itcsultat,  n-cichcs  sogleich  abgeleitet  werden  soll, 
bestätigt  sich  der  Wcrth  der  Eiunihniiig  der  complexcn  OrOssen^S 

§  30.  BaTitellung:  einsr  oomplaxan  Grösse  mit  diiwendaiiir 
dSB  Sinus  und  d«s  Coslnns  «Inos  xng^ehÖTlgen  Winkels.  Ent- 
sprechende Derstellong  einer  g^snzen  Potenz  einer  oomplexe& 

Orötse. 


Wenn  cb  ilaranf  ankommt,  alle  complexen  GrJ^ssen  a  +  bi 
za  betrachten,  ^velche  Ihr  to  gesetzt  die  Gleichung 

(1)  w"=(; 

crnillen,  bei  der  wir  nna  zunächat  wieder  Cgieich  einer  reell 
poRiiiren  GrKsso  denken  wollen,  so  ist  von  der  complexen  Grösse 
«  4-  hi  die  positive  ganze  «to  Fotenz  nach  den  ftir  die  Malli- 
plieation  der  coniplnxen  (inlnscn  geltenden  Regeln  za  bilden. 
Diese  nte  Potenz  besteht  aus  einein  reellen  Theil  r  und  einem 
rein  imaginären  Theil  siy  wo  r  und  s  algebraische  riitiunnle 
ganze  Ausdrücke  der  Elemente  a  und  h  sind,  und  weil  r  +  5t  = 
C  sein  boII,  so  mnsg  der  reelle  Theil  r  gleich  der  gegebenen 
reellen  Grfisse  C  und  der  iinaginilrc  Theil  si  gictcli  der  Null 
sein,  wodnreh  dns  Verschwinden  des  reellen  Factors  s  bedingt 
isL  Rs  treten  daher  an  die  Stelle  der  einen  Gleichung  (1)  di 
beiden  Gleichungen 

(2)  r  =  C,    5  =  0, 

und  dienen  zu  der  Bestimmung  der  beiden  reellen  Ordssen  a 
und  b,  aus  denen  sich  die  complexc  Grüsse  a  +  i  t  zuBammeiK 
setzt  ^ 

Die  Bildung  der  »ten  Potenz  (a  -\-  bi)    kunn  nun   mit  Hin- 
zuziehung von  gewissen  lltlltsvorstellnngcn  auf  eine  eigentbü 


i 
leiM 


I 
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liehe  Art  bewerkstellig  werden.  Kinc  complcxc  Grösse  a  +&», 
die  nicht  gleich  NdII  i.xt^  hat  nach  einer  in  §  2(>  gemni-htcn  Hc- 
merkang  eine  von  Null  veröchicdene  Norm  o*  +  6",  und  daher 
aach  eineu  von  Null  vcrBchiedeuen  atmlytisc/iCH  Modul,  die  po- 
(litivc  QnadratwQreid  |/n'  +  h*  .  Üeslialb  darf  jede  von  Null 
verHi'Iiiedcnt;  pdmplexe  Grösse  durch  ihren  nnalvtEschcn  Modul 
dividirt  und  mit  demselben  maltiplicirc  werden^  so  dass  die 
Gleich  ang 


(3)        a  +  ft»  =  l/a*  +  M  (-7^ 


+ 


t  hat  jetzt   die 


entsteht.    Der   Fartor  .  ,  -,-  ->^ 

Eigcnscbali   das»   seine  Norm  oder   die  Summe  der  Quadrate 

der  reellen  Grössen  ,  ,: =-  und  -y —  deich  der  Eiu- 

beit  lat.  Die  (jleiche  Eigen-schafl  kennt  man  bei  lien  trigOHo- 
metrischcn  Functionen  Sinus  und  dominus  eines  Kinkels.  Es  möge 
in  einer  Ebene  von  einem  festen  I*nnkte  aus  eine  gerade  Linie 
gezogen  und  diese  Linie  nni  den  festen  Punkt  in  einem  beistimm- 
len  Sinne,  etwa  von  der  linken  zur  rechten  Hand,  gedreht  werden. 
MuD  betrachtet  die  Winkt'!  fp^  welebe  die  ursprlinglicli;  gcxogene 
Linie  mit  denjenigen  I^agen  der  Linie  bildet,  die  ans  der  Dre- 
hung derselben  hervorgehen,  nnd  sagt,  dass  ein  Winkel  ini  er- 
sten, lEweiteu,  dritten,  vierten  Quadranten  liege,  Je  nnebdem  sieh 
derselbe  zwischen  Null  und  einem  licchtcn,  '/.wisehcn  ein<:m  nnd 
iwei  Rechten,  zwischen  zwei  nnd  drei  Itechten,  oder  zwischen 
drei  nnd  vier  Rechten  befindet.  Der  Cosinus  nnd  der  Sinus  eines 
Winketü  sind  positive  oder  negative  Zabicngrüitscn,  deren  nu- 
merischer Werth  niemals  die  Einheit  Übertrifft.  Der  Cosinus 
bewegt  sich  für  einen  den  ersten  Quadranten  stets  wachsend 
durchlaufenden  Winkel  abnehmend  von  1  bis  0,  tUr  einen  den 
zweiten  Quadranten  stets  waehttend  dnrcldaufeuden  Winkel  ab- 
nehmend von  0  bis  —  1,  in  dem  dritten  Quadranten  wachsend 
von  —  1  bis  0,  in  dem  vierten  Quudranten  wachsend  von  0  bis 
1.  Der  Sinns  bewegt  sieh  Ihr  einen  den  ersten  Quadranten  stets 
wachsend  dureblanfendon  Winkel  wachsend  von  0  bis  1,  flir 
einen  den  zweiten  Qnndrauten  stets  wachsend  dnreblanfenden 
Winkel  abnehmend  von  1  bis  0,  in  dem  dritten  Quadranten  ab- 
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nehmend  von  0  bis  —  1,  in  dorn  vierten  Quadranten  waoliseDd 
von  —  1  bis  0.  Für  denw-lbfn  Winktl  ist,  wie*  scliou  bemerkt, 
die  Humtni:  dt^r  Qnadrate  do8  ('osinuii  and  dvs  Sinus  stets  gleich 
der  Kinheit;  werden  7,wei  /.nsainnienKehürigc  positive  oder  ne- 
gative reelle  Werthc  gegeben,  welclic  die^e  Iiedingnnf>:  ertUUen, 
90  gehört  rcspectivc  za  dcnticibcn  als  Cosinus  and  «i^iuus  ein 
innerhalb  der  4  Quadranten  völlig  bcstiumiter  Winkel.  Aus  die- 
sem Gründe  giebt  es  einen  innerhalb  der  4  Quadranten  völlig 

bestimmten  Winkel,  dessen  Cosinus  gleich  der  Grösse  — ,—  ^ — ^^ 

und  dessen  Sinus  gleich  der  GrOsee  ,  , ist  Der  Winkel 

selbst  soll  nicht  durch  die  Zahl  der  in  demselben  entbaltcucn 
Grade,  soudcru  durch  das  VcrhältnisB  gemessen  werden,  in  wel- 
chem bei  einem  mit  einem  beliebigen  Radius  bescbricbcnen 
Kreise  die  Längß  de«  dem  Winkel  zagchifrigon  Kreisbogens 
•m  dciu  KrcisrlLdius  steht.  Wenn  eine  an  und  lllr  sich  völlig 
bestimmte  Linie  als  die  Kiubcit  der  Uluge  aogcnommcD  und 
auch  zum  Kn'isradius  gewählt  wird,  so  ist  fUr  diesen  Kreis  die 
Länge  des  betreffenden  Bogen«  selbst  da»  Mass  des  zugeordneten 
Winkels.  Der  Fläcbenraum,  der  von  dieser  Kreislinie  eiugc- 
schlosaen  wird,  ist  bekanntlich  gleich  dem  Producte  aus  dem 
Quadrat  der  Längenein licit  in  die  feste  Zablcugrösse  /r  = 
3,Ul.'jy26..  Die  Länge  der  ganzen  Kreisperipherie  wird  dann 
durch  '27t  ausgedruckt. 

Die  Bogenlänge  (p,  welche  in  diesem  Kreise  einem  Winkel 
von  »I  Graden  eutepricbt,  findet  sich  demgemäss  durch  die  Pro- 
portion 

so  dass  dem  rechten  Winkel  die  Bogenlänge  ^  zugehr.rt.    Durch 

die  beliebig  gegebenen  reellen  positiven  oder  negativen  Grössen 
a  nnd  b  wird  somit  vermöge  der  Gleichungen 

(4)  .  =  cos  rr,    —--    —    —  =  sin  tp 

ein  Winkel  tp  innerhalb  der  vier  ersten  l^uadrautcn,  die  den 
Kreis  ernillen,  vollständig  bestimmt. 

Lässt  man  die  Drchaug  der  Linie,  welche  den  Winkel  q 
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hervorbringt,  in  dciuselbon  Simie  weiter  geben,  so  kommt  die 
Linie  in  Lagen,  wclciic  sie  nebou  eingeuummeu  hatte,  und  die 
Wertbe  de»  Cosinus  und  des  Sinus  werden  den  trtliicr  erhultcucu 
beziebung« weise  gleicb.  Kine  Vergriigserung  des  Winkels  tf  am 
eine  volle  Krei^iteripbenc  -In  ändert  weder  den  Cosinus  noch 
den  Sinus,  so  dass  die  Oleicbungcu 
(5)  008 (fp  +  2 /r)  =^  cos y,    siu(q>  +  2.t)  ^^siny 

gelten.     Bei  einer  wiederholten  Uiiidrebung  kehren  dieselben  Er- 
scheinungen   wieder,    darum   besteben  tUr  jede   positive  ganze 
Zahl  $  die  Gleichungen 
(G)  cosfijf» -I- 2Äff)^coaff,    sin(^+  2«7r)  =  8in^, 

Während  der  Cosinus  und  der  Sinns  eines  Winkels  tp  als  tri- 
gonouietrische runctiomn  dieses  Winkels  beÄciehnct  werden,  heisst 
der  Winkel  <f  diis  Aryunu'iä  einer  jeden  zugehörigen  Function,  und 
die  in  den  Glcichungcu  (f'-J  auögcdrUtktc  Kigenschatt,  dass  die  tri- 
gonometrischen Functioueu  immer  wieder  dieselben  Werthe  an- 
nehmen, wenn  der  Winkel  ^  um  dieselbe  Grosse,  nämlieh  deo 
Wcrtb  27if  wächst,  maubt  sie  zu  periodischen  Functionen  des 
Arguments  q>  mit  der  Periode  2  :t.  Ausser  derjenigen  Drehung 
der  in  einem  Punkte  festen  Linie,  durch  die  nach  der  gegebenen 
Vorschrift  der  Winkel  ip  erzeugt  worden  ist,  und  die  von  der 
linken  zar  rechten  Hand  giug,  ist  auch  eine  von  dei-selben  An- 
fangslage ausgehende  Drehung  im  cntgcgcngeeetzten  tSinue  zu- 
lässig. Wenn  man  den  auf  die  letztere  Art  üntstehendeu  Win- 
keln negative  Werthe  der  GrUsse  (p  entsprechen  lässt,  so  ist 
die  Lage  der  gedrehten  Linie  lllr  ein  negatives  if  dieselbe,  die 
den  Wcrthen  tf  +  '2'f,  if  +  I/t,  u.  a.  1.  zugebiJrt.  Der  Cosinus 
and  der  Sinus  des  Winkels,  den  die  gedrehte  Linie  mit  der  An- 
fangslage bildet,  sind  lllr  alle  vcrsebiedcneu  Lagen  der  gedreh- 
ten Linie  definirt,  indem  sie  fUr  alle  zwischen  ü  und  ^.-r  lie- 
genden Werthe  des  Winkels  tf  deKnirt  sind,  und  damit  tUr  eine 
wiederkehrende  Lage  der  Linie  auch  die  Werthe  des  Cosinus 
und  Sinus  wiederkehren,  muss  festgei^etzt  werden,  dass  die  Glei- 
chungen (6)  tUr  alle  positiveu  und  negativen  Werthe  der  Grösse 
tp  gflitig  sein  sollen.  So  bekommen  die  Functionen  eos^ 
und  sin7>  die  Eigcnscball;,  auch  dann  respective  ihre  Werthe  un- 
geäudert  zu  behalten,  wenn  das  Argument  <^  am  eine  beliebige 
Anzahl  von  ganzen  Vielfachen  der  Periode  2ii  vermindert  wird, 
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und  die  ßcdeQtang  von  .?  in  den  Gleichungen  (Öl  eretrefkl  sich 
auf  aile  posUirtm  utul  w;(/ain>tM  tfansen  /akl«H. 

ludeiu  dL^^  als  positiv  dctipirte  analytlsehc  Modal  K"'  +  Ä" 
durcli  ß  bezeichnet  wird,  giebt  die  Anwendnn^  der  Gleirliun^n 
(4)  auf  die  Gleirliiiiig  (3)   ftlr  jede  von    der   Null  rcrst-biedcne 
complexü  Uri^use  a  +  Ai  die  Darätellung 

(7)  a  +  bi^=QicQ%q'  +  tsiii^). 
Es  werde  nun  eine  t>eliebigc  zweite  complcxc  Grüssc  c  +  dl 

genau  enteprecbend  bi^liandelt,  der  analytiBclie  ModuJ  Vc*  +  d* 

gleich  o  gesetzt,    und  durcb    die  Gleiehnugen   —  =cos;i:  ond 

~  =^mnx  ein  WinlLcl  x  bestimmt,  dann  gilt  die  Gleichung 

(8)  e  +  rfi  — ü{e083f  +  isin/l. 
Wir  bilden  jetzt   das  Product   {a  +  hi){c  +  tli)  und  den  Quo- 
tienten —  ■  - ,  indem  wir  die  betreffenden  Operationen  zuerst 

mit  den  beiden  analytischen  Modtiln,  dann  mit  den  Kactoren 
oosr/'  +  isinr/i  und  cos/  +  (sinz  voniebmcn.  Das  TrodHCt  giebt 
die  Ent Wickelung 

(9)  (umtf  +  iumtf]  (eos^  +  'siux)  = 
cos  ^  cos  X  —  ein  r;^  sin  z  +  «(siu  qnposy  +  cosqr-sinz)- 

Es  ist  aber  naeb  einem  Fiindamenrnlsat/^  der  Trigonometrie 
ftlr  Jedes  Argument  lyi  und  x  der  reelle  Tbcil  auf  der  reubteu 
Seite  gleich  dem  Cminm,  der  Factor  von  i  auf  derselben  Seite 
gieii'h  dem  S'mm  der  Smmm  dtr  Argumente  tf -^  x }  ond  deshalb 
bestellt  die  Gleichung 

flO)  (cos7>  +  i8iinp)(co8z  +  jsin;f)  =  coa{<f  +  ;f)  +  i8in(y  +  x)- 
Was  die  Division  anlangt,  so  hat  die  Gleichung  c«R'z  +  8in*x=  I 
zur  Folge,  dasM 

(11)  :-; — .^co«y  —  »«inr 

'  WIB/  +  iBin/  '^  * 

ist,  uud  daher  ergiebt  sich  für  den  Qnoticnten   — ,  .    ' 

i:o«X  "*'  *  ""*/ 

durch  Entwickeinng  de«  statt  seiner  zu  Hetzenden  Products 
{cosy  4- isin<f)  {co«  ;ir  —  isin/)  und  durch  Anwendung  der 
fundamentalen  Uarstelluugen  von  coa(^  —  x)  ""*i  ^*^i*P~X)  der 
Aufdruck 
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(12)  — ^  ,    .  .—  =  cos (75  —  z)  +  < «in itp  —  X)- 

Demnach  wird  das  Prmluct  und  der  Quotient   der   gegebenen 
cnmplcxeu  GrriHsen  a  4-  bi  und  e  +  di  dareb  die  Gluirhunii^cn 

(13)  (a  +  6ti(f  +  di)—  (fa{c<a{ff  +  x)  +  »8m(f/>  +  zJ), 

(**)  l  +  di  ^ "f" **^****'i'  —X)  +  iHin(v>  -  X)) 

dargestellt 

Wenn  fllr  eine  Ijelieltige  coiitplexc  (JrtiAse  i>  +  3  ■  ein  Aus- 
druck Torliegt 

(lö)  p  +  qi=  t(co8i/'  4-  (^in  (/•), 

in  dem  r  eine  positive  Gr5g&e,    i/'  eine  reelle  Grösse  bedeutet, 
so  ist  t  nothweudig  glcicli  dem  ftnaly tischen  Modul  |//i'  +  q* 

P 


und  der  Winkel  i/'  durch  die  Gteichangen 
9 


=  COB  V, 


1/jü«  +  ?' 

.  ^^ :=  sin  1/'  bcbtinmit.     Denn    die    vorauBceBetztc   Glei- 

chang  tielit  <Iureh  Trennung;  des  Kceticn    und    des  Imaginären 

die  Gtoieliungcn 

/>  —  I  cos !/',    5  =  e  sin  t/' 

Dach    sich.     Durch    Quadrircn    und   Addircn    der  Qlelvbungen 

kommt,  da  cos*  ■/'  +  sin'  (/'  =  1   ist, 

and  weil  i    eine  positive   Grösse   sein    soll,    so   ist  r  gleich  der 
posilivcn  Quadratwurzel  V;»'  +  7' 

: 


oder  dem   analytischen  Mo- 
dul der  Grüsaejj+i^.     Üiesei-  Werth    von  r  bringt    die  Glei- 


chungen 


^  =  coa  1/'. 


^fiini/'  hervor.  Durch 


diese  Oleichnngen  ist  aber  der  Winkel  i!>  in  der  Weise  bestininit, 
rdass  xwoi  derselben  entspreclicude  Winkel  nur  um  ciu  ganzes 
Vielfache  der  vollen  Peripherie  2/r  verschieden  sein  können. 
In  den  Gleichungen  (13)  und  (14)  haben  wir  auf  der  rechten 
Seite  AuscUlicke  von  der  in  i]b)  Iwzeichiieten  iles*liafFenheit :  denn 

weil  p  und  (7  positiv  sind,  so  ist  sowohl  ga  wie  auch  ^  poei- 

liv,  und  weil  </>  und  x  reelle  Grössen  Rind,  darum  ist  thrd  Humnio 
y  +  X  wnd  ihre  Differenz  if  —  z  ebenfalls  reell.     Deshalb  ist  per 

der  analytische  Modul  des  Products  und       der  analytische  Mo- 
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dul  des  Quotienten,  die  sich  iKzietinngsweise  anf  der  linken 
Seile  befiüden.  Das  erstcre  von  diesen  Ergebni8si.'n  kann  Übri- 
gens BOB  der  GlcicbuDg  (7)  des  §  26  unmittelbar  abgeleitet  wer- 
den, and  liieraaf  dai4  zweite  au»  dem  erBteren.  Dureb  Wieder- 
boluns  derselben  .Scbluasweiae  gelangt  man  zu  dem  Satze,  das& 
der  oJUilytiKcJw  Modid  eirtes  ProdtKts  mehrerer  compU-xm  Fac- 
torm  gleich  dem  Prodwii  der  Moduln  der  chisdn*^  Factoren  ist. 
Um  ans  der  Gleichung  (13)  eine  DarstcHunK  der  PotenKcn 
der  Grösse  a  +  bi  zu  erhalten,  setzt  man  /.uuäebst  c  +  di^ 
a  4-  6*,  wodurch  o^q,  )(  =  ?■  wird,  und  die  Gleichung  eutstcbt 

Wird  lerner  {a  +  ii)'  lllr  r  +  di  genommen,  so  stellt  p*  deo 
Modul  (J,  und  2fp  den  zugeordneten  Winket  x  ^^^t  ^ind  die 
wiederholte  Anwendung  der  Gleichung  (13)  licl'ert  das  Het^nltnt 

(a  +  f'i)*  =  ß'(eos3y  +  isiuSy). 
Da  auch  hier  tllr  den  Werth  der  linken  Seite  e'  der  Modul,  3<jp 
der  zugeordnete  Winkel  ist,  so  läsM  sieb  dieses  Verfahren  stets 
fortsetzen,  und  es  entsteht  die  für  jede  positive  ganee  Potenz  des 
Grmteji  n  gdktidc  Gleichung 
(16)  (a  -f-6jj'' =e"(co8B(p  +  tsin«^). 

Uieee  Gleichung  sollte  abgeleitet  werden. 

%  31.    AUgtmAlna  Aoflöaong  der  r«lneiL  Olelohangftn  elnaa 


beliebte  hoben  Oxa.deB 

Die  reiue  Gleichung 


«"  =  0. 


</  =  a 


(i) 

\m  der  C  eine  reelle  positive  Grosse  bedeuten  soll,  kann  durch 
den  Wcrtli  i-/  =  0  nicht  erfüllt  werden;  jeder  comidexe  Werlh 
w=r«  +Äi,  der  gcnlJgcti  soll,  uiiiys  also  von  Null  versehieden 
sein.  Ein  solcher  WertU  kann  mitbiu  nach  (7)  des  vorigen 
§  in  die  Gestalt  gebracht  werden 

(2)  a  •+-  ft  i  =  ^  (e08  qn  +  i  sin  y) , 
derselbe  liefert,  auf  die  nte  Potenz  erhoben,  den  Ausdruck 

(3)  {a  +bi)"^  q'Icos  M^  +  tsinnqp) 
und  IMbrt  daher  vermj^ge  der  Substitution  in  (t)  zo  der  GlcichnDg 
{4)  Q  (cosn  r^  +  i  sin  it^)  =  G  . 

Diese  zernUlt  durch    die  Treunung  des  Reellen  und  Ima- 
giuärcu  in  die  beiden  Glctübuugca 


I 

i 


en    - 


OleiehoDg 


(5)  ß  coa»^^(^   p°8in»ip^=0, 

welche  der  Sache  nach  mit  den  hoJden  Gleiehnngen  (2)  des 
vorigen  §  zusaiimicnlulk-u.  Dadurch,  doss  die  GleicUuDgCD  {b)  qna- 
ilrirt  und  oddirt  werden,  ergebt  steh,  weil  coa^ntf  +  »iü''»q'=^l 
ist,  die  Gleichong 

(6)  p"'  =  C'. 

Da  nun  q  als  der  anulytiüehc  Modul  von  a  +  hi  eine  positive 
GrtV88c,    und  C  nach   der   VorausBeUnn;?  oI>enta]U  eine  positive 

GrUs»e    ist,  so  fHllt  g^    als   die  pcsitivc  Quadratwurzel  aus  ^ 

mit  C  nh  der  positiven  QQiidratwurzel  aas  C*  zusammen.  Weil 
Hbcrbaapt  die  positive  nte  Wurzel  aus  einer  potiitiveD  Grösse 
C  nach  t^  IT  und  20    eintletifitf    bfstitmnl    Ist,   so    l'ol^   ans  der 

Glcichnng  p"  ^  C,  dass  die  positive  nte  Wurzel  der  linken  Seite 
gleich  der  positiven  »ton  Wurzel  der  rechten  Seite  sein  musBf 
oder  dass  die  Gleichung 

<')  j=  VC 

ItCHtebt.  Dtv  Mmhd  p  für  jedf  Wnrsd  a+hi  dtr  Glrirhtmtf 
(I)  irf  aho  glrieh  cUrr  jtositiven  nten  Wureel  awt  der  poaUit>eH 
Grösse  C. 

Die   Gleichungen   (5)   verwandeln    sich   demnacli    in    dio 
beiden  Gleichungen 
(fl)  C09H^  =  1,  sin  nrp^O. 

Der  Winkel,  dessen  Cosinus  gleich  l  und  dessen  Sinus  gleich 
0  lat,  hat  den  Wcrth  NtiU  oder  uncb  der  Gleichung  (T.)  des 
vorigen  §  den  Wcrth  eines  gatt^en  pojfifivcn  oder  nc_gativen 
Vielfofhen  der  voUf-n  IWiphrrif  2s^i.  Daher  wird  in  den 
Gleichungen  <8)  das  Argument  ntp  durch  die  Gleiehnug 
(9)  nqi  =  2syT 

bestimmt,  wo  s  irgend  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl 
mit  tlini'chluRfl  der  Null  licdentet. 

Wenn  w«n  «VA  tdso  dir.  vnllr  Pcriphfirtc  2  n  des  fCrtfürrs 
Vfirm  JiMlhis  Eins  in  n  gleiche  Theüe  gcthciU  und  von  drm  s  fafh-n 
nten  Thfilv  dm  Cosinus  tmd  Simts  genommen  denkt,  so  cntsttfi^n 
die  Gteichtmgm 
(10) 


28/1         .  .     isn 

cofl^=:cos  -^ — ,  sinyi^sm      -, 


n  u 

mid  dir.   Einsdsnng   des    Wniites  von  n  aus  (7)  und  der  vor 


Rehie  GlatchoDg  w"  =  'T 

8lA$näai  Werthc  in   die  Girichutuf  (i)  m/7  /?»•  rfiV  sämmilirJtm- 
Wurieln  der  Gleichung  (l)  </it  Dtirsteüuny  iurvor 


[10 


o+Ai 


I  COS h  »  gm 


9  33.    Betraohtnng  der  «ämmtUoben  Wurzeln  einer  rfttiLUi 
Olelobans  eines  belleblgren  Oradei  10"=  C. 

Um  KU  ermitteln,  wcitlie  unter  (Icq  gofundencd  AusiIrlickeD 
tt  +  Ä I    cinaader   gleich    and   welche  von  etnantlcr  verschieden 

sind,  haben  wir  uns  nur  mit  den  Fuctorea  cos +  i»ia  ^—^  txl 

l»eacliJl!iif^ii,    weil   der   weseutlicli    positive   analytische  Modul 

D    

j/C  überall  derselbe  i»t.  Zwei  Ausdrucke  cosM  +  isinM  und 
CO»  M'+f8ini('  Bind  aber  einander  ;;leich  oder  von  einander 
verschieden,  je  nnelidcni  die  Difforenz  «'— u  ein  ganxes  VieV 
tache  der  vollen  Peripherie  '2  7t  igt  oder  nicht.  Schreibt  man 
d:dier  in  dem  gegenwartigen  Falle  Jlir  s  die  natürliche  lleihe 
der  XHhIen  mit  dor  Null  .anfangend  biä  r.u  der  Zahl  »—1  in 
eine  hori7X>ntate  Reihe,  und  setzt  diese  Reihe  nach  der  Seite 
der  positiven  und  der  negativen  immer  weiter  Inrt,  indem  mau 
immer  nene  horizontale  Reiben  von  gleich  vielen  nüuilic-h  vnu 
H  (rliedern    bildet,  so  entalehet  das  folgende  Schema 


(1) 


—  «— M+1— «+2  — «  +  3..        —  I 
Ol  2  3     ..     «— I 

«      «  +  1       n  +  2      »  +  3..  2n  — l 


Hier  befinden  sieh  in  der  ersten  vertikalen  Reihe  die  Null 
und  die  sJUumtliebeii  V'iclfaehcn  der  Zohl  n  und  zwar  so,  dosAi 
wenn  mau  mit  der  in  der  mittelsten  horizontalen  Hcihc  stehen- 
den Nnll  beginnt,  nach  unten  die  positiven  Viell'aehen.  nach 
oben  die  negativen  Vielfachen  von  m  einander  regelmüHwig 
folgen.  Dei^gleicheu  enihiUt  jede  horizontale  Keihe  die  (ilieder 
einer  nach  beiden  Seiten  unbegrenzten  anihrnftkchm  Ilrihr.  wie 
sie  in  §  25  erwähnt  ist.  Üas  iu  der  mittelsten  horizontalen 
Keihc  bcßudliehe  OHed  ist  eine  zwi^cben  Nnll  und  «—  1  ent-< 
halteue  Zahl,  und  die  Differenz  der  arithmetisehen  Iteihe  Int  die] 
Zahl  n. 


933. 
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In  dem  Anstirucko  cos         +  isin      "    l>cwirkt  eine   Zu- 

n  M 

nähme  der  ganzen  Yah]  s  um  eine  Kiuheit   eine  ZunaliniL'  des 
Argaroenbi  um  die  Grtiasc       ,  und   daher  eine   Zunahme 

der  ganzen  Zahl  h  um  die  Zahl  tt  eine  Zunahme  des  ArgumeDte 
nm  die  roüt  Veriphene  in. 


n 


Für  jode  solche  Zaualiroe  bleibt  der  Ausdruck  eos 


2s7r 


2s  n 


lain   -       aogeüudert.    Deslialb  liefern  die  säaimtlichcn  Wertbc 
n 

der  Zahl  s,  web>he  in  dem  obigen  Schema  (1)  eine  und  dieselbe 

vertikale  Reihe  bilden,  denselben  Aundrnck  cos h  iaiu     —  ; 

n  n 

dagegen  bringen  n  Zahlen,  u-flclw  ilm  n  von  ninanthr  versehirdenm 
vrriihxifn  BnJum  anffehürett,  n  von  einander  vcrschitJfine  Aiisdriidr 

O  ■  n  9  ^  fr 

©Oft  -  —  +  »sin hervof.     Denn  die  «  Zahlen  der  mittleren 

n  » 

horizontalen  Reihe 

0,  t,  2,  .  .  .  «-1 

sind  aus  den  n  von  einander  verschiedenen  vertikalen  Reiben 
gCDonimcn,  und  wenn  man  Irgend  zwei  ven^cbiedenc  ilicser  n 
Zahlen  rcs))eL'tivc  mit  /  und  t'  bezeichnet,  so  können  die  ent- 
sprechenden Ausdrücke 

2tn        .    .     2in       ,         2t'n        .  .     it'n 

cos \r  ««m und  eos +  tsin 

»  n  n  t> 

nicht    xuHanimenfallcu.     weil     die    Diffcren»    der    Argumente 

Zi'n         2tn 


n 
den  Rrauh 


gleich  dem  I'roduet  der  vollen  Peripherie  2;j.  in 
—  ist,    dessen  Zahler  uiuht   gleich    Null  werden 


darf  und  abgesehen  von  seinem  Vorzeichen  kleiner  als  »  bleiben 
muM,  dessen  Wcrtb  also  weder  verschwinden  nr>ch  gleich  einer 
ganzen  Zahl  werden  kann. 

Aus  diesen  Orüntlitt  hat  dir  rnnr  (Unrhung  1 1 )  '''^•'*  8  W 
n  iwn  nnmul/r  vcrgcMnltnn^  Witrseln^  welche  uits  tln-  i)arsteHtmg 
(U)  des  %  31  htTvorffchen 


+  bi=Vv\ 


cos 


23n 


+  isin 


25»^ 


Reine  Gleiohnnf*  (»"^^-f  ßi. 


indem  ftir  s  nach  rinmidfr  die  Zahlm  0,  1,  2,  .,ji— I  cxngeseist 
xcerden. 

%  33.    Hftln«  Olelohnng:«!  eines  beliebig  hoben  Orades  von 
der  Oestalt  i,"^^  A  +  Bi.    AUgemelne  Anflöimif  derielben. 

Nachdem  die  reine  Glcicliuiif:  w"  —  C  \nn  jetet  nnler  der 
VoraussetzuDg  eri'irtcrt  worden  ist,  daw*  C  eine  recUe  iKwitive 
OrüHBc  sei,  wollen  wir  die  Hctraditun^  auf  den  Fall  auKdclinen, 
das»  BU  die  Stelle  von  C  eine  von  der  Ntdl  vcrurhiedmr  hrlieiiiij 
complerc  Grüssr.  A  +  2ti  tritt.  K»  bandelt  sich  dann  um  die 
Aiifsncimng  aller  conipicxen  Wcrthe  ta:^a  +  hi,  welcbc  die 
Gleichung 

(1)  to"^A+JBi 
ernillen.  Bei  der  cnmplexenOrUsKe  .^ +  i^t  inng'o  der  analyljscbe 

Modul  VA'*-\-  i*  mit  P,  der  naeh  MaHRgal>e  der  Oleiebnugen 
(4)  deii  §  30  zDgeordncte  Winkel  mit  U*  bezeichnet  werden, 
so  dase 

(2)  A-\'B%~P  (cos  y> -h  •  Bin  *) 

wird.  Wenn  man  dienern  Winkel  vorscbrcibt,  zwi»4clicn  Noll  , 
und  2 71  zu  liegen,  etwa  mit  EinHehluss  des  Wcrtbcfl  Knil  nnd  < 
utit  Ausschluss  des  Wertbes  'In,  so  ist  derselbe  eiDÜeiitig  j 
bestimmt.  I 

IJat  man  li  gleich  Null,  und  A  positiv,  wie  in  dein 
vorhin  ahsolvirten  Falle,  sn  wird  der  in  Ucde  stehende  Winkel 
U>  gleich  Null,  nnd  der  Modul  r=A.  Hat  nm»  B  gleich  Null, 
lind  A  negativT  m  wird  der  hutj'cffcudo  Winkel  </)  gleich  der 
Orüsse  -T,  und  der  Modul  T=^—A. 

Es  sei  jetzt  wieder  a->rhi  ein  complexer  der  Gleichung  (1) 
genügender  Wertb,  nnd  man  setze  wie  im  vorigen  § 

n  4-Ä«^pfcosfjp  +  isinr/i). 
Die    wte    Potenz     dieses    Ansdruckes    werde    aof   der    linken 

Seite  von  (1)  Itlr  c»",  zuglcidi  der  Ausdruck  P(coa(P  +  i8iu  Ü») 
iVr  A+Bt  substituirt,  dann  kommt 

p"  (co9w  ff  + » sin  n  yj )  =  P(co8  ü*  + 1  sin  t/>). 

Weil  nun  die  positive  Grösse  p"  der  nnaljliscbo  Modal  der 
linken  Seite,  die  positive  Grrwsc  V  der  unalytisclie  Modul  der 
reehten  Seite  ist,  so  muss  nach  den  zu  der  Gleicbung  (15)  des 


s« 


Reine  Oleielinög  w"  =  ^  +  Bi. 
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g  30  angestellten  ErtJrt eräugen  q" =P,  und  ntf  —  0  gleich  einem 
ganzen  Vieiraolien  der  vollen  Periplierie  »ein,  das  wie  t'rölicr 
mit  18  31  bezeichnet  werden  »oll.  Ans  iler  positiven  ßrüsuc 
P=  Vä*  +  B*  gicbt  c8  uor  eine  positive  wtc  Wur/cl,  und  dieser 

mas8  nach  der  Gleichung  e^^P  der  positive  analytische  Modal 
p  gleich  sein.     Die  Gleichung 

(4)  nff  =  0-t-2iijr 

»gifht  für  cosq'  und  sitt  if  dir  fohjctiih:  liestimmmuj,  sobald  num 
sich  nowold  äeti  Cosittus  und  den  Sinus  den  nicn  ThcHcs  der  voUcn 
Peripherk  2.t  wie  auch  den  Cnsinus  und  den  Sinus  des  tuen 
Tkeäes  rfft.   Winlcels  <Jt  gebildet  denkt, 

(5)  co87>=co8l^  + 1,  8ini;p  =  8inl 1 1  • 

Die  sänmUlichen  Wursdn  der  Gleichung  (1)  Mrui  daher  in  dem 
Ausdrucke  entlwlten 


(ej 


„+ti=^^"-  +  ^(co«'^-+;-*'' 


+  läiu 


*+  2an 


)• 


\             n  H 

Nach    der   fundamcntatcu   Gleichung   (lU)   des  gSO  läast 
Biob  dieser  Ausdruck  in  den  folgenden  verwandeln 
(7) 
fl+fti^y  V  ii"  +  iJ'lcoti      +  isiu      Hco8 +i8in  — —1« 

Sobald  der  Buchstabe  s  die  i^nze  Heibc  der  natlirlicbcii 
positiven  und  negativen  Zahlen  von  der  NnlE  an  durchläuft,  »o 
bleiben  die  beiden  ersten  Faetoren  der  rechten  Seite  von  (7) 
angeändert,  der  letzte  Factor  ist  aber  der  zweite  Factor  der 
rechten  Seite  von  (II)  iii§?ll.  Zufolge  der  in  §  32  angestellten 
Untersuchnng  nlranit  derselbe  »  von  einander  verschiedene 
Wcrthe  an,  welche  entstehen,  indem  ä  nach  einander  gleich  den 

Zahlen  a    .    o  «  i 

0,  1 .  2,  3, . , .  u  -  1 

gesetzt  wird.     Vermöge   dieser  Std>stitHtion    liefert  der  Ausdruck 

(7)  die  n  unter  eiuatuier  tTfu-schiedeium   Wtiridn  dur  Gleichung  (\). 

§  34.    AnflÖsang   d«T   reinen    qa*drAtl«oheii  Oleiobong' 
Cd  ss:A  -i-£i  daroh  Aiuxi«haiig  von  Qaadratwnrxela« 
Der  cinfttchste   Fall  der  im  vorigen  §  behandelten  reinen 
GleichuDg  ist  derjenige,    in   welchem  dict»clbe  eine  ^»dratisehe 
Gleichung  ui.    Für  die  betreffende  Gleicbui^; 


loa 


AuflMung  der  ruttao  qüadntliaiäiflD  tileiobimg. 


S  »4.4 


(1)  w'=^  +  Ä 

ergeben  airh  ilie  bpidpn  vorLantlcnen  Wunsclii  aas  dor  Gleichung 
(7)  deti  vuriKcu  §.  iiiUcni  n  =  2,  uud  a-  2ucr»t  K^cicli  Null 
dann  gleich  Eins  gesetzt  wird.  Nun  ist  cohO  +  isinO=  1, 
COR «  +  » ßin -2  :=  —  I,  milhin  t-iml  die  heiden  WnrEeln  dial 
Iblgenden 


(3) 


0 


0 


+  IBtll- 


Dic  qimdrntiscltc  Olcii^tuing  (1)  kann  nlter  aui-h  direrJ  auf* 
gcllist,    niiiiilieli    aal    die  Aasxietgang  von  Qimdrntwuraelii    ai 
positiven  rctllcii  Orlissen  xurlickgcrtnirt  werden,  indem  man  die' 
zu  Kucliende  eomplexe  Grösse  a  +  h  i  Hlr  ot  8a))8tituirt.    Alsdani^^ 
wird  durch  die  Uildung  des  Quadrate 

(3)  o«— 6'  +  2abi^A  +  /?i, 

und  vemiflge  der    Trennnng   des    !lccllcr    nnd    liiiapniircn 
schciDCu  die  licidcn  Glcicliuugcn 

Darcli  Quadriren  und  Addircu  jblgt 

nnd  weil  eine  positive  reelle  GrösBc  eine  eindeutig  liestimnite 
Hotsitive  Quadratwurzel  liat,  die  linke  .Seite  aber  das  Quadrat  licr 
reellen  pcisitiven  Grüsse  a'+i'  ist,  so  niuss  T^ä 

(ß)  a*  -1-  ?/"  =  i/:f +^  " 

sein.  Durcli  die  Verbindung  dieser  tJlciebuDg  mit  der  erstes 
Gleichung  (4)  linden  sich  tlir  a'  und  b'  die  Ausdrucke 

(7) 


h'  = 


-Ä+  Va'-^jb* 


Wofern  2?  =  0  ist  und  A  positiv,    so  wird  a'=^A,  ft*=0,  nnd 
es  resalttrcn  die  beide»  reellen  Wttreeln  der  Oläehttuj  (1) 

Wofern   B  —  Q  ist  und  A  negativ,  so  wird  o'=0,  &*  =  — 


SM. 


Auflöaunjx  iler  rann  qüAdratiMlliea  Gleicbung. 


i08 


nod  es  cntsLcbcn  in  Ucbcreinstimninng  mit  §  29  die  beiden  itna- 
ymärcn  Wursthi  der  Gleichuny  (I) 

Wofern  aber  IS  nicht  gleich  Null  ist,  so  kann  weder  a*  noch 
Ä'  glüich  Null  Kcin,  da  X*4-  li^^Ä*  ist,  inithiii  in  den  diiri-h 
(7)  vurgustbricbencn  Auäilrflckun  /.u  der  positivcu  Quadralwurael 
i/^A'+  B*  eine  Grösse  tiiuzuaddirt  wird,  die  abgesehen  vou  ihrem 
Vorzeichen  kleiner  Ist  als  jene.  Ks  darf  daher  nach  der  ernten 
(ileiehnng  (7)  die  Grösse  o  eiilwcder  gleich  der  positiven  (^jxa- 

tlratwurzcl  y^  +  K  ^  4-  -g     ^^gj,  gigj^-i,  derselben,  negativ  ge- 

nonimcn.   sein,  und   ebenso  darf  die  Grösse  h  entweder  gleich 

der  positiven  Quadratwurzel  y~*^       "^         oder    gleich 

derselben,  negativ  genommen,  sein.  Bezeichnet  man  die  positive 
oder  negative  Eiuheit,  je  nachdem  «  positiv  oder  negativ  ans- 
lallt,  mit  *,  und  die  positive  udwr  negative  Einheil,  je  nachdem 
h  positiv  utlcr  negativ  uuslUUt,  mit  r;,  su  kommt 

(8)   «=* ^a^VäTTb^^  i _.^ y^T±V_^*±B^ _ 

Uie  zweite  Gleichung  (4)  lehrt  aber,  dass  das  Produot  a  h 
dasKcIlMj  Vorzeichen  crhnlteii  iiiuss,  wie  die  gegebene  und  gegen- 
wärtig als  von  Nnll  verschieden  angenommene  Grösse  B.    Aus 
diesem  (!rnnde   ist  von  den  beiden  Vorzeichen  t.  und  r^  nur  das 
eine  willkürlieh,  während  das  andere  dnrch  die  Bedingung 
(9)                                  ei7=l       ftlrjB>0 
Hf}  =  —  IfilrS^O 
bestimmt    wird.    Demnach  erbiilt  nmn   \\\r  die  beiden  Wiir7,oln 
[ricr  Gleichung  (1)  die    Ansdrüeke    von  der  vorher  angegebenen 
rhaffcnheit      _ 


IM  Auflösung  der  rcioao  qu«dnUiclMO  Gleichuo;. 

bei  einem  Dc^tivcn  B  dogegca  diese 


§  3^-i 


-/ 


^  + 


'-^  + 


2  '  2 

Stets  geht  die   eine  Wurzel  ans  der  audeni  darcli  MuUi- 
plißalion  mit  der  ncj^ntivcti  Einheit  hervor,  wa»  «ich  auch  schua^ 
bei  der  früheren  DnrKtelluiig  in  (2)  gezeigt  hat.  ^| 

Die  Vergleichnng  der  beiden  Darbtclluugvn  Iä«8t  erkennen, 
dass,  wenn  fltr  die  beliebig  gegebene  eomplexe  Grösse  A  ■¥  Hi^ 
dnrob  die  Gleichung 

A-¥Bi—  VA*  4-  B*  Cco8  O  +  isin  O) 
der   zugeordnete  Winkel  U*  bestimmt   ist,  l'Ur  den  Cosinus  um 
Sinns  des  halben  WinkeU  die  Gleichung 

+    y  |/:i»+^B"|eo8  ^  +  i  sin  -|-)  = 

«r 2  +'-r -2 

gilt.    Die   einander   entsprechenden  Vorzeichen   auf  der  link« 
und  rechten  Seite   beKtiinincn    sieb   durch    die   Colgciidc  Uclrci 
legung.    Ea  war  aogcnonnuen,  dass  der  Winkel  0  zwischen 

nnd  2n  Hegen  soll;  dann  hat  der  Winkel  -^    den    Spielranm 

zwischen  0  und  ?!  nnd  folglich  wii-d  sin  —    niemals    negativ 

Mitbin  gcbiJrt  in  der  vortitelicndcn  Gleichung  zu  dem  IMuäzeichci 
der   linken   Seite   die    Keetiiiimnng,   das«    >;=fl  sei,    wrähreud 
gleichzeitig    wegen    der  Bedingung   (9)   die  Einheit  e  das  Vc 
Zeichen  der  Gr^sue  B  annehmen  mu&s.   So  entsteht  die  Gleichai 

(11)  ^]/:^TW{iim  2   +  i  sin  ^)  = 


V 


A  +  Va*  +  ß»    .  l/-  A  +  |/^"  +  B» 


+ 


]/■- 


\. 


2  ■    '  3 

Diese  Gleichung  hictH  das  Mittii,  wn  at*s  dem  gegebenen 
Cosinus  und  Sinus  eines  Mklngcn  Winkeln  den  Cosiwa  und  Si- 
nus des  fioliien   Wijikds  durcfi  AMSgiekung  von  iJuadrtUwurji^ 


S34 


Anflöning  dor  mB«D  quidrmtiadien  Oleiönoojr. 
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wkidich  r2(irJu«teZZen.  Dieedhe  Operation  kiuin  alttat  ufiederhoU 
«eräcn  tmd  fUlni  damu  nach  utuI  tMclt  ^ii  der  wirtdicftcn  Dmstcl- 
Umg  von  dem  C9sim4s  uttd  dem  tiinus  des  4tc».  des  Stett  und  (äl- 

ffOHcin  des  2^U:n  Theiles  des  urspriinyliclten  Winkels,  wo  q  ciue 
bdiAiife  positive  gmuse  Zaid  bedetää. 

Wenden  wir  diese*  Verfahren  aof  den  (jamm  Kreis  an,  nnd 

bilden  den  AuMdruck  cos 1-  ssin  -     ,  indem  ii\r  n  nach  cin- 

n  u 

ander   die  Patettsen   der  ZoJd  Zwei  gcoetzt  werden,    äu  kommt 

zacrst 

(12.)  COSfT  +  1810«=—  1 

und  bieranf 
<l2b) 

Die  Substitution  dieser  Griiaac  fttr  -1  +  ßi  in  die  romicl  (II) 
giebt,  weil  IS  gloicb  der  positiven  Einheit,  lolglicb  t  =■  1  ist, 

(13«)  C0H~ +  *sin-^  =  y'-    '*'V^  »» 

und  die  nuehmalige  Änweuduiig 


COB—  +  tein      =». 


{I2d)     eott 


:08-  +  ,8m-5-=     \ 5 +     \ 


+  I 


1. 


8  8  '  2  '  2 

Da  man  im  Stande  ist,   den  Cosinus  und  den  Sinuti  des 
2''tou  Tbeilus  der  Kreisperipbcrie,  oder  die  complexe  Orifsse 

oos-^  +  .-sin^ 

ilir  eine  beliebige  positive  ^^anzc  Zaijl  q  numerisch  aaszuditlckcn, 
SU  Dtacbt  Ci<  auch  keine  Sulnvierigkeit,  den  CoainuB  nnd  den 
Sinns  eines  beliebigen  VietlHühcn  eineti  solchen  Theiles  nume- 
risch anzugeben.  Denn  sei  i  eine  beliebig  positive  ganze  Zahl 
ans  der  Keihc  von  Null  bis  2**  — I,  so  bringt  die  Erbebung  der 

coniplexen  Grösse  cos— q^:|-  +  isin  -—_,-  ant  die  (te  Potenz  die 
2  2 


Beetimmang  hervor 

(     ' 


CO« 


,1-1 


+  *8ID 


COS 


in 


■  l-> 


+  isin 


tn 


.1-' 


'läuu  nun  fllr  eine  l'estgcwäblte  Zahl  3  eine  Tafel  boreoh- 


108 


lön^ 


neo,   die    für    alle    Bogen 


in 


.T-J 


die   zn{;eliüi-i^-n   Aasdrtitkc 


eoe     -  ,    +  tain -^^1    cDthält;   wie  schon  in  §32  unter  Ahn- 
2  V 

liehen  VcrliältoisRpn  bemerkt  worden  ist,  diircliliLuti  der  ßi^n 

tn 


jzr  I  iromer  um  daa  Stück  -      ^    wachsend,   die  gniizc    Krcift* 
2  2 

prriplieric,  wälneiid  /  die  Kcilie  der  Zahlen  0,  1,  2,  . .  2**  —  ! 

Hnrrhiänft.    Eine  solchn  Tafel  ifit  tjeeigtiti,  ßr  cmr   Itdit^ig  ge.- 

tjdicnr  cotnplcxe  Grösse  c  +  rf  i,  soixdti  tlicselbe  in  die  Gcäidt  gn- 

seiet  ivirtl  

c  +  dl— l^e'  +  ti*{c.aaz  +  »«inar)»  % 

den  sivis<hrn  Ü  mid  '2  ;i  hefmdlifUm  Winkrl  j(  niüu-nmgawpiiii'.  e% 

bestimmen,     lu  welehcnt  Quadruntt-n  dieser  Winkel    in   suelicn 

sei,  lehren  die  Voraeichen  der  Orüasen  -y-  —  co«  z   um 

d 


Weil  aber  iunerhiilb  eines  jeden  Qujidran- 


1/  c'  +  (*• 

len  hei  einem   wacbseudcu  Bogen  der  Cosinn^  entweder  stets 

wäcliHi  uder  sletH  alminiuil,  und  auch  der  Sinus  entweder  stets 

wächst  oder  stets  Abnimmt,  so  reicht  es  hin,  die  GrBsse  ->-  -  —    -  - : 

'  \/c*  +  d* 

mit  den  fUr  den  Ueireffendcn  Quadranten  in  der  Talcl  vorhan- 
denen Co8inn»werlhen  /ti  vergleichen,  um  zu  ersehen,  oh  dieselbe 
in  der  Talel  vorkoiunit,  oder  ob  dieselbe  zwischen  zwei  in  der 
Tafel  vorkomm eiulcn  fNisinuHwcrthcn  Hegt;  zu  demselben  Zweck 


kann  auch  die  GrUsije 


mit  den  ittr  den  betrefTcndcn 


Quadranten  ]n  der  Talel  vorkonuDCiiden  Sinuswerthcn  vcrgliehcn 
werden.    Auf  diese  Weise  zeigt  es  sich,  dass  der  gesuchte  Win- 


kel X  entweder  einem  Vielfachen  der  Grösse 


■  <i-» 


gleich,  oder 


zwischen    zwei    aufeinander    folgenden    Vielfachen    -  ^-f  und 
^= — —^--  eingeschlossen  ist.    Weil  aber  die  Zahl  q,  von  der  die 


Polens  2^  abhangt,  Odü^g  gross  gewählt  werden  kann,   eo 
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CS  mOglicfa,  dun  Unterschied  der  in  Rede  stehenden  beiden  Viel- 


fnebcn,  nilmücb  die  (irÖaso 


hcliiifitj    klfiit    zu    iiJ  av.  h  e  n . 


Der  Winkfcl  x  ist  daher  ein  Grmstccrth,  welehcm  sich  die  Viel- 
fachen — ^rr  '"^*1  ^ — ^i    »  die   dir  grüsscr   werdende  Wcrthc 

der  Zahl  g  immer  nca  xu  ermitteln  »ind,  beliebig  nUbcru,  und 
i8t  daher  in  einer  Weise  bestimmt,  welche  den  im  ernten  Ab- 
schnitte aurgestellten  Grundsiitzon  entspricht. 

Vermöge  der  (nischrieliencn  iTir  eine  festgewöhltc  Zahl  q 
berechneten  Talel  lassen  sich  mih/'noit/.>!wci^c  <lic  hcidai  Uülfs- 
Mifgabiti  linsen,  welche  für  die  Darstellung  der  sUmnitliclien  Wur- 

Bcln  der  Gleichung  to*=C  in  (11)  des  §31,    und    fUr  Hie  I>ar- 

stcllting  der  sUmTntllchen  Wnrzcln  der  Glciclinng  r>''=vl  -f  Bi 
in  (7)  de«  jj  'Si  als  gelöst  angenonmien  sind.  Die  ltsIe  Uülfa- 
tuifgabe  verlangt  ßr  eittc  beliiMgc  Zahl  n  dm  Bestimmung  der 
rompteiKH  Grösse 

(12) 

die  aceiic  I (Ulf sauf  gäbe  verlnngt,  U'^nti 

A  +  Bi  =  Vä'  +B'  {vm  0  4- 1" sin  dl) 

geacUt  isi^  die  Baäimmuug  der  complexen  (irimc 

O        .  .     0 
113)  cos  —  +  iBin 

n  PI 

Sobald  die  ganze  Zahl  «  gleich  irgend   einer  Potenz  ilcr  Zahl 

Zwei  tut,   so   werden  beide  HUlisautgabon  dnreh  das  Verfahren 

gcirist,    welches   im  Anfange  des   gegenwärtigen  g  auseinander 

gCBotzt  ist  und  zu  der  rtercchnnng  der  Tafel  dient.    Sobald  da- 

g^D  die  ganze  Zahl  /(  uicht  gleich  einer  l'otcn%  der  Zahl  Zwei 

ist,  so  sucht  man  mit  ßezug  anf  die  erste  Hltlfsauigabc  diejenige 

positive  ganze  Zahl  r,  ftir  welche  die  Ungleichheit  gilt 

r+l 

«1     ' 


2n        . .      2n 
C08 -1-  »BIO 

n  tt 


4<- 
2' 


n 


nnd  findet  in  der  Tafel  ttlr  die  coniplcxc  Grt>8se  (12)  die  Nähe- 


rungen cos     -::j-  +  isin 


(r+l).i 


2'    "  2*    ■  2'    ■  2 

Bebiifg   der  sweitcu  Utlllsaul'gabe  bat   man  lUr  die  comploxe 


Wowehi  der  EinhoSt. 


§  ÖS. 


Grösse  A  ■¥  St  zuerst  aas  der  Tal'cl   cJDC  angenäherte  ßcstiiU' 


ninng  des  Winkel»  0  zu  ziehen,   welche   mit 


bezeichnet 


werden  möge,  hicraut  eine  positive  ganxe  Zahl  B  w  zu  bcstiiu- 
meo,  das» 

Ä   ^     T        Ji  +  l 


Ut,   und   erhält  dann   als  Näherungen  der    complexcn  Grr»ä!ie 

aud  cos  ^^ — ^-i^ —  + 


(13)  die  Ausdrucke  eos   5"r +  *»»>!  ^^ 


.«-» 


tsm 


(Ä  +  l)h 


.«-1 


9  95.    Wnrxeln  der  Oleiohnsgp  ot   ~  ]  od«r  i*t«  Worxeln  d«r 

Einheit. 

Weua  iu  der  GIcichuug  (I)  des  §31  die  reelle  pü«itivo 
GrüHsc  C  gleich  der  positiven  Einheit  gesetzt  wird,  so  verwao- 
delt  sich  diese  Glcicbang  in  die  Gleichung 

(1)  «"=1. 

Die  n  von  einander  verschiedenen  Wiirgeln  derselben  werden 
die  fUen  Wurgeln  der  I'Atifieit  t/enantU.  Da  die  posUit^  nto  Wur- 
zel ana  der  Einheit  die  Einheit  selbst  ht,  ao  hat  man  für  die 
Darstellung  der  in  I^3dc  Btchcndcu  n  Grüsaen  in  der  I'^ürniel  (U) 

des  §31  den  Factor  V^  durch  die  Einheit  zu  ersetzen,  und 

bekommt  den  AuHdruck 

>n.  San    ,    .  .    2^^ 

in  welchem  nach  den  Auslllhruugen  des  g32  lllr  s  die  Zahlen 
0,  1,  2,  ..  n  —  \  zu  »ulfötitoireu  sind.  An  jener  Stelle  ist  dar- 
aut  auriuerktiam  gemacht  worden,  dase»,  wenn  mau  das  daselbst 
mit  [1)  bezeichnete  Schema  bildet 

'»  — n+1  — n  +  2  ....  —1 
0  1  2      . ,     «—1 

n       tt+1       M+2..2H— 1 


»Ho  Wertbe  der  Zahl  s,  welche  in  derselben  vertikalen  Reil 


SS. 


Wundn  iler  Einheit. 


im 


eiiüialtcn  sind  und  die  eino  nittlmietiscbe  Reihe  mit  der  l)i(fe- 

reni  m  auümachcD,   der  GrfigBe   i'ob  " —  -f  ihid  —   deaselbeo 

N  n 

Wertb  verleihen.  Nun  »iebt  nian  leicht,  dass  in  jeder  verti- 
kalen Reihe  die  auftretenden  positiven  Znlden,  dnrrh  die  Zahl 
n  dividirt,  rinm  und  fimsdbcn  liest  licl'ern,  iiiludlch  naeb  der  in 
§2  aafgeKtellten  Definition  die  in  der  betrachteten  vertikalen 
Reihe  aas  der  mittelsten  liori7.nnta]en  Reihe 

0,    1,    2,    ...    M— 1 

in  entnehmende  Zahl.  In  dem  §  2  sind  es  nur  poHitivc  Zahlen, 
ftlr  die  ein  Re^t  In-j^tinimt  wird,  da  dif;  negativen  Zahlen  norb 
gar  nicbt  einj^'tllbrl  sind.  Allein  niicli  Hlr  eine  beliebige  nega- 
tive Zahl  f  kann  vcrlnn{;t  werden,  doss  sie  gleich  der  Summe 
eines  ganzen  Vielthcbcn  des  gegcbcncii  Divisors  «  und  einer 
Zahl  r  aus  der  Reibe  der  Zahlen  0,  1,  2,  ...  n  —  1  sei 

f=nq  +  r^ 
und  die  durch  diese  Fordi-nmy  vollstä'ndiy  hrstimmlc  Za}il  r  wird 
dann  chmfatts  der  BeM  der  Zahl  f  ßir  df-n  Divisor  r  geuaunl. 
Vermöge  dieser  erweiteVtcr  Definition  sind  in  dem  aiifgoslellten 
HcbcDia  alte  iu  derKelben  vertikalen  Reihe  CMithaltcnen  Znhlen 
für  den  Divisor  n  (flAchrf:stige.  Xaldm,  und  irgend  zwei  in  ver- 
schiedenen vertikalen  Reiben  cutbaltcuc  Zahlen  für  denDivixor 
n  ungleichrestige  ZaJdcn. 

Die  Ausdrflcke  (2)  lassen  sieb,  wenn  £  gleich   einer  posi- 
tiven Zafal  genommen  wird,  alH  Potenzen  der  GrOssc  cos \- 

isin darstellen,   wie  för  den  Fall  n  =  2^  im  vorigen  §  bc- 

merkt  worden  ist.  Diese  Darstellung  kann  auf  negative  Wertbe 
der  Zahl  s  ausgedehnt  werden,  indem  ttlr  ettmpicxe  GrUsBen  der 
Gcbranoh  von  negativen  ganzen  Exponenten  —m  durch  die 
Gleichung 

(3)  („  +  j.r°=-— ^ 

in  +  6i) 
eingeführt  wird.     Die  Uebertra^nng  der  Rechnimg  mit  positiven 
Dod  negativen  gan7.en  Ex|)oiientcu  bringt  dann  auch  die  Bcxeicb- 
unng 
(*)  {a+bir  =  l 


uo 


Wofteb  der  EinbeiL 


§ 


mit  sich,  die  nm  ScbliisHc  des  §27  antiinpirt  worden  ist  Setzt 
man  wie  (rtllier  a  +  Ar  =  g  (cos  ff  +  »sin  y),  »o  folgt  aus  {'.\ 
zunUubst 

(a  +  6tp'  ^  -ä ^ — 

(I    (coemy:  +  taioiNTi) 

und  uach  der  Gleichuüg  (11)  des  §30 

(a  +  hi)  "^  =^  e~^  (cosnifF  —  isinmtf). 
Weil  aber  der  Winkel  »up  und  der  Winkel  —  mtf  den  gleirJien 
CoainuB,  jedoch  den  entgegengesetzten  Sinus  h(\bci],  so  j^ilt  die 
OIcicliuDg  J 

(5)  (a  +  fti)""  =  g~^{cos(—m(f)  +  isinf— m<y)), 

die  aus  der  Gloicliting  (IG)  des  §30  cutsteliL  iudeiti  die  positirc 
f^nnze  /alil  n  durcli  die  negative  }^aD?.e  Zahl  — ni  cnetzt  wird. 
Die  £inRet7.nng  der  Werthe  «  =^  fi  nnd  m  =  0  bringt  die  obige 
Glcitbung  (4)  Iicrvor.  Durch  die  Aufstelhing  der  (Heichung  (r») 
lV>]gt  fUr  alle  positiven  und  negativen  ganzen  Zablcu  s  mit  Kia- 
fichlnfirt  der  NdII  die  Glcicliung 


2n 


2n\" 


J 


(6)  cos h  löin      -ÄU'oa         +  (Sin 

«  M  \  rt 

wie  behauptet  worden  war. 

Unter  den  vttcn  Wurzeln  der  Einheit  kann  es  nanh  den 
Erlirteruugcn  des  §29,  wofern  n  eine  uny/Tm^- ZiAHsl.  ourritK 
r€^.  Wwsel^  näuilicb  die  positive  Einheit,  wofern  »  eine  ge- 
rmk  Zafd  ist,  nur  eteei  reeV-e  Wurzeln^  nilralieh  die  positive  nnd 
die  negative  Einheit,  geben.  Von  den  Werthen  s=0,  I,  ... 
n  —  I  bringt  in  dem  vorstehenden  Ausdrmke  (6)  der  Werth  «=0 
die  poiHtive  Einheit  hervor,  und  wenn  «  eine  gerade  Zahl  int,  so 

liefert  der  Werth  5  =  -^'  tlie  Wurzel  C08?f  +  «sin-f,  die  gleich 

der  negativen  Einheit  ist.    AUe  Ühriffm   WurxHn^  deren  Anzahl 
im  ersten  b''alle  w  -~  I,  Im  zweiten  Falle  «  —  2  beträgt,  sind  uirhi 
rcpn,  tinii  zi-rfailm  in  hinter  Vaarf  i'oh  niiatulrr  ronjugirtm  ^^''ur- 
geln;  es  gthört  nämlich  mi  eim-r  Wurecl,  h*'i  der  die  Zalil  s  cinfln^^ 
hestittttHtm   Wrrth  t  ehalten  hat,  diejenige  Wwecl  als  cor^ugirl^^M 


Denn  die  Griiase 


<]er  Rinbetl. 


itit  mit  der  Grüsse  cos ¥  ista  —    Kouiaciti.    WUhreud  /  die 

jj  n         ■   " 

Zahlen  1,  2,  ..  h  — l    dorchUinft,    geht   n  —  l  vnn  n— 1  biß  1; 

fllr  ein  nogerades  n  wird  i  iiiemal»  gleich  m  —  t,  fllr  »in  geraden 

n  Je<Ioc*ti  nur  iu  dem  eclion  liesprocbcneu  Falle,  datts  /  =  — -  let. 


§  36.    Elseniobaften  der  »tan  Wnrseln  der  Einheit.    Primi- 
tive t'te  Wurzeln  der  Einheit. 

Nach   der  Gleichang  (6)  des  vorigen  §  hat  die  eAmj]lexc 

Bto  Wurzel  der  Einlieit  cos     — h  isin dieEigen«chaft,<laBB 

aus  dcivclbcn  durch  PolenKtrnii^  alle  ritcn  Wurzeln  der  Einheit 
euUlelien.  E»  i»t  oun  von  Interesse  zu  erfahren,  ob  aocli  eine 
andere  »te  Wurzel  der  Einheit 


0) 


2ltt    ,    .  .     2l7t 

cos         +  1 8in 

fi  n 


2tun       .  ,    2h 
cos      ^  +  »sin 
n 


die  entsprei'hcndc  Eigenschaft   habe,   dasa   ihre  Erhebung  auf 

ganze  I*oteiiÄon  die  sümiiitlichen  »tcn  Wurzeln  der  Kinlieil  bor- 

vorbringen  kann.     Die  Erhebung  der  Wuracl  (1)  au£  eiuo  I«Iie- 

bige  ganze  Potenz  vom  Ex|i'>iicuteu  i'  gicbc  die  Gleichung 

/        2ljt       .  .     ain\" 
(a)  Icoa +  tsm  — — I    ^= 

tun      i        2n        .  .     2ff  V" 

=  |cos hJBin 1    • 

n         \         n  tt   f 

Wird  nun  fUr  die  ganze  Zahl  l  u  durch  die  Gleichung 

(3)  lu^nq  +  r 

der  zu  dem  Divisor  n  gebürige  aus  der  Reibe  der  Zahlen  0,  1, 

2,  ..  M —  l  zu  nehmende  Reat  r  bestimmt,  80  i^t 

2lu7t         .   .     2lun  ^rn         .   ,    2rn 

COS       -  +  i8in      —  =  00»      -  +  i8in 

U  H  71  H 

oder 

(2*)      lco8-      +>am-— 1    =ico8--    4-iain  — |, 

nnd  ea  Icnehtot  ein,  da.««  die  linke  Seite  von  (2)  dann  and  rnr 
(lann  die  »Ümmtliebcii  »ten  \Viii7.cln  der  Kiubcit  darslclku  kann, 
wenn  der  RchI  r  gleich  allen  Zaldeu  0,  I,  2»  ..  n  —  l  zu  wer- 
<len  vermag. 

Sobald  die  Zahl  /  mit  der  Zahl  n  clucu   von  der  Einheit 


ita 


PrimitiTe  Wurzeln  der  Rinheit. 


verechietJenen  j^emeinsainen  Tbeiler  bat,  »n  mnss  HerBcIbe  bo- 
woh)  in  die  ZhIiI  lu  wie  auclt  in  die  Zaiil  n/j,  uud  daher 
nach  dem  in  §  ß  hervorgehobenen  Satxe  noch  in  die  Differenz 
lu  —  nq^r  unfgohen;  unter  dieser  Bedingung  ist  C6  also  nicht 
mitglieh,  das»  r  gleich  jeder  von  den  Zahlen  0,  I,  2,  . .  n  —  l 
werde.  Ka  bleibt  daher  nnr  die  Voraunsetzung  Ubiig.  rfoss  dif 
Zahi  l  mit  der  Za/il  n  krinrti  gf-mrinsamm  TheÜer  haltr,  und  ftlr 
die^e  gilt  der  Snt/.,  B 

(A)  dass,  u'iyin  dir  Ziüd  l  mü  der  Zahl  t}  keinen  gcmrin^ 
aamm    l'hdhr   hat  und  mvjih   in  dctn  I*rodiirf  lu  für  die  ZfOd 
M  nach    riHandcr  die  Zahlen  0,  1,  2,  . .  n — l    geseiei    werden, 
die  Zahl  f,  welche  dm    J^rxt   dfü  VrodueU  In  daratellt,  ehetifalh 
dieiie  Zahlen  volUtiindig,  jedoch  abgesehen  von  ihrer   Reihenfolge^ 
durehläuß.  .^| 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  inügc  die  Gleichung  (3)  fllr 
die  bez«iphuelen  n  Wcrlhc  von  u  gebildet  wirden,  wobei  die 
zugehörigen  Wcrthc  des  Quotienten  g  und  des  UcRtcH  r  ange^ 
hängte  Zeiger  erbnltcn, 

1.0         =«<?„  +  r„ 

l.\         =«'A+r, 
(4)  {    ^2         =»7,  +r. 


Hier  nitlsscn  die  w  Reste  r„,  r,, . .  r _  ^   von    einander 

ßcliic<lcn  sein.    Geoctzt,   es  wären   zwei   Reste  7\^  und 

denen  n  nicht  gleich  (i  i»t,    einander  gleich,  Hn  würde    au»  den 

iKiden  entsprechenden  Glüivliangen 

darch  SubtractioQ  die  Gleichung 

folgen.  Ohne  der  Allgemeinheit  zu  vergeben,  darf  vor«nsgc«ctzt 
werden,  dnss  die  Zahl  l  positiv  angenommen  und  die  Differenz 
ß—a  positiv  gewählt  ir-cu  so  dass  wegen  des  positiven  Zeichens 
der  Zahl  n  auch  die  Differenz  9.  —  ?„  positiv  sein  mllsste.     l^^fl 

nun  vermöge  der  vorliegenden  Gleichung  das  Product  der  l>ciden 
Zahlen  l  und  ß  —  a  durch   die  Zahl   n  aufgeht,   und  nach  der« 


136. 


Primitive  Wurzalii  dar  Einheit. 
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VWaaetfctzDDg  die  Zahlen  l  nnd  n  ohne  gemcinaobnfVIidhrn 
Theiler  sind,  so  niuss  Dach  dem  C'oröllar  zu  dem  Satze  I  des 
§  6  die  Zahl  ß—a  durch  die  Zahl  n  uul'gcben.  Dies  kann  aber 
nicht  ge»üheben,  weil  sowohl  ,i  aln  n  positive  unter  der  Zahl  n 
liegende  Zahlen  sind,  ausser  wenn  ß=a  ist.  Nun  darf  (i  nicht 
gleich    rt  sein,  also   künaeu    unter   den    Resten   »"„,  r, ,...r 

nicht  zwei  einander  gleiche  Torkomuien.  Die  Anzahl  dieser 
Hetzte  ist  gleich  rt,  jeder  derselben  ist  gleich  einer  der  Zahlen 
0,  1.  2,..  n— 1:  da  nnn  die  Anzahl  der  letzteren  ebenfalls  gleich 
n  ist,  und  keiner  der  Reste  r„,r,, . . .  r^^  doppelt  iiuf^retcn  darf, 

Bo  tuUäsen  die  Reste  abgesehen  von  der  Reihenfolge  mit  den  Zahlen 
0,  1,  3, . .  n—  l  übereinütimmen,  und  das  war  behauptet  worden- 
Eine  nie  Wnrxel  der  Einheit,  durch  deren  ganze  Potenzen  die 
sämmtlicben nten  Wurzelnder  Einheil  durgestellt  werd^'n  ki'innen, 
hcisat  eine  primitive  tUe  Wured  der  Mnfmt.  Nach  dem  so  eben 
bewiesenen  Satze  besteht  die  Bcdingniig  dafür,  dass  die  Wurzel 

21/1        .   .     2ln 

cos- 4- 1  sin  ~— 

H  n 

eine  primitive  Wurzel  sei,  darin,  dass  die  Zahl  l  mit  der  Zahl 
»  keinen  gemciiischaftliehcu  Tlieiler  hat.  Jede  Zahl  l  liefert  für 
dou  Divisor  «  einen  hcstinniiteu  Rest,  und  nur  Zahlen  von  vet-- 
H-hicdcrtcn  Jitstt-n  ergeben  vctuthndcttf  primitive  nie  Wurzeln  der 
JSiBiheH.  Die  AmaM  der  ptimitiven  »im  Wursein  der  Eittheit 
»i  deshalb  gltMcli  der  AtuM  drr  rdativtn  Prhnzafdefi  sn  n  in 
der  Jieihc  dtn-  Zuiden  I,  ü,  3,  . .  n,  welche  in  §  H  bestimmt  und 
mit  tf(n)  bezeichnet  worden  ist.  Es  verdient  hcaonders  hervor- 
gehoben zu  werden,  dass,  wenn  die  Zahl  »  eine  Prinisahl  ist, 
die  sämmthrhen  n  —  \  uicfU  reclhm  tUeri  Wuredti  der  F.inkeity 
welche  den  Werthcn  /=  l,  2,  3,  ..  w  —  l  eutsjjreuheu,  zugleich 
pn>mrtfe  nie  Wurzdn  der  Einheit  sind. 

Wenn  mau  eine  primitive  nte  Warsei  der  Einheit  succes- 
«ve  auf  die  poifitiven  Expünei>ten  I,  2,  3,  ..  «  erbebt,  so  ent- 
Mehen  nach  der  gcgel)enen  Definition  die  »uuiiiitlieheu  »itcu  Wur- 
zeln der  Einheit,  da  die  Erhebung  auf  den  Exponenten  n  an  die 
Stelle  der  Erhebung  auf  tleii  Exponenten  0  getreten  ist.  Aus 
diesem  Grunde  ist  n  die  niedrigste  positive  ganj:e  Zedd,  zu  wel- 
cher erhohen  eine  primitive  »tc  Wurzel  der  Einheit  gleich  der 


ZaaumineDaetxiiOj;  vöD  Wundn  der  EiabeÜ. 


Einheit  wird.     Dalior  bat  eine  fmmiiivc  KitüuMsiTHrscl  der  ntm 
Ordmtng  die  Eig^tsrhafl,    iiirHi  ^«gleich   eine  Ein/uritJiufurjeel  Vi 
niedrigerer  Ordnung  sein  zn  können. 


% 


%  37.  Ztuammeiuietxaiiff  von  Wurzaln  der  Einheit  einer  ge- 
gebenen  Ordnung  aas  W^orzeln  der  Einheit  einer  niedrigeren 
Ordnung.  Aaflösnng  von  unbeitlmmten  Olelohangen  des  ersten 
Oradea  mit  xwel  Unbekannten  In  gansen  Zahlen.  Zerlegung 
eine*  Brache«  in  PartlalbTtLohe. 

Unter  gewissen  Yertiältuisäcu  können  die  ntcn  Wurzeln 
der  Einlieit  au«  Eiiifuntswuredn  von  niedrigerer  Ordtmng  darcL 
Mtdtiplication  zuBammengesetzt  werden.  Es  sei  »  eine  zusam- 
mmffesetete  Zahl  und  gleleb  doui  Product  **,»,,  bei  dem  keine 
der  beiden  ganzen  Zahlen  »i,  und  n,  gleUih  derEinbeit  ist.  Dann 
werden  die  sämmtHcben  Wurzeln  der  beiden  Gleirbungcn 

(1)  ?"'  =  !  and  '>"'  =  !  ^ 

beziebungswßiBe  luit  Utltfe   von   zwei  beliebigen  ganzen  Zableu 
5,  and  5,  durch  die  Aasdrtlcke 

n. 


cos 1-  »»tn  —*—  und  cofi — ^— 

w.  «.  «. 


+  iBin 


Das  Prodacl  dieser  Ansdrlleke  erbalt  den  Werth 


f         25,71        .    .     2 
cos  ■  -  —  4-  »sin  - 


COB 


2a,  7» 


+  ism 


+  «  81D  I —■  + 

\    «1 


und  bezeichnet,  da  die  Summe  der  beiden  Brllche  mit  den 
ncm  M^  and  m,  gleich  einem  llrncbe  mit  dem  Nenner  n^n,  =  n  ist. 


(4) 


n,        n. 


tt.n. 


eine  »te  Wnrzel  der  Einheit.  ~ 

Sobald  die  Zcdücn  »,  vnd  »t,  «i  einander  rdaHve  Prim- 
jPoAZm  sind,  ao  lässt  sich  durch  dieses  Verfahren  jede  nie  Wured 
der  Einheit  darstdlen.  Die  Hiclitigkeit  dlcHcr  Bebnuptnng  folgt 
aus  dem  .Satze,  das«,  wenn  die  Zahl  w  gleich  dan  Prodtid  der 
rehtivai  Primeahlm  »j  tmd  n,  ist,  es  möglich  ist,  ftir  Jeden  Werlh 

der  Zahl  s  den  Bruch  —  alt  eine  Summe  von  etcei  liriicJten  dar- 
n 


ZaiUen 


Jiruch 


SS7. 


UnbOTtimmto  Gleichunj;  Aph  pniti<n  Grndea. 
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i~  in  Partialhn'iche  mit  dm  yenneni  u,  und  «,  su  zerleqcn-    Es 

bcisst  dicä  niobte  andercH,  als  datui  für  zwei  relative  PrimKalilcn 

N,  nnd  n,  und   eine    bcliebigu  ZhIiI   s  diu  Glcirbun^  U)  durch 

iwei  gauze  2jit)lcii  s,  niid  s,  sti-tn  In-trinlif^  wiTdeii  kjinii.    Diu 

üleicbung  (4)  geht  darcLi  Multiplic^itinn    mit  dem  Nenucr  n^n, 

iD  die  tolgcnde  Über 

(5)  s.  n,  +  s.M,  =  s. 

Diese    M^»6erfimm/e  Gleichung  des  ersten  Grades  für  die  ünbe' 

koimhn  ff,  und  s^  inuft.s  in  ganzen  ZaJdf^  ou/ldid>ar  sein,  sobald 

die  unficstimmtfi.  Gleichung  für  diu  Utdtvhaimtrn  t,  und  t^ 

(6)  t,H^    +^,M,    =:    1 

in  yatueti  Zaklefi  auflösbar  ist.  Denn  wenn  in  fG)  zwei  ganxe 
Zahlen  t^  und  /,  gcntlgen,  so  wird  die  Ulcichan»;  (5)  durch  die 
ibligeu  Wertbe 

».=«',»  s^=st^ 
befriedigt.  Dass  aber,  wofern  »,  und  «,  relative  Primsahlen 
sind,  die  Gleicbuiig  (0)  inniier  auflösbar  ist,  lehrt  dtr  iin  von^n 
g  bewiesene  Salz  iÄ).  Denu  vermügc  dcs8clbt.*n  durcbläiitt  der 
nach  dem  Divisor  n,  j^cnommene  Rctjt  de«  l'rodiu'ts  t^n^^  wo 
n,  relative  Prin)7.ahl  zu  dein  Divti^or  »,  ittt,  sobald  i,  der  Iteihe 
nach  gleich  den  Zahlen  0,  1,2,  .  .  n,  —  l  gewetxt  wird,  dieselbe 
Reibe  von  Zahlen^  und  wird  daher  Cid  Mal  gleich  der  positiven 
Einheit    Setzt  man  tllr  diesen  Fall 

'.».  =  -^«,  +  1, 
Ro  ist  zugleich   die   Gleichung  (6)   in  ganzen  Zuhlen   aufgclOBt. 
Die  GleicJmngm  iß)  und  (5)  sind  demnach,  wofern  »,  und  ?»,  re- 
UUica  Primsahlen  sind,  inwuT  in  ganzen  Zaidvn  m^lösbar. 

Sobald  die  Auflösbarkeit  der  Gleichung  (ö)  feststeht,  kön- 
nen ihre  siimnUlichen  tianssa}Uigen  Auflösungen  leii:hl  angegeben 
werden.  Es  liege  autjücr  dei  Autiiisuiig  a-,,  s^  noch  eine  zweito 
Aaäütjung 

vor.    Dann  folgt  aus  den  beiden  Uleicbungeu 

<7, «,  +  a,»,  =s 
darch  Subtraction  die  Gleichung 

(U.  -  S,)»,  =  —  (O,  —  ff,)f», . 
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UMK>9titiiint?  OleichnnfT  des  orrten  Grade«. 


§81 


Weil  (1:iH   Product  (öi— s,)",  durch  i\  aul'gelit,   der   Factor  », 
aber  reLiiive  Primzahl  m  «,  ißt,  so  mnsg  nach  deni  im  vorigen' 


4 

4 


3  benutzten  Satze  aus  §6  tlor  Factor  a, — ä,  diirdi«,  aut'Kehen, 
das  beitsst  gleich  dem  Product  von  n^  in  eine  gaiizc.  Zahl  r  sein, 

(7)  ff,  —  Ä.  =c«,, 

und  die  Einsetzung    dieses  Aoadruoke«   ia  die  letzte  Gleichung 
giebt  fiir  die  DitTeri^nz  a^  — .s-,  die  zugehörige  Gleichang 

(8)  ff,  -S,=  -CM,, 

Die  gatue  Zahl  c  ist    fUr  jede   gegebene  gantgtüUige  Auflösung 
Si=(Tj,  s,  ^^<i,   vclUtändig   btxtimmt.     Auf  der  anderen  Seite 
Icuebtet  c»  ein,  dass,  wenn  die  Auflösung  s,,  s,  hei^aunt  ist,  die 
mit    einem  beliebigen   Werihe  der  ZaM  c  gebildeten  zueammc 
gehtlrigen  Zahlen 

(9)  «,  +  c«,,    s^~en^ 

die  Gleichung  ff»)  erftlHeu.     Da}ier   nUhidien   die  Aitsdrüel-r  (9)' 
die  sämnttlichen  ganjizcdiHyin  Auflösiotgen  der  Gleichung  (5).     Die 
WtrtJie  *,  +  CB,  irildfiti  eitip  unUegrmzie  arithmetixehe  Reihe  m^^M 
der  Differem  w,,  oder  atnd  für  diesen  Divisor  gl^ekrejitigf'  ZahUn^^^ 
und  die  WerfJur  s,  +  cn^   bilden   eine  unbegrmete  ariffimrfijaclte 
lieihe  mit  der  Differmi  n^,  oder  sind  für  den  Divisor  »,  picicA-      | 
restige  Zahlm.     Die  (iUndn-  diT  heiden  ariikmetisehett  Reihen  sind 
aber  eittander  auf  eine  hestimnUe   Winse  zng^rdnet. 

E»   kann   hier  noch   die  Bemerkung  hinzugcfUgt  werde 
rfow,  wenn  die  Zahl  s  lieinen  gemetn.'iaiYtm  Theiler  mit  dem  Pr 
dwt  n^n^^=n  ftaf,    sowohl   die  Znfd  y,  relative  l^msahl  nt  »_ 
tmc  auch  die  Zahl  s^  relative  Frimgald   zu  »(,  sein  muss.     Denn 
jeder  gemeinsame  Theiler  von  s,  and  ti,  mtJsste  in  Folge  der      . 
Gleichung  (5)  in  saufgehen,  und  jeder  gemeinsame  Theiler  voAflf 
s,  und  «,  nillsstc  aus  demselben  Grunde  ebenfalls  in  *  aufgchcn;^n 
also  mOsMte  iui  ersten  FaUe  ein  gemeinsamer 'J'heiler  von  s  und, 
fi(,  m  zweiten  Falle  ein  gcmeinaaraer  Theiler  von  «  und  n,  voi 
banden  sein,  wa»  gegen  die  vVnnahme  verslßsät    Aach  gilt  auA 
cnltiprechendcu  Grllnden  das  umgekehrte,   dass,  wenn  die  Ziüd 
s  wit  n^    eitun  gcmeimamen  Tfteiler   hat,    dieser  in  «,   atifgehen 
muss,  und  dass,  wenn  die  Zahl  s  mit  n,  einen  getneitisamett 


4 


10     I 


ler  hat,    dieser  in  s^  aiifgchm  muss.     Wenn 


noch  8^  mit  n,  einen  gemeinsamen  Theiler  bat,   so  kaaa  s 


daher  weder  s^  ni 


Zerlegung  eine«  Braobm  in  twei  TttHiälDrO^?. 
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weder  mit  »,  noch  mit  it,  einen  gcmeiiifiaTncti  Theilcr  haben, 
und  mü6H  deshalb  auch  rchuivc  l'rimzahj  zu  nji^  sein. 

Kehrt  man  von  der  unboätiuimtcti  Glciebuug  (Jt)  zu  der  ur- 

itprttDglirhcn  Aufgabe  zurtic-k,  den  Bruch  —  inPartialbrtlche  mit 

den  Nennern  h,  und  n,  zu  zerlegen,  oder  zu  der  Gleichung  (4) 
zurück,  80  folgt  aus  der  in  (9)  enthaltenen  Darstcllnng  der 
sämmtlicbcn  Jieetinimungcn  der  gc«acliton  beiden  Zähler,  doäs 
die  i>elreffeudcD  beiden  UrUchc  selbst  nothwendig  die  Gestalt 
haben 


(10) 


<,  +fff, «, 


*1  ~C»a « 


: 


«,  Hl  n,  n, 

IHe  Wertfic  der  beidpH  Jlrücfie  sind  tiettmacft  bis  auf  eine  additive 

ffOHseXoM  c  wUständiy  bestimmt.    Auch  ist  C8  klar,  datw,  wenn 

der  Zahl  .v  ein  neuer  Werth  beigelegt  wird,  der  mit  dem  fri'thercn 

Werihe  von  s  in  Bezug  auf  de»(  THvisor  n  gleichrestig  ist,    der 

Werth  des  Bruches  —  sich  nur  um  eine  ganze  Zahl  ändert,  und 

das8  bei  der  entsprechenden  nenen  Z erleg tingsanfgabe  äu  dem 
Werlhc  eines  jeden  der  beiden  PartiaUirUehe  wieder  eine  ange- 
messen za  wilhleudc  ganze  Zahl  hinzukommt  und  nur  eine  solche 
ganze  Zahl  hinzukommt!]!  kann.  Wenn  dagegen  der  Zahl  s  ein 
neuer  Werth  s'  Ijcigelegt  wird,  der  mit  dem  fiiihoren  VVfrthe  von 
X  tu  Be^uff  auf  den  Diviaor  «  nicht  gldchrcstig  ist,  so  kaun  bei 
der  Zerlegung 


+  ^L2-  = 


s- 


n.n. 


der  Fall   nicht  eintreten,   das»    UeziehungswciBe 


gleich 


einer  ganzen  Zahl  und  gleichzeitig 


S  -       s„ 


gleich  einer  ganzen 


s'—s 


Zahl  wird,    weil   sonst  gegen  die  Voraussetzung gleich 

einer  ganzen  Zahl  sein  ^)U.'l»t4^ 

Bi«  jetzt  wurde  die  Voransnetznng  festgehalten,  das»  die  Zahl 
s  gegeben  sei,  und  die  Zahlen  ^,  und  s^  gesucht  werden.  Man 
kann  über  auch  die  Annahme  machen,  daas  «,  und  s,  belie- 
bige Zahlenwerihe  erhalten  und  aus  diesen  der  TJ^crth  der 
Zahl  5  hervorgehe.   Alsdann  folgt  aas  dem  Gesagten,  dass,  wenn 


na 


ZusamiaßDietxiiDgf' von  Wurzeln  der  fSnhmt. 


S  87- 


(utf  der  Unken  Seite  der  Gkiettmig  (4)  für  dk  Zahl  «,  nach  cm- 
amler  die  Wrrthe  0, 1 , 2,  . .  n^  —  l  filr  die  Zuhl  s^  nach  einander 
die  Wcrthe  0,  1,  2, .  ,  »,  — 1  gesetzt  werden  und  Jeder  Werth  von 
s,  mit  jedeot  Werthc  vott  s,  cmnhinirt  wird,  die  auf  der  nxhtcn 
S^ite  der  Gleiehung  erschciticnde  ZaJd  s  für  din  Divisor  «,», 
foH/er  verschiedene  Heute  liefert.  Da  »tm  die  ZaJd  jener  Verbin- 
dungen von  s,  und  s^  fflcich  n^  h,  ist,  so  siimmt-u  die  auf  den 
Divisor  M,  n,  hemgliehen  Reste.  rf«r  erfitütette»  w,«,  Zahlen  s  mit 
dcn'n^n^  üherhtntpt  vorhandenen  Hcsten 

Ü,  1,  2,3,...  D  — 1 
^gesehen  voft  der  Anordnung  überein. 

Unter  diesem  Gesichtspunkte  repriisentirl  die  GIfichung  (5) 
(las  Zusanimensdzai  von  swel  BfUchen  durch  Addition.  Der  so 
chen  mitgetlieilte  Üalc  gestattet  eine  unmittelbare  Anwcodanj^ 
auf  die  obige  Gleiehung  f3)  und  lelirt,  daas,  wenn  in  dem  crs»en 
Factor  der  linken  Seite  die  Zahl  s,  die  Wertlie  0,  I,..»,  ~1 
und  in  dem  zweiten  Factor  der  linken  Seite  die  Zalil  s^  die 
Wertlio  0,  1,  2, ,  ,  »,  —  l  doreliläuft,  der  Ausdruck  der  rechten 
Seite,  welcher  mit  Hinz-uxieliong  von  (4)  duieli 

2nn         .    .     2sn 

COB        — \-  i  Bin 

H,  »,  n,  n, 

ersetzt  werden  darf,   tllr  die   Zahl  s  in  Bezug  anf  den  Divisor 

n,  n,  die  volUtAndigc  Reibe  der  Reste 

0,  1/2,..«,  «,~1 

crgiobt.    Alsdann  repräsentirt  aber  der  erste  Factor  der  linken 

n 

Seite  von  (3)  »accessive  aUe  Wurzeln  der  Gleichung  ^  '  =  I,  der 
zweite  Factor  der  linken  Seite  von  (3)  «uccessive  alh  Wurzetn 

der  fjhichttng  i;  *=^\,  die  reclite  Seite  von  (3)  aUc  nfen  Wur- 

etln  dvr  KUdicit  und  mvar  jrAe  ein  Mai,  und  es  entsteht  der  Satz: 

^Venn  die  Zahlen  n»  und  n,  relative  JVmwaÄ/cn  sindy  nnd 

jede  Wmzd  der  Gleichung  ^  '  =  1  mit  jeder  Wurzd  der  Giei- 
chung  /^  "^  1  nmltipliärttvxrd,  so  stellefi  die  betreff eridenn^n^  Pro- 
dudediesätHmtlicfien  n^n^  Wurzf-ln  der  Gleichung  v)  ^  •  ^^  1  dar. 
Es  ist  vorhin  bemerkt  worden.  riasR,  wofern  in  der  Olei- 
chuag  (4)  din  Zaid  s  rt-lative  Primzahl  zh  n,n,  i»t,  sowohl  s^ 
relative  Primzahl  zu  «^  wie  auch  s,  rdatxve  Primzahi  zu  n,  aeia 
musB,  und  dasB,  wofero  s,  relative  Primzahl  m,  und  zugleich  ä. 


8  37. 


ZDiamnoDicteung  von  Wurzeln 


keit. 


1» 


relatiw:  Frimaahl  bu  n,  ist,  s  relative  Primzahl  su  n,  n,  sein 
moBS. 

Wemi  matt  diüier  m  der  Gletcfiung  (1)  ftir  s^  nacheinander 
die  tmter  »,  liegenden  rdaüveri  rhiitsahien  gu  »,,  ftnd  für  s, 
nach  einander  die  unter  h,  Uegmdet%  rdativm  Primsahlm  ru  n, 
se/jrt.  und  jedcti  }Verfh  von  s^  mit  jedem  Wertfu:  von  s,  comhinirt^ 
$o  lirfert  die  aitf  der  rechten  Seite  von  (4)  befindliche  Zahl  s  latUer 
rdatice  Primeahlen  tu  »,  n,,  die  in  Beeug  auf  den  Divisor  n,  n, 
ungieichrfstig  sind.  Die  Aruahl  der  unter  n^  liegetidcn  rdativen 
I'rimjohlim  eu  n,  wird  tnii  (p(n,\  die  Atuahl  dir  unter  »*,  lie- 
genden relativen  Prim^alden  eu  n,  mit  tpin,),  die  ÄMtatd  der- 
unter  n,  n,  liegenden  relativen  Primzahlen  zu  »,  »,  mit  (p  (»,  »,) 
begeichnd.  Da  n,  und  n,  reiative  PrunsahleH  sind^  so  bestefU 
nach  %9  die  Glächtmg 

Die  in  Betug  auf  den  Divisor  »t ,  « ,  genommeticti  untfr  ein- 
ander versckifidenen  He^c  der  sümmilkhmi  in  Rede  stüiienden 
Wcrthe  der  Zahl  s,  deren  A^isahl  gleich  <p  (h,)  tf  (n,)  ist,  stimmen 
demnach  mit  den  sämmtlichcn  überhaupt  vorbatidenen  su  deni  Di- 
visor n^n^  titeüerfreien  Tiesten,  das  hi^sst,  dett  «nüer  n,  m,  Itcgeri- 
dcn  rdeUivcn  Pritmahlett  eu  n,  »*,  ahgesthen  von  der  Anordnung 
überein. 

WcDD  man  diesen  Satz  ebcnfflll«  auf  die  Gleichung  (3)  an- 
wendet, Qnd  bedenkt,  das»  die  primitiven  T(  «r^c2»  di?r  Gleicbun- 

gen  f  '  =  1, 'j  ^^l,w  =1  erhalten  werden,  iadeni  man  in 
den  oft  gebranclitcu  AußdrUekcn  bezielumgs weise  vorschreibt, 
da»«  s,  die  unter  »^  liegenden  relativen  Primzahlen  zu  n,,  dass 
s^  die  anter  ».j  liegenden  relativen  Prinizalileu  zu  h,,  dash  ä' die 
unter  n,  h,  liegenden  relativen  I'rim/^hlen  au  »,  »^  durchlaufen 
soll,  &ü  gebt  der  folgende  Satz  hervor: 

Sobald  die  Zahlen  w,  und  n,  relative  Primsahlen  sind,  und 

a 

jede  primitive  Wurzd  der  Gleichung  |  ^  ==  1  mit  jeder  primitiven. 

n 
Wursd  der  Gleichung  »j  *  ^  1  multiplicirt  wird,  so  stdlen  die  he- 

treffenden  fp  {n^  n,)  Producte  die  sämtHtUchcn  primitive»  IVurxdn 

der  Gleichung  tu  *   '^1  dw. 

Um  ein  Beispiel  tllr  die  Sätze  r.n  geben,  welche  in  Be/,ng 
auf  die  ZasauimeusctKUng  der  BrlleUe  dureb  Addition  aut'gesielll 
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ZusRmniftnaoUiiTiff  von 


uud  auf  dicZu>?ttmiiiCDsct/.ung  der  EinlieiU^wurzcIn  ilureli  Miilti- 

plic-atioiL  tlbertra^cn  wind,  «ci  die  Zulil  »,=•■*,  die  Zahln^  =  9, 

alfto  w  =  «,«,=  15.    Die  Wertlic  0,  1,2  von  s,  miigcit  in  eine 

vertikale  Reihe,  die  Wertlie  0,  1,  2,  3,  4  von  s,  in  eine  hori'Mm- 

tale  Reilie  geschrieben  and  die  zu^ovdnetcn  Wcrthe  deHRnieliex 

A  s  a 

—*-+-•- ^=—  in  die  zugehörigen  Stellen   eioer  Tafel  eingetra- 

gen  werden.  Um  den  dem  Divisor  n  cntsprcehcndcn  Rest  der 
Zahl  s  hervortreten  zu  lassen,  soll  —  als  daa  Aggregat  eines  po- 
sitiven echten  HnieheB  und  einer  ganzen  Zahl  dargefiteilt  werden. 
Auf  diese  Weise  entsteht  die  Tafel  von  15  Feldern: 


0 

1       • 

a 

a 

4 

0 

0 

1 

5 

2 

& 

8 

& 

4 

5 

1 

1 

3 

8 
Iß 

11 

15 

14 
15 

Ä- 

a 

2 
3 

13 
15 

h-^ 

Ä-^ 

1^-^ 

l)ic  Werlhe  von  s,,  welche  mit  «^  ohne  Theilcr  sind  nnd 
die  Werthe  von  s„  welche  mit  n,  ohne  Theiler  sind,  werden, 
da  sowohl  3  ali^  fi  Primznhleii  »ind,  <l]i4liin:h  i'^riutUen,  daHs  man 
in  beiden  Reihen  von  Werthen  nur  den  Werth  Null  fortläsai. 
Hicnuit  Hlllt  die  oberste  horizontale  Reihe  und  die  erste  verti- 
kale Reihe  der  Tafel  fort,  und  die  flbrig  bleibenden  S  Felder 
zeigen  als  Reste  der  Zahl  s  die  8  unter  15  liegendeo  und  mit 
15  tbeilcrfrciou  Zahlen.  »i 


%  38.    Fortsetzung:. 

Sobald   die  Zahl  n  in  das  IVoduet   der  beiden  relativen 

Primzahlen  w,  uud  ?*,  zerl^llt.    und   tinur  der  beiden  Factoien 

etwa  der  Factor  h,  wieder  als  dag  Product  von  zwei  relativen 

Priinzahleu  dargestellt  werden  kann,  so  lasst  sich  die  Aufgabe, 

den  Bmch  —  gemäss  der  Gleichung 

n 

«.  +  '•  =  1 

in  Parti albrtlcfae  zn  zerlegen,  nachdem  sie  einmal  gelöst  ist,  mit 


S  3S- 


Zcrhgaag  eines  Bntchct  in  mchrcro  Partialbröcho. 
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Bezog  anf  den  Bruch    ^   wiederholen.  Auch  diese  ist  nacb  den 

gGgebcucD  Erörtcraiigcu  lösbar,  und  die  bctrcffcudcn  AuiU)- 
«nngen  sind  in  der  durch  die  Ausdrucke  (10}  des  vori^n  § 
bezeichneten  Wci&e  ItcNtiniint.  Die  gleiche  Openitiou  kann  ho 
lange  aufs  neue  »ngewt'ndet  werdtn,  als  einer  ilrr  vorhandenen 
Nenner  noch  fShig  ist,  als  ein  Product  von  zwei  relativen  Priiu- 
Kahlen  anfgefagKt  zu  werden.  l>io8e  M<if^iichkiil  niu»H  sieh  aber 
zuletzt  crschiiprcn;  denn  nur  eine  Zftlil,  in  deren  Faeloren  we- 
nigstens zwei  verschiedene  l'rimzahleii  vurkommen,  kann  al»  ein 
Prodact  TOD  zwei  relativen  l'rimzahlen  erHchcinen.  Das  Knde 
der  Zerfilllnnj^cn  tritt  al«n  dann  ein,  sobald  die  Zahl  ti  als 
ein  PrmluH  der  Potvnsrn  virackiKihrmr  VrimznJth-n  dargestellt 
ist.  hs  seim  a,,  a,, . .  o^  die  vcrschicdcnm  in  n  mthaltaim  Prim- 
xafUen  und  man  habe 

dann  besteht  die  hezdehnete  letzte  Aiifffahe  darin,  für  eine  helie- 
lAg  gfgrbme  Zahl  s  die  gatisen  Zahlim  .s,,  s,,  . .  s^  so  ^t  bestim- 
wen,  dass  die  Gleichung 


(2) 


+  ...  + 


«a 


»i 


«'. 


+  ... 


erfulit  wird.  ' 

Denkt  man  sieh  diese  itlr  einen  hestimnitcn  Werth  von  s 
gebildete  Gleichung  nufgclt^st,  wm  nach  dem  Vorigen  immer 
geschehen  kann,  und  die  enlspreebcnde  einem  zweiten  Werthe 
8'  von  n  zugeordnete  Gleichung 

":  n 

ebenfalltt  auigetünt,  so  liefert  die  Subtraetion  der  ersten  von  der 
zweiten  die  Uleithung 

Multiplicirt  man  beide  Seiten  derselbeu  mit  der  Zahl  n, 
wodurch  alle  Nenner  fortlalU'ii,  und  gchrauelu  abermals  den  Satz, 
dAM,  wenn  a  und  h  relative  l'rimzahlen  sind,  und  dag  Product 
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AoneuduDg. 


§  SR. 


ak  dorcli  dieZnhl  b  nti%clit,  dicZnIil  k  durch  h  autgclieu  mnnA. 
80  ergeben  sich  die  lulgeiHlen  SUUe: 


1.    Sobald 


s'  —  s 


n 


gleich  eitter  ■  gansen  ZtüiX  oder  der  NuU 


ist,  so  »luss  jeder  der  Brüche 


^X  —  ^i 


gleich  einer  gansen  Zahl  oder  der  Null  sein. 


2.    Sobald 


s'—s 


H 


nicht  gleich   einer  ganzen  Zafd  und  nicht 


gleich  der  Null  i^,  so  köntiett  nicfä  aile  Brüclie 

»',  — a,     /,— 3,         ^'l  ~^Jt 

gleich  ganzen  Za}den  oder  der  NuU  sein. 

In  ähnlicher  Weise  gehen  ans  der  Gleicbnng  (2)  die  Sätze' 
hervor: 

3.  Sobald  s  sn  n  rcl<Uivc  Frimzcdd  ist,  so  nmss  s^  m  der 
Primsaid  a,,5,  mt  der  fVirnruA/  «,,  ..Sj  eu  der  Primeahl  o_(  re- 
lativ prim  sein. 

4.  Sobald  ä,  SU  a,,  «,  <t4  o,, . .  8^  ^^  »i  relofni  prim  isl, 
so  muss  s  eu  n  relativ  prim  sein. 

Mit  diesen  Mitteln  erhält  man  auf  dem  durch  die  Glei- 
chung ('-A)  des  vorigen  §  bezeichneten  Wege  die  folgenden  SutKC 
Über  die  Zueani nie n Setzung  dei-  ntcu  Wurzeln  der  Einheit  aus 
Einhcitttwnrectn  niedrigerer  Ordnungen. 

5.  Wenn  die  JCahl  n  gleich  detn  Produci  von  Potenten  ver- 
schiedener Primeaidcn  a"*  a,"' .  .  o^  ^  ist^  und  wef%n  aus  je  einer 

Wursd  von  jeder  der  Qlcichungen^^*  '^1,  »?*•  '^1, . . .  ß*-l.  ^=1 
ein  Product  gehildnt  wird,  so  sitdhn  die  ?i  verschiedenen  Productr 

die  n  vcrschivdi^ncn    Wurzeln  der  Glmhung  ot"  ^=  1  dar. 

6.  ^ye^m  utder  den  gleichen  Vor  aussei  eungen  ccus  je  einer 

primitiven   Wurecl  von  jeder  der  Gleichungen  ^'     =1,  r^*"  '=1, 

n. 

. . .  g"i  "  —  1  ein  Product  gebildet  wird,  so  stellen  die  verschiede- 
nen Producte  die  verschiedetieti  prituitiven  Wurzeln  der  Gleichung 
w°  =  l  dar,  deren  AtisaJd  gleich  tp  {»)  «rf. 


5  39. 


Wundn  auf  »iner  oompluxcn  Qröne. 
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9  39.  D&TiteUong-  der  •ämmtl lohen  Worxeln  der  Olelobnng 
(i>  ^=.4  +  ßi.  oder  der  sämmtllohen  nten  'Wurzeln  &aa  «Iner 
oomplexen  Ortfise  A  +  Jit  dnroh  Anwendutg  von  einer  be* 
lleblgen   dlei«r   Wurzeln  nnd  der  elLmmtloheu  titeu  Wurzeln 

der  Einheit. 

Wie  die  «  Wun*lD  der  Gleichung  w"=l  dienten  Wurzeln 
der   Ciolieit   beieäcu,    so   werdeu   auch   die  n  Warcclu  dir  mit 

ciDcni  reellen  poifitivcn  C  gehildetfu  Gleicliiiiig  v)"~C,  welche 
nach  §  31  and  32  in  dem  Ausdrucke  eutLalten  siud 


(!) 


2an     ,    .    .     2«n 
COS +  *  Bin 

n  n 


)■ 


die  ntcH  Wweeln  aus  der  reellen  pottiiiven  (rrösse  C,  and  ebenso 

die  n  Wurzeln  der  Gleiehunt;  w"  =  ^  + i?i,  welchenaeh  §  3S  in 
dem  Anxdrncke 

(2)      ya72^T^(eo8^  +  .sin|)(eo8^  +  .-8in^) 

enthalten  sind,  die  iiten  Wurzeln  aus  der  compkxen  Grösfsc 
A  +  Bi  genannt.  OlTenhar  ontKtehen  die  »  GrJ^ssen  (I),  indem 
die  positive  «te  Wurztl  aus  der  positiven  GrUsse  C  successive 
mit  den  sämmtliclien  »tcn  Wurzeln  der  Einlicit  multiplicirt  wird, 
and  ebenso   entstehen  die  n  GrJissen  [2),   indem  der  Aufdruck 


yvj^ 


0 


'jcos  "-  +  i  sin       VdcrsolbBtgleichciucrbestimnitcn 

nten  Wurzel  der  Griisse  A  -^  Bi  ist,  mit  den  siimmtlichen  «ten 
Wurzeln  der  Kinhcit  multiplicirt  wird.  DiesätnmiliehcH  frröKsen 
(1)  können  aber  auch  dadurch  erhalten  werden,  dass  man  eine 
beliebige  von  ihnen  mit  den  sämnitiifhen  ntai  Wuridn  der  J^iti- 
heil  muUijAiärt,  und  df-^ifli-ic/ieii  hihim-u  die  sümnUUdien  GrÖsuen 
{2}  oder  die  sämmtlichen  Wurecln  der  reinen  Gleichuni/  des  tUm 

GtmAes  w  =^^4  +  B»  erhalten  werden,  indem  man  eine  bdir.'hiffe 
von  diegeti  mii  dett  sämmtUrhe^i  ntm  Wurzeln  der  Einiteit  m\dii- 
[dicirt  Denn  »vi  /reine  beliebig  ;;;cwithltc  ganze  Zahl,  so  liclerl; 
die  Mniliplication  der  in  (1)  eiith»lteueu  Grösuc 


1S4 


Wuraela  sua  einer  «oinplexen  GrÖHie. 


cos    ^ 1- » sin 


(3) 

und  <Iic  Multtplication  der  iu  (2)  enthnlienen  Uri)t<8e 

- — ~  +  1  sm 


l/  VA^T^  (cos    -  +  i  sin  — )  (cos 


2k 


mit  derselben  Einhcitäwunwl  das  Product 

H 


Uni  flie  silniiiilHrlipn  ttU^w  Wnrzclii  dor  Rinln'il  /n  crlmiten, 
kuDi)  iu»n  in  dem  benutzten  Ausdrucke  die  Zahl  i  »ucceesivc 
gleich  den  n  Znhien  0,  I,  2,  ,.n — l  setzen.  Die  Betrachtung 
de»  Scljcmas  (1)  in  §32  lehrt  ahor.  dass  .alsctann,  wie  auch  die 
Zahl  k  gewillill  sein  möge,  von  den  in  (9)  uud  (4)  aufLietendeu 
Zahlen 

die  zu  der  Divisiuii  mit  tler  Zahl  «  gehörigen  Reste  säninitlich 
ein  Mal  durchlaufen  werden.  Also  werden,  wie  Irehauptct 
worden,  die  sämmÜkhcn  nten  Wurseln  aus  C  durch  (3)  uttd  die 
sämniüicfwn  ntni  ]\'rirsdn  aus  A+  Bi  durch  (4)  durgcstellt. 

Bei  der  BostJittinuug  des  Wiukcls  «>  durch  die  Gleichung 
(3)  des  g  33  ist  l'eRtgeKetzl  worden,  dass  *t*  zwischen  0  und  2  n 
liegen  snil.  Bringt  man  alH-r  rlen  Ausdruck  (4)  der  nlen  Wurzoln 
aus  der  Grösse  A  +  Bi  in  die  Gestalt  des  1'todut.ts  aus  dem  FiLclur 


i//:p 


+  5' I C08 - 


<&  +  2jt)i 


+  isin 


<P+  2kn 


(2  /  n  ^ 

cos  —      +  i  sin  ~ 


«  n 

80  zeigt  die  Verglelchung  mit  dem  Ausdrucke  (2),  dass  der  un- 
gehörige Winkel  ebcnsoiroM  swischcn  zwei  ijdirbi/fett  auf  einander 
folgendm  ffatisen  Vif.lfarhm  der  voUm  Perififioric,  nämlich  2  k  t 
und  ('iifc+2|?i  angenommen  werden  darf.  Ausdiewer  Bcmerknng 
lUast  sich  lUr  den  b^dl  Nutzen  ziehen,  Ai\»'f  die  zu  der  com- 
plexen   Grösse  A  +  Bi  ccnjuglrte   Grlisse  A~Bi  gebildet  und 

neben  die  Gleichung  fi^"  — J.4-jßi  die  Gleichung 

(5)  w'"=^-i?» 

gestellt  wird.    Hetzt  man 

\A-\-Bi^  V  (eos  *  +  i  win  '/'» 

\A  -^i=P'(co8  </*'  +  »  sin  V>') 


(6) 


§so. 


Wnraeln  aus  einer  compltrzen  GrösBe. 
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8o  wird ,  da  nnch  einer  in  §  27  g'cnmcbtcn  Bemerkung  zwei 
conjagirtc  complcxc  Grttitscn  dieselbe  Nonn  und  deiiseibiMi  ann- 

lytißclien  Modul  laben,  

(7)  i>  =  P=]/^»  +  P«. 

Im  fenier  der  Winkel  <I>  zwisi-hen  0  und  2fr  bestimmt, 
M  findet  «ich,  falls  <Jf'  in  deni^idlKii  Intorval]  liegen  soll, 
0'=27r— Ü>.  da  cos  (2fr— Üi)=co8  (Ö  und  sin  (2n  —  0)= 
—  810 'ö  ist. 

Wird  clH^e^en  angenoniuieTi,  dass  (V  negativ  und  r.wisrhcin 
0  nnd  — 2.-r  gelegen  sei,  so  ist 

(8)  t{/=—fSi 

za  setzen.  Um  nun  die  eUniinllicIien  »ten  Wurzeln  aus  der 
Grösse  A-^Jii  dansuHtellen,  wird  mau  in  detu  ohi^cn  Aut^drucke 
(2)  den  analytiscbcn  Modul  V'^A'+T^  nngeändert  lassen,  und 
statt  des  Winkels  fU\  der  an  die  Stelle  von  'H  treten  mufls, 
dessen  Werth  —  '/»  ans  der  Gleichung  (8)  Bubstituiren.  Die 
ZabI  ff  uiuss  jetüt  w  Wertbe  crbaltcn,  deren  nach  dem  Divisor 
n  genouuicne Kestü  von  einander  »'erBchieden  sind;  diese  £igen- 
m\\a\\  haben  die  h  Zahlen  {),  —  1,-2, —  3,..  —{n—\).  Eraetzt 
man  dahrr  in  der  liexcirbiK-tcn  Formel  die  unbestimmte  ganze 
ZabI  .4  dureb  die  unbestimmte  ganze  Zabl  —s,  so  cntstebt 
der  Ansdruek 

(9)  ^VÄ^Tß'  [om  ^  -  ,•  sin  ^)  (™  il=-  -  i  »In  ^)  , 

uud  repräsentirt,  wie  leicbt  einzusehen,  die  n  Wurzeln  der 
Glcicbuug  (0),  -indem  die  Zahl  s  die  Reihe  der  Znlilcii  U,  l, 
2, .  . .  « —  l  darebUlntt,  Itci  der  Vergtcicbung  von  (9)  mit  dem 
Ausdnirke  (2),  der  bei   denselben    Werthcn   der   Zahl  «  die  n 

Wurzeln    der  Gleicbung  w"  =  X  +  jBV  liefert, zeiEjtaieü,  dassfUr 

<Z>  0 

den  Kl<^>cbcu  Wcrtb  von  s  die  Grösse  oos       +isin  —   mit  der 

n  n 

Grttsse    cos 1  sin       ,     die     Einbcitswur/cl     cos  + 

n  n  H 

.   .     2sa       .     1       ...   ,    .              ,          2sn        .    .     2sn  . 

tsin mit  der-hmheitsn'Drzel  cos— ism -,    and 

«  f}  n 

daher  auch  der  eine  Ausdruck  mit  dem  andern  ounjugirt  ist- 
Hieraus  folgt  der  Öiitz,  das«  js  dtw  nte  Wtirsd  der  Grvsse  Ä  —  Bi 
jf  einer  utni  Wurjtl  ihr  iiyössc  A-\- iii  so  zugeordnei  toerden 
ktum,  dass  die  etäsprcclienden  Wursdn  cinaaidcr  coiyugiri  sind. 


IM 


Dftntellutig  von  Wuneln. 


§  40. 


%  40.    HfllftMiifgab«n  cur  D&rit«llnng:  dar  nt«B  Wtirxeln  &iia 
einer  oomplexen  Oröiie  A  +  i^i. 

Am  iSchluäH  dc8  §  34  i^ind  die  Itcidrn  IlUlfttatifgaben  hcrrfu-- 
gelmWcn,   deren  U>»ung  Hlr  die  Dnrstelliing  der  7i  Wurzeln  der 

Gleichung  w"  =  *4  + i?i  vorausgesetzt  wird.  Die  erste.  Uülfs- 
atifyabc,  wclelic  ftir  eine  bdicfnffc  ZoJU  n  die  Bcätiiuinuug  der 
coniplcxen  Grüssc 


'In         .    . 
COS 1-  t  810 

n 


Terlaogt,  bat  iiatTli  dein  jet-tt  eiiigofiilirten  Sprachgph rauche  eine 
gewisse  primitive  nte  Wursel  der  Einheit  iwm  Gegeustaude,  und 
ist  vermöge  der  nuumelir  entwiekeltcu  Kcitultate  einer  Zttriick- 
fiihniHff  auf  i'infachn'e  Aufgaben  dcrüclben  Art  fHhig.  Denn 
wenn  die  ZabI  n  als  das  Protlucl  ron  Vutcmeti  vn-srhirdi-ner 
VrimsaJdcn  a^,  a...a.     aufgeCasst  wird 


und  wenn  die  Waraclo  der  GleicLuDgen 


«i 


(2)  ^.  '^i^^^,  -=i^..^>,      ^, 

bekannt  Bind,  bo   ist  nach  den  Sätzen  5  und  6  des  §  Sä  die  in 

Rede   stehende  wie  überhaapt  jede  »te  Wutv.el  der  Kinheit  als 

ein  Product  von  bestimmten  Wurzeln   dieser  GlcicbuDgen  ebcn- 

fall8    bekannt      Die    Bänimtlictien    Wanceln    von    jeder    der 

Gleichongen  (2)  werden  bcai eh ungs weise  aus  den  Wurzeln 

,„.  2«         ..2«  2n         ..271 

CS)       cos  — ~   +  f  aitt  — 


cos 


+  ISID 


C08- 


2» 


+  ism 


2n 


«; 


diireh  Erhebung  auf  ganze  Potenzen  hervorgcbraciht 

Die  Darstellung    der  Grösse  (l),  bei  der  die  Zaid  n  eifk6H 

helieliijcn   Werfh  hat,  ist  also  atif  di^enigen  Falk  eurückgeftihH^ 

in  denen  die  Zahl  n  gleich  der  Potent  einer  PrimsaJU  iat. 

Die  erwähnte  sweite  Hülf sauf  gäbe,  welche  dahin  gebt,  ana 

der  gegebenen  eomplexen  Grüssc  A  +  Jßi,  nachdem 
A-i-  Jii  —  VA'-^-B^  (cos  Ü»  +  i sin  0) 

gesetzt  ist,  die  complexe  GrOsse 


§40. 


Danlettiing  vnn  Wtineln. 
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<*) 


CO» 1-  t8ID  — 

M  N 


ZU  bestimmen,  kanii  einer  enlsprechcmien  BedxKiion  unterworfen 
wenlen.  Wenn  fUr  die  Zahl  n,  die  wir  uns  in  der  an^^benen 
Weise  in  ein   Prodnct  von  PrinizahlimtcnKm    anfgelHRt  <ienken, 

nach  der  Vorscbrit't  des  §  36  der  Bruch        in  l'artialbrUclie  mit 

den  Nennern  a,"'.  o  "',  - .  «a  ^  zerlegt  wird,  so  dass  der  dortigen 
GIcichang  (2)  gciniUs  die  Gleichung 


L_  + 


+ 


+  -^'       = 


(5) 

entsteht,   80  künnen  die  ganzen  Zahlen  r„  *•(,...  r^  verwendet 

werden,  um  die  6rUss6  (4)  als  das  folgende  Frodnet  von  ganzen 
Potenzen  auszudrucken. 

,-,      /  •  .     .  «•      \',/  ©  .    .  0      \'* 

(6)    {    COR — ::—  +  i  sin  -  \  (  cos- 


ism 


COB 


o 


+  tsin 


« 


Es    i8t    daher  genagend,   aus   der    Qrösse    Ä-\-Bi    die 


OrOBaen 
(7)        cos 


O 


+  ifiin 


0 


0 


,  COS h  I  8in 


0 


COB 


0 


+  f  Sin 


0 


abzuleiten. 

Di«  Bestimmung/  der  Grösse  (i),  hei  der  die  ZaJil  n  einen 
bclubiyrti  Wirth  fuU,  rcducirt  sich  dtitmarh  cbrnfalls  auf  die- 
jenigen Fälle,  in  dmen  die  Zahl  n  gleich  der  Potenz  einer  iVrm- 
eafU  iat. 

Unter  gcwisßcu  Verhältnissen  kommt  es  ditrauf  an,  eine 
beliebig  gegebene  complexe  Grösse,  von  der  die  «tc  Wurzel 
gebildet  werden  soll ,  aU  das  Prodnct  auä  einer  komplexen 
GfOese,  deren  reeller  Thell  positiv  ist,  und  einer  der  Etubcitcn 
— 1,1,  —  i  darzustellen.  Wenn  in  der  gegebenen  Grüsso 
A-i-  \B  der  reelle  Theil  A  negativ  ist,  bat  man  Ä  +  t  ungleich 
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Darstclluiig  von  Wurieln. 
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(lern  Prodnot  (—\)i—A — i  Ji),  wenn  A  =  (i  ond  B  positiv, 
A  +ili—  Uli],  wRDn  ^=0 und  ^  negativ, ^  +  iB  =  —  i{—Ji) 
XU  nebmcn. 

1)9.  lerncr  —  I  =  cos  n-  +  i  ain  /r,  i  =s  cos^  +  i  ein  -^,  —  i= 

oofl—  —  tsin-r-  ist,  so  ergiebt  sich  fWr  die  vier  fälle  Folgendes: 

Es  sei  ^  r>  0, 80  kommt  A  +  i  S  =  VA'  +  S*  (cos  0  +  i  sin  tf>),  es 
aei  X  <:  0  ond  ~A-iB=  Vä*TB*  (cos  ü>  +  i  sin  </^),  so 
kommt  A-^iB=  ]/A^  +  S*  (coa  ()(>  +  i  sin  71)  (cos  ?r  +  i  sin ir),  es 

nei  ^=0,  ß>0,  80  kommt  w4  +  iB=^  sicoa  —  +  »siu  y|,uud 

eeseiji^O,  B<:0,ijo  komratjl  +  iB=— JSlcos^  —  »sin  ^-j* 

Die  tjUiuuitliuliuD  nteu  Wurzeln  der  Grösse  A  +  iB  lassen  sich 
aliio  durcliMuUiplic-utlou  aus  einer  «tcu  Wurzel  einer  complexen 
Grösse,  deren  reeller  Tbeil  iKisitiv  ist,  und  aus  der  »tcn  Wur- 
zel ans  der  complexen  Grösse  co«  —  +  i  sin  — ,   welelie  gleleb 

n         .    ,      n    .  , 
C08 :,    +  •  9in  „    ist,  zusammensetzen. 
2»  2fl 

Üic    Darstellunt?  der   nten  Wurzeln    niis   einer  eompicxcn 

GrHsse  A  +  Bi  erfordert  ausser  den  beiden  so  eben  besproeliencn 

Aufgaben   noeb   die    Auszlebung   der    |)o-iitiven   Quadratwurzel 

aus    der    reellen   positiven    Norm    A*  +  B*,    und    dann    die 

Auttzleliung  der    positiven    »tcn   Wurzel    aus    dieser    positiven 

Quadratwurzel.      Die    letzteren    Aulgaben    sind  iu    g  34   nicht 

lesDuderH  genannt  worden,    weil   ihre  Lösung   schon  in   g  20 

eriJrtert  worden  ist.  Jedoch  kann  auch  die  Ausiiehmg  äer  posir- 

tivmnten  Wuridn  ans  einer  positiven  Grösse  C  auf  dir  Amsiehung 

von  solchen  positiven  H'Mrreit*  atis  der  Grösse  CtiirürkyefXUtrtwerdeHj 

deren  Ordnnngazaklm  die  in    der    ZaJtl   n  cyttlKiUtntcn  Pritniahl- 

Potenzen  sind.  Da  nairilicli  die  in  ^  10  IHr  die  Kcehoung  mit  gc- 

broclicnen  l'oienzen  aufgestellten  Kegeln  zufolge  einer  in  §  20  gc- 

inaehtcn  Bemerkung  uiebt  nur  lltr  einen  {»ositiven  rationalen  Flruch 

C  sondern  fllr  jeden  bclicbigcü  positiven  Werth  {?  gUltig  sind,  sn 

fUbrt  die  lienntzung  der  Gleichung  (5).  mittelst  deren  der  Braclij 

—  in  FartialbrUche   mit  den    Nennern  a,"' ,  a,"»...«;  ^     ler-*^ 
legt  wird,  za  der  Glctchnng 


DarstelliiDg  von  Wnnoln. 


i2d 


(8)  (c-."')    (  C*."' )  . .(  C'i"'  '  =  C". 

Die  positive  nte  Wurwl  aas  C  ist  somit  gleich  einem 
Produri    gaoÄcr   foteuzcn    vod   den   positiven    Wurzeln   ans  (!, 

rderen  Orduaug  durch  die  Prinizahlpoteuzcn   o,"',  o,"«,..  O; 
bc7,eicliU6t  wird. 

Die  Vtu-sitilmig  der  nien  Wvrzeln  aus  einer  beiiehig  gc- 
gebcnen    complexcn  Grösse  A  ■+  Jii  ist  im  Vorstehenden  so  ein- 

[^hcnd  bchaudclt  worden,  weil  diese  Operation  den  Grandopc- 
rationen  der  Keebnuug  ,  uäntliuh  der  Additioti ,  Suhtnietion, 
MuHipliccUfon  und  Division^  an  die  Seite  gesetzt  wird,  fcn  das« 
dieae  fünf  Operathne»  susamtiMmgcfiommen  aigebraische  Ope- 
rationen fteissen. 

Die  Darstellung  der  »ten  Wurzeln  ans  einer  gegebenen 
Orösse  wird  eine  alg^raiscJtc  v'rationak  Operation  geuniint,  und 
im  Gegensatze  hier'/.a  bcissen  die  vier  ersten  Grundoiierationen 

■  {Ugcbraische  rationale  Operationen.  Mit  ItUek^icbt  aat'  diesen 
OegonsatK  war  es  von  besonderer  Bedeutung ,  invglit-iist  ein- 
fache Aufgaben  zu  ermitteln,  mit  HUlfe  von  deren  Lüaung  die 
neue  tUnÜe  Operation  durcb  Anwendung  der  vier  ersten  Ope- 
rationen ausgctUhrt  werden  kann.  Darum  ging  das  .Streben 
dahin,  die  iu  diesem  g  wieder  berllhiten  btithni  I liilfsattfr^ttfien 
and  die  ÄusMiehunfi  der  j>osii\vni  nUm  Wureel  au8  einer  i/eff^et>m 
positiven  ^rr/*.s.se  auf  einfachere  Aufgaben  der  entsprechenden 
Art  zurllrkxnfllhrcn.  Für  die  erste  llUil'saiit'gabe,  weletier  man 
aueh  den  Ausdruck  giebt,  deti  Kreis  in  n  ißeiclw.  Theile  ett  theilcn, 
desgleichen  lUr  die  zweite,  welcher  mau  den  aualogcu  Ausdruck 
giebt,  einen  gegdteneti  Winkel  in  n  gleicJu  Theile  su  ilmlen^  und 
ebenso  ftlr  die  geurtnutc  dvitte  AnCgabe  liess  sich  eine  ZurUeki^h- 
rang  anf  die  Fälle  bewerkstelligen,  in  denen  die  Zahl  n  gleich 
der  Potenz  einer  Primzahl  iat. 


f  41.    Thetlnng:  slnes  KrelMi  In  »  g:leloh«  Tbelle.    BXerkmal* 

der  TheUonffMi   eine»  Kreliei,  die  mit  aUel&lg:er  Httlfe  von 

Zilneal  und  Zirkel  aiuf&lir'ber  sind. 

Die  beiden  Aufgaben,  welche  so  eben  den  Aui^drucik  erhalten 
haben,  deti  Kreis  in  h  gleiche  Theüe  m  tJn-ilen,  und  einen  ge- 
grhenen    Winitd  in  n  gleicite  Theile  zu  theilen,  sind  im  Vorher- 
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Theiluni;  de«  Rman  in  gleiche  Theile. 


§  41. 


gehenden  nls  Aufgahm  df^r  Jiechmmg  gestellt  nnd  behaDÜelt 
worden:  diese  Benennungen  beziehen  »ich  aber  ursprünglich  auf 
die  entriprcchendcD  Attfgaben  der  gcotnetrischen  Construction,  die 
dns  grieehiRche  Alterthnm  der  neueren  Zeit  Überliefert  hat.  Um 
kein  MiRsverständniss  eintreten  xu  lassen,  erinnere  ich  auadrtlck- 
lich  daran,  das»  weder  bei  der  ersten  geometrischen  Aufgabe 
die  Länge  der  Peripbcric  des  mit  der  Längeneinheit  als  Radius  t)e-. 
ßchriebenen  Kreises,  noch  bei  der  /weiten  geometrischen  Auf- 
gabe die  in  eincDi  solchen  Kreise  einem  bestimmten  Winkel 
Kugeborende  Hogenlänge  in  Frage  kommt.  Die  erste  geometrische 
Aufgabe  tUllt  mit  der  Aufgabe  zusammen,  m  einen  gegebenen 
Kreis  ein  regelmässiges  VoUjgon  von  n  Seiten  zu  heschreihen. 
Bei  der  zweiton  geometrischen  Anigabc  hat  man  sieh  den  ge- 
gebenen Winkel  als  einen  durch  zwei  gerade  Linien  gebildeten 
Winkel  zu  denken,  und  der  «tc  Tlicil  dieses  Winkels  soll  eben- 
falls als  durch  zwei  gerade  Linien  gebildeter  Winkel  beKtiramt 
werdcu- 

Wenn.  der  Cosinns  und  der  Sinus  eine^  Winkels  0  durch 
die  Gleichungen 


cos  0  = ' 


8inC»  = 


B 


gegeben  sind,  so  ist  <t*  als  ein  Winkel  bestimmt,  der  von  7.\ 
Seiten  eines  gewissen  rechttvinkligfji  Dreiecks  gebildet  wird. 

Im  Antuchluss  an  die  im  §  30  entwickelten  Vorstellungen 
sei  0  ein  in  einer  Ebene  angenommener  fester  Punkt,  durch 
diesen  Punkt  gebe  eine  gerade  Linie  und  zwar,  um  eine  be- 
stimmte Annahme  zn  machen,  nrsprilnglich  von  dem  Punkte  O 
aus  horisottfal  nnd  nach  Unlcs.  Die  gerade  Linie  werde,  wie  an 
der  angcttlhrten  Stelle  augcnommcn  ist,  von  der  linken  sntr  rechten 
Hand  gedreht,  und  komme,  nachdem  sie  einen  rechten  Winkel 
beschrieben  bat,  in  eine  Lage,  bei  der  dieselbe  vertikal  ttJidvon 
dem  Fttnkte  0  aus  nach  oben  gerichtet  ist.  Um  den  Punkt  O' 
sei  mit  der  Längeneinheit  als  Radius  ein  Kreis  gezeifhnet,  dann 
sind  die  Pcgen  dieses  Krcit^cä  das  in  §  30  eingeführte  Mass  der 
Winkel,  welche  die  urBprUngliehe  Lage  der  in  0  festen  geraden 
Linie  mit  den  durch  Drehung  entstandenen  Lagen  derselben 
macht,  Um  den  bezeichneten  Winkel  tf*  zu  deterniiniren ,  wird 
man  auf  der  von  O  ausgebenden  horizontalen  Graden  von  dem 


«41. 


TheiloDg  de«  Krn»««  m  gUlcbc  Theilo- 
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pQDkte  0  ab  eine  Strecke   nbi^chncidcn.    and   zwar  nach  liaks 
oder    nach    rechte,   je    nacbdcin    der   gegebene    Cosinuswerth 

,  ■ -    positiv  oder  ncgatir  ist,  die  LUuge  gleich  dem  nn- 


merisehen  oder  absoluten  Werthe  der  OrHsge 


Vä} 


nehmen, 


and  in  dem  zweiten  Endpunkt  dieser  Strecke  P  eine  rertikale 
Linie  ziehen,  lu  gleicher  Weise  wird  man  anl"  der  von  0  aus- 
gebenden vertikalen  Geraden  von  dorn  Tunkte  O  ab  eine  Strecke 
abschneiden,  und  zwar  nach  oben  oder  iiAch  unten,  je  nachdem 


der  gegebene  Sinuswerth 


ponitlv  oder   negativ    ist. 


l/A'  +  Ti' 
dio  LiDge  gleich  dem  nuuicri»cbcD   oder  absoluten  Wertbe  der 

GrOase    ~.. — ^ nehmen,  und  in  dem  zweiten  Endpunkt  dieser 

Strecke  Q  eine  horizontale  Linie  ziehen.  Die  in  dem  Punkte 
P  und  in  dem  Pnnktc  Q  ccm^truirtcn  Linien  mUüscn  sich  dann 
wegen  der  ßleiehnng  cos*</J  +  8in'0=  1  in  einem  bestimmten 
Punkte  Jl  der  Periplierif?  ile»  um  0  mit  der  LUngeiieiniieit  be- 
^eUriebencu  Kreises  sehneiden,  und  der  in  dem  rechtwinkligen 
Dreiecke  PO  ß  hei  O  auttretende  Winkel  bestimmt  den  gesuchten 
Winkel  0.  Wenn  die  von  der  linken  znr  rechten  Hand  auszn- 
fUhrondc  Drehung,  durch  welelie  die  io  O  feste  gerade  Linie  von 
der  Änlang>i(age  in  die  Lage  OH  gebracht  wird,  weniger 
als  xwei  Rechte  beträgt,  bo  igt  nach  den  in  §  30  getroffenen 
Annninnen  der  DrcieckswiDkcl  PO  li  dem  Winkel  (/)  gleich. 
Wenn  jene  Drehuug  mehr  als  zwei  KecLte  und  weniger  als 
vier  Rechte  bcträi^t.  ho  ist  der  Üreierkswiiikel  POIi  dem  Win- 
ko]  2n — 0   gleich.     Ebenso   entspriKht    der    Frage   nach   den 


0 


0 


(itttssen    e08  -     and  sin —  die   Frage  nach  einem  rechtwink- 

Hgen  Dreieck,  in  dem  die  Längen  der  Katheten  bezieh angsweitte 
durch  die  abnoluleii  Werthe  jmcr  Orclssen  gemcsRcn  werden. 

Bekanntlich  gestatteten  die  Alten  hei  der  Austlllirung  einer 
geometrischen  Coustruction  den  Gebrauch  keine«  anderen  IlUlts- 
mittels  als  den  des  lAneals  nnd  <\^  ZirheU.  Man  »inchte  daher 
auch  die  genannten  beiden  Aufgaben  mit  au»»cbliei$i»lichcr  An- 
wendung de«  Lineals  und  dett  Zirkels  zu  lüaen.   E»  gelang  mit 
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Tbcilune  d«e  Kreisra  in  Kleicbe  Theile. 
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diesen  Hfllfginittcln  einen  beliebig  gefrorenen  Winkel  in  ewci 
yh-icJte  llmlr-  «*  thHUtt,  während  die  iJrcitboihin};  eines  Ixf- 
licbig  gebliebenen  Winkels  unüberwindliche  Sehwieiigkeilen 
diirlwt  Ans  der  Halbirnng  eines  beliebigen  Winkels  l'ulgte  die 
Möglichkeit,  den  Kreis  in  eine  An7.iihl  von  gleichen  Tbeilen  zu 
tlieücn,  die  eine  hdichUje  VoU-m  der  Zwei  ist,  und  allgemein  die 
Möglichkeit,  sobald  der  Krei«  iu  eine  gewiKse  Zahl  von  gleicbeo 
Theilen  getheiltwnr,  denselbrnin  die  doppelte  Zahl  von  gleiehon 
Tbeilen  zu  tbeileu.  Von  nndercn  Theilinigen  wurde  die  Tbeiinng 
dcB  Kreise«  in  drei  gleicftc  Thede,  ferner  die  Theilung  iu  fünf 
gleiche  Theile  gclundcn,  und  ans  diesen  Tbeilangen  die  Thcilong 
in  fiinfgehn  gleiche  Thetle  abgeleitet 

Dus  unterBcheidende  Merkmal  tUr  diejenigen  geometrisclicn 
Aufgaben,  wekliu  mit  Lineal  und  Zirkel  allein  construirt  werden 
k^Jimen,  hat  erst  Descartes,  der  Begründer  der  naeb  ihm  bc»- 
nannlen  oder  unai^/iiaciieti  Geometrie,  aufgestellt.  Daa  erste  Buch 
seiner  .&uiii  ursten  Male  H>37  ersehiencncn  Geometrie  bandelt 
von  den  Problemen,  die  durch  den  ausschliesslichen  Gebrauch 
von  geraden  Linien  und  Kreisen  construirt  tcerden  kimnen. 

Descoj'tes  beginnt  dieses  Buch  mit  der  Hemerkang,  daMi 
alle  geometrischen  Probleme  leicht  in  eine  solehe  (rct^lall  ge- 
bracht werden  künnen ,  dafis  zu  ihrer  Oo&strnctioo  mir  noth- 
weudig  ij*t,  die  Länge  von  gewissen  geraden  Linien  Iz-nnm  ^u 
iemen.  Wie  die  gunze  Arithmetik  in  den  üperationeu  des  Ad- 
direns,  Siibtrahirens,  Mnltiplicirens,  Dividiren»  und  der  Wurxel- 
aiisztcbnng  bestehe,  so  habe  man  in  der  Genmetrie,  nm  die 
gesuebtea  Linien  zu  be»tiuimen,  keine  anderen  OpcrntiODen 
aufzuführen,  als  die  Operationen,  von  Linien,  die  ibrer  Länge 
nach  gegeben  sind,  die  8umme,  die  DiflTerenz,  das  durch  die 
Längeneinheit  dividirle  Product  und  den  mit  der  Lüiigcneinbeit 
multiplictrlcn  Quotienten  zu  (loiistrnircri,  und  zwischen  einer 
Linie,  die  als  Einheit  betrachtet  wird,  und  einer  beliebigen 
anderen  Linie  eine  oder  zwei  oder  mehrere  mittlere  Proportio- 
nalen einzuschalten,  was  mit  der  Ansziehung  einer  Quadrat- 
wurzel, Cuhikwurzcl  u.  ».  !'.  gicicbbcdeutend  sei. 

Nachdem  nnn  Descaries  von  den  genannten  vier  Grand- 
aufgahen  umi  von  der  AusKiebnng  einer  Quadralwnrr.cl  eine 
geometrische  ConstnictioD  gegeben  bat,  welche  sieb  nnr  der  ge- 


CooatrnotioD  mit  Lineal  und  Zirkel. 
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radcn  Linien  nnd  des  Kreises  be<lieDt,  schreibt  er  vor,  dass 
mna  bei  d(T  ßetrachtung  eioes  geometriBchcn  Problcius  allen 
tHr  die  Constmction  ivcäentlicheu  Linieii,  scicu  sie  bekaniit 
oder  anbcknunt,  beslimmte  Benennungen  heile-gcn,  den  Inlialt 
des  Problems  durcb  eine  oder  mclirpre  fjleicbnngun  ausdrücken, 
and  mit  diesen  Glcicbun^n  so  vcri'abren  solle,  bis  zuletzt  aar 
eine  Gleichung  mit  einer  Unbekannten  übrig  bleibt. 

Hierauf  »priebt  Descartrjt  den  »Satz  ans,  dam,  wenn  das 
Problem  allein  durch  gerade  Linien  und  Kreise  coa^truirbar  sein 
»oll,  jene  letzte  Gleichung  höchstens  eine  quadratische  zu  sein 
habe.  Der  Gmnd  dieses  Satzes  ist  der,  dass  die  Aufl{)siung 
einer  quadratischen  Glcichunp  auf  dio  Addition,  SubtraetioD, 
Multiplirulion,  Division  und  die  Ausziehung  ciuer  Quadratwurzel 
hinau!4  koniiitt,  »Ikd  auf  diejenigen  Operationen,  deren  Con- 
straction  mit  Lineal  und  Zirkel  Descartes  gelehrt  hat. 

Kr  dart'  deshalb  das  iillgeivieinc  Resultat  so  ausgedrtlekt 
werden,  dass  du  geometrisches  FroVlem  dttn-h  aerade  Linien  und 
Kreise  allein  consintirt   icerden  kann,   ..  rs-  mv/jlich  ist,  die 

Länge  der  ett  suehenden  geraden  JÄnieti  ttrttiHf- '■■  '  ■■  lAnrjen 
der  bekannten  tfcradcn  Linicndurch  Attsdrücledai^i'.-i'itmy  uekhe 
ausjfer  der  Addition,  iyubtractiott,  Mtdiiplication  und  }}iviifion  nur 
die  Auaeiehung  der  QuadrtttKureel  loraussfiien. 

Von  dem  jetzt  gewoiuieuen  Gesichtspunkte  aus  lälssl  sich 
erkennen,  das»  ilie  geometrische  Lösung  der  Aufgaben,  deft  Kreis 
in  n  gleiche  Theile  mt  theiün,  und  einen  gegebenen  Winkel  in  n 
gleiche  Theile  äu  theilm  in  dem  Falle  mit  nu.vidäiesxUrher  An- 
MWttd«»9  des  Lineals  umi  des  Zirkels  ausgettthrt  weiden  kann, 
wenn  die  gleiehnamigeu  Aufgaben  der  Keclnuug,  die  im  Vorigen 
erörtert  worden  sind,  ausser  den  vier  Kpeeies  nur  die  Juseiehung 
von  Quadratiiniräeln  erfordern.  Bei  der  Aufgabe  der  Kreia- 
tbeilung  ist  die  Lauge  der  einzigen  Linie,  von  welcher  der  Kreis 
abbltngt,  die  Länge  des  Kreisradius,  und  diese  haben  wir  gleich 
der  Einheit  angenommen.  Bei  der  Aufgabe,  einen  gegebenen 
Winkel  zu  theilcn,  sind  die  Liiugen  der  Katheten  des  vorhin 
mit  I'OU  bezciehuetcu  Dreiecks .  dessen  Hyjwtcnusc  gleich  der 
Einheil  ist,  gegeben.  Die  genannten  Linien  sind,  sobald  die 
ETwühnie  >Ielhode  des  Tipscnrtes  angewendet  werden  soll,  die 
nir  die  beiden  geouiotriifcben  Probleme  wesontlicben  Linien  von 


CoDslruction  mv 


und  Zirlcel. 


Ml- 


bekannter    JMnge.     Gleichzeitig    repräsentiren    ttlr    das    eiste 
Problem  der  reelle  und  der  imaginäre  Tbeil  der  tihtsse 


CD 


cos 


2r 


.    .      2n 

+  I  Sin 


und  fllr  das  «weite  Problem  der  reelle  nnd  der  imaginäre  Tlieil 
der  GrüäHO 

(2)  cos    -  4-  ißiii  — 

die  Längen  der  gesuclUeti  Unten.  Wcun  also  ein  Anttdruck  von 
(1)  und  (2)  gefunden  bt,  üo  führt  die  Truuitung  des  Reellen 
uud  des  Iiu:iginüruti  geradcawcges  zu  deojcuiguu  Danit«nuu|^en 
der  Lüngeit  der  gesncliten  Linien,  welcbe  aus  der  Anwendung 
der  Metliodc  des  Dr^eartfs  her  vorgehen.  Ihiniit  das  lietreffenile 
geometrische  Problem  mit  Lineal  and  Zirkel  allein  constrairt 
werden  kiinue,  muss  der  zugeordnete  Ausdruck  (I),  bczichaugs- 
weise  ['2),  allein  darch  Quadratwurzel  •  Ausziebungen  darstell- 
bar «ein. 

Der  in  %  34  gelieferte  Nachweis,  mc  am-  dent  grgchenen 
Cosinus  und  Sintis  eims  beliebiffen  Winkeln  der  Cosinus  und  tler 
SinuK  des  halben  Witd-fis  durch  Äitsskhung  von  Quadratwarseln 
dartjfatvlU  werden  fiann,  entspricht  daher  genau  der  von  Ueo 
Alttn  jjeUistea  Aufgabe,  einen  hiitcMffen  Winkel  mit  LintcU  und 
iürhd  in  xivct  gleiche  Theik  £H  tkeden. 

Auch  die  in  §  40  cutwickclte  Zurüchführung  der  Aufyafte, 
den  Kreis  oder  respecHve  änen  gegcbeneit  Winkel  in  n  gleiche 
Thcilc  XU  theÜen,  correjipondirt  mit  einer  Zuriichßhrung  der  he- 
treffenden geotn^rischenAnfyafic.  Denn  wenn  wiean  ilerangctlthrten 
Stelle  die  Zahl  u  gleich  dem  l'roduct  von  Potenzen  vei'Hchiedcncr 

Primzahlen  a"*  a"* . .  o;  ^  gesetzt  ist,  und  die  gesuchten  Thoi- 

lungen  resp.  in  a/'.o,"»,.  .  a/^ &'«><^*"^  '^''*^''c  vorliegen,    so 

wird    naoh   den    doii   gegebenen  Kriirtcrungen  die  zu  leistende 
Tbeilung  in  n  Tlielle    durdi   die  Addition  nnd  Öubtraction  von 
Vielfachen  bekannter  Winkel  erhalten.  Die  Addition  und  Subtrac- 
tion  hfkannier    Witdcel  gehint  aber  tu  den  mit  Lineal  in%d  Zirkel < 
eonstmirbartn  Auffjahen. 

Es  bleiben   jetzt   noch    diejenigen   Theilungeu  dea  ganxeni 
Kreises  in  »  gleiche  Theile  zu  besprechen,  bei  denen  die  Zahl] 


RtrueUon  nit  Lineal  und  Zirkel. 
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«  gleich  einer  Primeuhl  oder  gleich  der  Pipern  einer  Prirmahi 
ist,  ucd  die  mit  Limal  und  Zirkel  constrnirt  werden  können. 
Wie  schon  herrorgehobeii,  Ist  eine  solche  Constniclinn  dann 
möglich,     iveon     die    -/ugeurdnele    nte    Wurzel    der    Einheit 


cos 


2« 


+  isin 


2n 


tUhig  ist,    allein   durch    Quadratwnrzel- 

ans/iehungcn  dargeetellt  zu  werden.    Ftlr  die  hierher  gehi}rigcu 

Fälle,    in   denen   die  Zahl  n  gleich  einer  beliebigen  Potenz  der 

Zicei  ist,  iKt  das  Hildunpigesclv,  der  zng^cordnetcn  Einheitswiirzcln 

in  §34    entwickelt  worden.      Die   dortigen   Gleichiuigcu  (i2,), 

(l2b),  (l2o),  (l2i),  enthalten  die  Ausdrücke 

coe  w  +  i  sin  ?T  =  —  1 

JE    ...     n 
cos  —  +  isin^  =», 


(3) 


008 


-1^4^  +  1 


8       —  8  »        a  T  2 

Ilicbei  ist  namentlich  darauf  anftncrksam  zu  machen,  dw?s 
die  imaginäre  Eitiheit  sielbsi  eine  primitipc  vierte  Wursel  der 
Einheit  ist^  und  duas  die  in  ^  27  erwahfUm  in  dem  Gebiete  der 
complexen  Grössen  vtfrhandenen  ICiniieilen,  wcMte  durch  die  gattsen 
Foienjim  der  Grösse  i  dargestellt  werden,  mit  den  vier  vierten 
Wiarsdn  der  PÄniieii  susatamenfailen. 

'  Die  geometrische  Tlieilung  des  Kreises  in  drei  Theile 
pflegt  aus  der  Theilnug  in  seehs  Theile,  die  Theiluug  des  Kreisew 
in  ftlnt'  Tbeile  ans  der  Theilung  in  zehn  Theile  abgeleitet  zu 
werden.  Ee  sei  n  gleich  der  Zahl  Drei  oder  Fttnf,  a  gleich 
der  Seite  des  in  den  Kreis  von  dem  RndiuK  Eins  eingeschriebenen 
reguläreu  2«  Ecks.  Wird  vnn  dem  Centriim  des  Kreises  ant' 
eine  Seite  dieses  regulären  Polygons  ein  Loth  herabgelassen, 
so  bildet  die  Länge  diet^es  Lolhe»  den  Cosinus  und  die  Länge 
der  halben  Seite  des  Polygons  den  Sinu.s  von  der  llUltle  des 
Ccntriwinkcls,   welcher   zu    einer    Seite    des    2  m  Ecks    gehflru 

Dieser  Centriwinkei  hat  das  Mass  -^~  =  — ,    und    daher  gilt 
die  Gleichung 


L86 


CoLfltraclion  mit  Liiivat  und  Zirkel. 


%iU 


(*) 


«...       n 
COB  "s—  +  1  Sin  a— 
2n  2  n 


Nun  Ut    tilr   »  =  3  die   Seite  o  des  regulärcQ  tiecbsccks 
gleich  dem  KatlinB, 

für  »=5  wird  die  Seite  a  den  regalSrcn   Zclmeck?   dnrcli  den 
goldeucn  Subnitt  t'olgeiidoniiaääeu  betitimnit 


Mithin  liefert  die  CUeicbung  (-1)  die  Kcsultate 

Vs    .1   . 


cos 


(5) 


6 


...        71 

+  •  8in  ^r     = 


G 


C08 


10 

Weil  aber 


+  IHIU 


10        ' 


5  +  1/5"     .     -1  +  1/5 


und 


271    "    j.     " 

"5"  ~      10      "2 


üt,  m  IteHtebcn  die  Glciühnngen 
CM  -g    +i8m-g  =(co8-^  +  tsin-g  jfcos  2    +»»<n2J. 

Die  Substitutiou  der  gefundenen  Ausdrucke    ergiebt  daher 
Itlr   die    betreffende  itriUe  and  fünf(c  Wuracl  der  EitJml  die; 
Darstellungen 

(6)  '«'8-3-  +  *  ""  "3~^  ^  2  ^  2"  ^     *• 

i+i/r^^i/ö+i/r 


(7) 


27t  .      .  271 

cos  — ; — I- 1  sin  —r— 
o  S 


4  •    •  8 

Die  Frage,  ob  ausser  den  im   Alterthnme  gefundenen,  mH 
Lineal    and  Zirkel   ausfllbrbarcn   Tticilungvn   des  Kreises  nocltl 
andere  mit  denselben  Mitteln  auf^nibrbare  Theiinngen  existiren,! 
bat  zn-eitaasend  Jahre  lang  geruht,  bis  Gmiss  die  Antwort  ont 
duckte.   In  der  siebenten  .Scotioti  stitier  J/s^uiViViotw*  ariiUmetira^ 
beweist    Gauss,    dass  die    Theüang    des   Kreises  in  n  gleich« 
Theilc  Air  diejenigen  rriuuaidm  n   mit  Hülfe  des  Lineals  un« 
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Zirkels  hcwerkutelligt  werden  kann,  oder  Aas»  die  »ten  NV'nrzeln 
der  Rinheit  dann  dureli  QHailrrttwurzcIzciflifn  allein  darslcllbar 
sind,  wenn  die  um  dk  Einheit  verminderte  PrimzaJd  »  glcicli 
amer  Poteni  der  Zahl  Xtvei  ist  Die»  triffl  bei  den  Prini/.ftli!e.n 
3  nnd  5  xa;  die  nächsten  Priruzalileu  von  dieser  Bescliftffenlieit 
Bind  17  =2*+  1,  2ö7=:2'+  I.  Wepcn  der  BcgrUndnng  des 
angt'ttthrten    RetjultaU    nnd    wogen    der    allgemeinen    Theorie 

der  Kreistheilungsgleicüunff  fV'^l,  ans  welcher  jenes  KeKultat. 
hervorgeht,  mnaH  ant'  die  disquisithttes  arithtneticae  eelbflt  ver- 
wiesen werden. 


: 


§  4a.  BtatimmaxtK  alnaa  Pnnktas  In  «iiiar  Eb«n«  durch  dl* 
Geometrie  des  Itv-avartrrf  oder  die  analytische  Geometrie. 
Gauftt*  geometrische  Daretellnng:  der  oomplexen  Or&ssen. 
Deutung  der  Addition  und  Koltlplloatlon  von  oomplexen 
drössen  nnd  der  Beitlmmnng  der  J'ten  Wnrxeln  aoa  einer 
oomplexen  Grösse. 

Die  erwähnte  Anäsagu  des  Deacaries,  dat>u  alle  geoiuetribchen 
Probleme  leicht  in  eine  sulcbc  Gefetall  gebriicht  worden  kJinnen. 
(U«ä  2U  ihrer  Conätruction  nnr  dir:  h'tmnttms  von  der  Länge  ;/f- 
teiaser  gerader  lAnien  erl'ordcrlioli  ist,  liilngt  auf  das  Genaueste 
mit  dein  Grvmiprineip  der  Geometrie  de»  Descartes  oder  der 
analytischen  (Uomettie  ÄnRannuen,  welehc«  er  In  dem  zweiten 
Hache  den  angeliilirten  Wfrki>.s  <large»itcllt  hat.  Dieses  l'rint-.ip, 
vormOge  ilcsHon  äet  Ort  eituu^  Punktes  in  einer  Ebene  und  der 
Ort  eines  I*Hni:ies  im  Boume  durch  die  Messunff  der  Länge  von 
gewissen  geraden  Linien  bestimmt  wird,  werde  ich  jetzt,  soweit 
CS  den  Ort  eines  ]*unkte8  in  einer  Ebene  anlangt,  in  KUrae 
atueinanderitetKcn.  Denn  dius  Verständnitis  von  vielen  in  der 
Algebra  auilrctenden  ErscheinuDgeu  wird  durch  die  Vcr- 
kndpfnng  mit  geometrischen  Anschauungen  wesentlich  erleichtert, 
nod  die  anlay tische  Geometrie  bietet  hierzu  eine  Handhabe. 

Die  Bestimmung  dca  Ortes,  den  ein  Punkt  in  einer  Ebene 
einnimmt,  kann  aiii'  die  geometrischen  Vorstellungen  gegrlliidet 
werden,  die  /.uerst  in  §  30  Ijei  dem  Messen  eines  Winkel«  ein- 
gettlhrt  und  hierauf  in  dem  vorigen  §  weiter  outwiekclt  sind. 
Durch  den  testen  Punkt  0  gehen  zwei  gersidc  Linien,  die  sich 
senkrecht  schneiden,  und  von  denen  wir  wie  im  vorigen  §  die 


136 


{^liBbeBtimmunR  io  d«r  Eb«ae. 


eine  Iiorizoiital,  die  andere  vertikal  annctitneD.  Zuj^lcich  aoll 
wieder  die  littke  Seite  der  iuyt-hontah'H,  niul  die  obere  Seite  der 
imrtikalfm  tjcrmlen  Linie  einen  Voreug  erhallen.  Gegenwärtig 
wird  die  burizuntale  gerade  Liuie  als  die  erste  Are,  die  verti- 
kale gerade  Linie  al»  i/]>  zweite  Axe  bezeichnet  werden.  Irgond 
ein  Punkt  ^l  der  Kbeiic  kann  nun  entweder  ant'  der  ersten  Axe, 
oder  auf  der  zweiten  Axe  liegen,  oder  auf  keiner  von  beiden 
Ascn;  nur  der  Punkt  0  liegt  als  der  Durcbsehnittspnnkt  der 
beiden  Axen  auf  beiden  ungleich.  Wenn  der  Punkt  1H  auf  der 
ersten  Axe  liegt,  so  iRt  seine  Lage  viUlig  beHtimnit,  fallü  uian 
erstens  weiss,  ob  er  sich  links  oder  rechts  vou  dem  Punkte  0 
befindet,  und  zweitens  das  Mass  seines  Abstände»  von  dem  Punkte 
O  kennt.  Um  den  Abstand  Odt  zu  messen,  muss,  wie  schon 
trüber  geschehen  ist.  eine  an  und  ftlr  sieb  twiiebigo  aber  vCllig 
bestimmte  Länge  als  die  Einheit  der  Ulng;e  gewählt  sein;  das 
Mast*  einer  jxegebcncn  geraden  Linie  ist  die  Zahlengröttse.  welche 
aufidrlickt,  welches  Viellacbc  der  Längeneinheit  zu  nehmen  ist, 
oder  welche  Theile  der  LUngeneinbeit  zu  nehmen  sind,  um  die 
zn  messende  gerade  Linie  zu  erhalten.  Wenn  der  Paukt  9?  auf 
der  zweiten  Axe  liegt,  so  ist  seine  Lage  genau  bestimmt,  sobald 
man  erstens  weiss,  ob  derselbe  oberhalb  oder  unterhalb  von  dem 
Pnnktc  0  liegt,  and  zweitens  das  in  derselben  Lüngcneinheit 
ansgcdrlickto  Mass  seines  Alistandes  von  dem  Punkte  O  kennt 
Wenn  siili  dagegen  der  Punkt  SR  auf  keiner  der  beiden  Axcn 
betindet;  so  kann  man  von  demselben  auf  Jede  Axe  ein  l^otb  her- 
ablassen, nnd  Äwar  miSge  der  Fusspuiikt  des  anf  die  erste  Axe 
gcnillten  Lothcs  %  der  Fnssjmnkt  des  auf  die  zweite  Axe  ge- 
fällten LütUis  C  genannt  worden-  Es  leuchtet  nun  ein,  dass. 
wotcrn  die  Lage  der  Fus«imnktc  *|J  nnd  Q  bekannt  ist,  der  Pankt 
!)?  Kogleiflh  dnrch  rom-truction  gefunden  werden  kann;  denn 
eine  dnrch  den  Punkt  $  zu  der  zweiten  Axe  gezogene  Parallele 
uud  eine  durch  den  Punkt  C  zu  der  ersten  Axo  gezogene  Pa-_ 
rnltclc  mtlsscn  sich  nnthwendig  schneiden  nm\  ktnntin  sich  in 
keinem  anderen  Pnnktc,  al^  in  dem  Punkte  iR  schneiden.  Um 
aber  den  Ort  des  Punktes  'i^  zn  bestimmen,  genügt  es,  wie  fllr 
den  auf  der  ersten  Axe  betindliclicn  Punkt  SR  hervorgehoben  ist, 
die  Länge  <W  Linie  01JJ  eu  tncs'im,  itml  *h  b^ierken,  ob  *$  li»ls 
oder  rechts  von  0  liegt;  in  gleicher  Weise  genttgt  es  zu    der 
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nestiniiuun^  des  Punktes  d,  die  lAnge  der  lAnie  OO  en  messm, 
tmd  lu  bemerhcti,  ob  O  ftherkalb  oder  unterhalb  0  liegt. 

Er  wird  jetzt  feftt^^etzt.  dass  die  absolute  Za/iienffrosse, 
welche  verniQge  der  anp.'uommeiicii  Läii^neinbeit  die  Länge 
der  Linie  0^  anstlrllckt.  mit  einem  pmtivett  Vorreicficn  ver- 
seben werde,  sobald  "^  litüus  von  0  Hegt,  und  mit  einem  uegor 
tiven  Vorzeicluin^  sobald  %  rechts  von  O  liegt;  es  wird  ferner 
fe-8tge»etzt,  dsiss  die  abitolnie  ZahlmgrÖssc,  welche  vermöge  der 
aogenommenen  Längeneinheit  die  Linie  <>0  auodrlickt,  mit  einem 
positiven  Vorseichm  vorsehen  werde,  sobald  O  ohrhalb  (*  lie^ 
und  mit  cim-m  negativen  Voneichen,  sohaUI  D  unferhaib  0  liegt 
Dann  giebfr  dag  nach  der  aofgc stellten  Regel  mit  einem  bc- 
sdmmteD  Vorzeichen  versehene  Maus  der  Länge  0$  die  Lage 
des  Punktes  %  nnd  ebenso  giobt  das  nach  der  aufgestetUeii 
Kegel  mit  einem  bestimmten  Vorzcielicn  versehene  Mass  der 
Länge  OQ  die  I^gc  des  Punktes  O  vollständig  an.  Da  alwr 
ans  der  Loge  der  beiden  Punkte  $  und  D  die  Lage  des  Punktes 
9t  unzweifelhaft  folgt,  so  sind  jene  positiv  oder  negativ  genom- 
menen Zahiengnbiscu  ausreichend,  um  die  Lage  des  Punktes  1R 
in  der  KIhjdc  zu  fixircn.  Hierin  bestellt  das  Frincip  der  ana- 
liftisrhen  (ieometrie  der  Ebene.  Das  nach  der  gegchenen  Hegel 
positiv  oder  negativ  genomtnene  Mafis  der  Länge  0  ^  hessst  die 
erste  Ordinate  des  Pimktrs  3i,  das  nach  der  grgehcnen  Regel  po- 
sitiv oder  negativ  giftotnmcnc  Mass  der  Länge  0  C  heisst  die 
stceäe  Ordinate  des  Punktes  9t.  Wenn  der  Punkt  ^  auf  det 
ersten  A:re  liegt,  so  ist  die  stceitc  Ordinate  gleich  Xull,  wenn  der 
Punht  Ä  auf  der  swetten  Äxe  liegt,  so  ü<t  die  erste  Ordituxtc  gleich 
Null.  Wenn  der  Punkt  91  in  dm  Punkt  0  fäilt,  sö  sind  beide 
Ordinat&t  gleich  Null.  Jeder  Lage  des  Punktes  9i  i?i  der  Ebene 
entsitriey  aiue  bestimmte  ersti  mnl  cinf.  besfimmfe  xweite  O^dinnte. 
Zu  jedem  Paar  von  positivai  oder  negatin-n  Zahletigritssen,  von 
denen  die  erste  den  Werth  der  ersten  Ordinate  und  die  eiveiie 
den  Werth  der  xweiten  Ordinate  ausdrückt,  gehört  ein  hcstimnUer 
Punkt  der  Eltene. 

Bei  der  entwickelten  Ortsbestimmung  des  Punktes  !K  ist 
offenbar  das  nut  die  erste  Axe  gefällte  Lotli  ^^^  glcieh  der 
Strecke  OC-,  und  das  anf  die  zweite  Axc  gelallte  Lotti  ^ÄO 
^eieh  der  Strecke  U^.    Ks  kann  deshalb  zn  der  Definition  der 
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beiden  Onlinatßi)  die  Meftsung  der  beiden  Lottie,  oder  auch  die 
MessuLR  einer  Streike  nud  eines  Lothes  benutzt  werden.  Wenn 
das  letztere  gesebieht,  so  pflegt  ninn  das  nach  der  nuigestcllten 
Zetcbenrege)  positiv  oder  negntiv  genommene  Mass  der  anr' einer 
Axe  liegenden  Strecke  r/ie  AbstitiSf  des  J'tinktes  9J,  das  naeb 
der  Zeicbenregel  positiv  oder  negativ  genommene  Mass  des  ant' 
dicsclbo  Axe  gcfdlltcn  LotUed  die  OrtUfiate  des  PunkUs  SR 
gu  nennen.  Be7.eiebnet  mau  die  ersf^  Ordituäe  irgend  eines 
Punkten  mit  x,  die  sweUc  Ordinate  dessellien  I^7dtrs  mit  y,  80 
uinmit  för  einen  Äcrfrmm^CH /*««<•/ der  Ebene  die  Variable  x  einen 
jiosiiiven  oder  neffaUrm  hrFÜmnUen  Werih  und  gleichzeitig  die 
Variabtfi  y  ein^\  poaitiwn  oder  mufntive»  beMimmtifff  Werth  &n. 
Die  Ordinalen  z  nnd  y  zosammengefasst  lieisscn  auch  die  beiden 
rechtwinkligen  Coordinaim  eines  Pu7tkt es  der  Ebene,  der  Punkt  O, 
in  welchem  Rieb  die  rtchtwinhligm  Axen  der  x  tmd  y  Rohneiden, 
winl  dffr  Atifanippunkt  dei-  Coordinuh^i  genannt. 

Wenn  von  dem  Anfangspunkte  der  Coordinatea  O  nach 
einem  beliebigen  l'unktc  91  der  Ebene,  der  die  Coordinaten  x 
und  y  haben  aoII,  eine  gerade  l^iuie  gezogen  wird,  so  findet  «iob 
das  Ma»«  für  die  Länge  dieser  Linie  dnrub  den  Pyt/iayoräiscfwn 
Lt'hrsfds.  Die  Linie  OSH  ist  die  Hypotenuse  eine»  reebtwink- 
ligcn  Dreiecks,  dessen  Katbeten  nach  der  vorbin  gebrauchten 
Hezoiebuuug  dto  auf  dor  Axe  der  x  liegende  Strecke  0^^  nnd 
da»  auf  diese  Axe  gefällte  Perpendikel  9**1?  sind.  Da  mm  die 
Länge  der  titrecke  0%  den  abnolutcn  Wertb  der  Ordinate  x, 
und  die  Lunge  des  Lothes  9i^i*  den  ahgointen  Werth  der  Ordi- 
nate y  licstimmt,  da  ferner  da^t  Qnaihat  einer  positiven  oder 
uegiitiven  Zübleugru^ise  gleich  dem  Quadrate  ibret<  ab^soluteo 
Wertbcs  iBt,  so  wird  unter  allen  llnistiinden  das  Quadrat  des 
Masse»  von  0^  dureli  x*  und  das  Qnailrat  des  Mas(i(;s  von  5H$ 
durch  y*  ausgedrückt.  Daher  gilt  tfir  den  absoluten  Wertb  r 
der  Länge  der  Linie  üd{  allgemein  die  Gleichung 

(1)  r'  =  x'+y\ 

Die  lietraebtnng  desselben  rechtwinkligen  Dreiecks  $092 
dient  zti  der  Bestimmung  d'.'s  U7wÄe/s  (ai,  iretcftett  die  von  0 
nach  dem  Putdiie  SH  gesogene  gerade  Lnite  ntii  dem  ITicil  der 
x-Axe  bildet,  dem  die  positiven  Wa-tfte  to»  x  sugehfhcn,  und  der 
bei  der  von  uns  gewählten  Vorstellung    nach   der  linken  Seite 
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gerichtet  ist  Slellt  iiian  aieli  vor,  da«  der  Punkt  31  zuerst  auf 
dem  positiven  Tbcile  dcrac-Axc  aDgeuoniuieu  t^ci,  und  dass  hierauf 
die  Linie  0^  oltiio  Yerändcrun^  ihrer  Lllngc  iiiu  den  Punkt  0 
in  deu  .Sinne  gcdr«lit  werde,  der  auf  dem  kUrzesteu  Wege  von 
dem  positiven  Tbeile  der  ar-Axe  tu  dem  pusitivcn  Theile  der 
y-Axe,  das  tieisst  in  nnserer  Aosebaunng  vnn  der  linken  xu  der 
rechten  Uand  geht,  so  durchläuft  ^  alle  ]*nnkte  eine»  am  den 
Anfangspunkt  O  aln  Ccntruni  Wsehriebenen  Kreise«,  und  zugleich 
durehlänft  der  in  Rede  slehciide  Winkel  ('f,  vou  dem  Werthe  Null 
anfnngeud  und  foiiwälirend  waelisend,  nach  einander  die  vier 
Quadrameo,  bis  nach  Vollendung  derselhen  der  Punkt  ^  an 
«einen  nrsprUnglielien  Ort  zurllckkehn.  Wenn  man  anfdpr  Linie 
09i  auf  derKelt>en  Seite  vou  0.  «uf  der  sich  der  Punkt  91  be- 
findet, und  in  der  Knlfenuiiig-^er  l^iLngeneinheit  von  0  einen 
Pnnkt  R  annituuit,  von  diesem  Punkte  aus  auf  die  a:-Axc  ein 
Loth  tilllt,  und  den  Kusspunkt  de-sselhen  ?  nennt,  m  «ind  die 
Dreiecke  POK  und  ÜßOiK  wegen  der  Gleichheit  der  Winkel 
einander  ähnlieh. 

Die  Katheten  OP  und  RP  de«  Dreieoks  POR  hestimmen 
TeiTDÜge  der  Erurtenmgen  des  vorigen  8  den  Cosinus  und  den 
Sinus  des  gegi?nwartig  mit  Öbczciehneten  Wiukels  in  der  Weise, 
da^  die  gemeHsenen  Längen  dieser  Linien  znfolge  der  dort  an- 
gegebenen Regel  das  positive  oder  negative  Vorxeiehen  erhalten. 
Dic8G  Regel  stimiuL  geufiu  mit  der  Regel  (Iberein,  von  welcher 
die  Vorzeieben  der  Ordinuteu  x  und  y  abliängcn.  Daher  folgen 
aus  der  Proportionalität  der  Seiten  in  den  ilhnliidien  Dreiecken 
POK  ond  lU>iH  für  den  Cosinus  und  den  Siuus  des  Winkels 
B  die  Ausdrucke 


(2) 


CO80  = 


ßin  0  = 


Die  Ro  eben  erklärten  Elemenlarbegriffe  der  nnalytiRchen 
Geometrie  reichen  aus,  um  die  georndrisrlic  DaratcUuug  der  rom- 
pleaxfn  Grössen  uiitzutbeiten,  welehc  Gauss  in  der  IS3'2  erscbie- 
nencn  «weiten  Abbamllung:  theoria  residiwntnt  hiquadratiroritm 
in  die  Analvsis  eingeftlbrt  bat.  Diese  Darstellnng  fliesst  an» 
der  Bemerkung,  das»  es  freisteht,  bei  einer  beliebig  gegebenen 
complesen  (jrössü  r-fyi  die  |)OMitive  oder  negative  reelle  Gri^ese 
X  aht  die  entte  Ordinate,  und   die  positive  uder  negative  reelle 
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ChOesc  1/  als  die  zweite  Ordinate  eines  Punkte»  einer  unbe- 
grenzten Ebene  in  einem  licKiiiniiitcn  Synteni  reehtwinkli^r 
Cüordioatcn  zu  betrachten.  Alsdann  gebiert  zu  jeder  coniplexcn 
Grlfssc  ein  bestimmter  Punkt  der  Kbene,  and  in  gleicher  Wciae 
gebart  /.«  jedem  Funkte  ibr  Ktteno  eine  hestiramte  eoinplexe 
GrHsBC.  Man  darl' jetzt  sagen,  das«  eine  roniplexo  GrüHse  j:4- j^» 
durch  dciüenigcn  Punkt  der  Ebene  rcprilsentiit  werde,  dessen 
erste  Ordinate  gleich  x  und  deRsen  zweite  Ordinate  gleich  y  ist, 
und  darf  ferner  diesen  Punkt  den  Punkt  x+j/i  nennen.  Der 
Anfänger  erhält  von  der  Darstellung  der  eomjilcxen  leicht  den 
Eiudmck,  als  ob  hier  Begriffe  in  eine  BcKiebuug  zu  einouüer 
gesetzt  werden,  die  nichts  mit  einander  zu  schaffen  haben.  Doch 
verseliwindct  dieser  Kindruck,  sobald  man  mit  der  Darstellung 
vertrauter  wird  untl  Anwendungen  derselben  kennen  lernt. 

liei  der  üawÄÄ'schen  Darstellung  der  eoraplexen  GrlJsscn 
wird  die  Null  durch  dun  .\nfimtjsjmnli  der  Coftrditm/m  reprÄ- 
süutirt,  die  vier  KinheUen 

+  1,1,-1,  -»■ 
haben  zu  Vertretern  di&jenigm  vier  Pmdir,  trdchf.  in  det-  Entfer- 
nuntf  der  Lütujtmcinhcit  vom  Anfanyapuid:ie  thr  Com-dinalcn  be- 
ziehungsweise atif  tler  positiven  Seite  der  ersten  Axe,  der  posiiiven 
Seite  dfiT  steeitcn  Axe,  der  nefialiven  Seite  der  ersteti  Axe  und  der 
negativen  Seite,  der  zweiten  .■Lee  liegen.  Die  reellen  Werthe  wer- 
den dureh  die  Punkte  der  ersten  Axe,  die  rein  iumginürcn 
Wertbc  durch  die  Funkte  der  zweiten  Axe  dargestellt.  Deshalb 
wird  die  erste  Axe  die  A:t.e  der  reellen  Werike,  die  zweite  Axe 
die  Axe  der  imaginären  Werthe  genannt. 

Zwei  einander  ronjugirie  romplexe  Grossen  x  +  yi  und 
x  —  yi  bedeuten  Punkte,  deren  Verbindung-^linie  auJ  der  Axe  der 
reellen  Werthe  senkrecht  steht,  und  durch  dicgelbe  halbirt  wird. 
Denkt  man  sich  die  Axe  der  reellen  Werthe  als  einen  Spiegel. 
80  wird  der  eine  Punkt  das  Spiegelbild  de»  andern.  Zwei  cou- 
plexe  Grössen  x+yi  und  ^x—yi  bezeichnen  7.wei  Punkte,  die 
auf  derselben  durch  den  Pnnkt  0  gehenden  geraden  Linie,  aber 
auf  entgegengesetzten  Seiten  von  diesem  Punkte  und  in  glelcbeu 
Abständen  von  dcmsolbcn  liegen. 

Wenn  von  dem  Punkte  0  nach  dem  Punkte  x  +  yi  eine 
gerade  länic   gezogen  wird,   so  hat  der  absolute  Werth  r  der 
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Lftoge  dieser  Linie  nacli  der  Gleicbung  (1)  den  Aof druck 

(3)  r=K:t«  +  v'; 

derselbe  ist  also  gleioli  dem  ancUrffischm  Modul  der  compiexen 
Grösse  x  +  yt.  Der  analytische  Modul  wird  auch  d'-r  absolute 
lidrag  der  cmnpiejm  OrOsse  x  +  yt  genannt,  oder  noch  kurzer 
der  Betrag  diyr  coniph^-cn  Grösse  r+  yi.  Die  (k'sialt  der  t*m- 
plcxen  Grflsse  x  +  yi,  welche  der  Gleiehung  (7)  des  §  30  ent- 
Bpricht,  erhält  ebenfalls  eine  anscbanlichc  Bedeutung.  Denn 
vermöge  der  Gleichungen  (3)  kommt 

(4)  x  +  yi=r  (eoa  fJ  +  i  sin  &), 

und  der  Winkel  &  ist  derjenige  innerhalb  eines  vollen  Kreises 
genau  bestiniiute  Winkel,  welchen  die  von  dem  Punkte  0  naeli 
dem  Punkte  x  +  yi  gezogene  gerade  Linie  mit  der  positiven 
Ualbaxe  der  reellen  Weithe  bildet. 

Zwei  beliebige  complexe  Grössen  a  +  bi  und  c  +  di  ktinuea 
dnrefa  die  vier  Grundopcrationen  der  Hcehnuug  mit  einander 
verbunden  werden,  und  es  gftwJilirt  ein  besonderes  Interesse, 
die  geometrische  Interpretation  dieser  Operationen  aufzutiuehen. 
Hiebet  gentigt  es,  die  Addition  und  die  Multiplieatiou  zu  be- 
trachten, da  die  Subtruetion  und  die  Division  sich  durch  üm- 
kehmng  des  zugeordniiten  Verfahrens  ergeben.  Wenn  a  +  &• 
und  c  +  di  xu  einander  addirt  werden,  so  dass 

(5)  X  +  j/ 1  =  «  +  6 1  -f  c  -f  rf  i 

ist,  so  kann  man  die  erste  Ordinate  des  Punktes  j-  +  yi  ber- 
rorbringen,  indem  man  die  erste  Ordinate  des  Punktes  a  +  bi 
am  die  erste  Ordinate  des  Punktes  c  -\- di  wachsen  lüsst  und 
die  zweite  Ordinate  des  Punktes  x  +  yi  hervorbringen,  indem 
man  die  zweite  Ordinate  des  l'nnktes  a  +  ft  i  um  die  zweite 
Ordinate  des  Punktes  c  «t*  di  wachsen  iHsst.  Das  Wachsen  einer 
Ordinate  ist  hier  so  zu  verstellen,  dass.  wenn  zu  derselben  eine 
positive  <^frt>sse  binzukommt,  der  Kiidpnnkt  der  Ordinate  um  die 
betreffende  Strecke  nach  der  positiven  Seite  der  in  Rede  ste- 
henden Axe  bin  t'ortrtlckt,  dass  dagegen,  wenn  zu  der  Ordinate 
eine  negative  Grösse  biuzukonnnt,  der  Endpunkt  der  Ordinate 
am  die  betreffende  Strecke  nach  der  negativen  Seite  derselben 
Axe  hin  t'ortrtlckt.  Hieraus  ergiebt  sieh  Hir  die  Lage  des  Punktes 
:r  +  y»  die  folgende  Coiistruction.  Man  zicbc  von  dem  Punkte 
0  eine  gerade  Linie  nach  dem  Punkte  a  +  bi  und  eine  gerade 
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Linie  nach  dem  Panktc  c  -v  dij  dann  ziehe  man  ron  dem  Punkte 
a  +  ifi  eine  gerade  Linie  bo,  da*s  dieselbe  mit  der  von  dem 
Pnnktc  0  iincli  dem  Punkte  c  +  di  gezogenen  Linie  gleich  ge- 
richtet, purallel  und  gleich  lang  ist,  so  ist  der  zweite  Emlpuiikt 
dieser  Linie  der  durrh  (5)  bestimmte  Punkt  x  +  pi. 

Damit    da»    Pmduct   der   cnmplexen  Gr«88en  a  +  hi    und 
r  +  tli  einen  Punkt  reprilsentiren  kOnne,  ist  dasselbe  durch  die 
Einheit  dividirt  zn  denken,  und  in  diesem  Sinne  sei 
(6)'  X  +  jfi={a  +  fei)  (c  +  dt). 

Wir  Itilden  nun  flir  die  coniplexen  Grössen  a  +  bi  nnd 
c-\-di  die  Gleichungen  (7J  und  (8)  des  §30 
a  +  bi^  e  (cos  9  +  isin^) 
«  +  rfi  —  IT  (erw  X  +  t"  sin  x), 
deren  geometrische  Bedeutung  bei  der  Eintlllirung  des  Winkels  G 
be«proelien  ist,  nnd  erhalten  durch  Austtlhrung  der  Multiplicatiou, 
wie  an  der  eitirten  Stelle,  die  Gleichnng 

X  +  yi  =  ga  (cos  (y  +  z)  +  *  sin  ((p  +  x))- 

Wird  ansserdera  nir  diese  GrRsse  z  +  yi  die  obige  Glei- 
chnng (4]  aufgestellt,  so  fylgt  durch  einen  nichrraeb  gebrauchten 
Schluss,  dass   * 

r  =^  Qo,  009  0  =  cos  (y  +  z),  sin  0  =  sin  (y  +  x) 

ist. 

Üiese  Gleiebungen   drticken  aus,  das«,   wenn  der  Punki~ 
niich   einander  mit   den   Punkten  1,  m  +  6»,  c  +  rfj,   und    dem 
durch   die  Glcicbtnig  (H)    bestiiiiiiiten  Punkte  x  +  y$  verbunden 
wird,  die  entsprccbcndeu  vier  Linien  respective  die  Längen 

I.  f.  «J»  V 

haben,  daas  ferner  der  Winkel  Tswisclien  der  ersten  nnd  vierten 
Linie  erhalten  wird,  indem  man  7.\i  dem  zwischen  der  ersten 
und  zweiten  Linie  bofiudlicheu  Winkel  den  zwischen  der  ersten 
und  dritten  Linie  befindlichen  Winkel  liinzuaddirt.  Da  der 
Punkt  1  auf  der  positiven  Seite  der  Axe  der  reellen  Werthc  in 
der  Entfernung  I  vom  Conrdinatenanfangspnnkte  Hegt,  so  fRllt 
die  Richtung  der  in  Rede  stehenden  ersten  Linie  mit  der  Rich- 
tung der  positiven  Ilalhaxc  der  reellen  Werthe  zusammen,  und 
die  auftretenden  Winkel  werden  nach  dem,  was  vorbin  in  Be- 
treff des  Winkels  ©  gesagt  worden  ist  und  ebenso  fllr  die  Winkel 
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(f  Dod  X  gilt,  auf  eiae  [Drehung  belogen,  die  von  der  jioiiitiven 
flalbaxe  der  rc.i.'IIcn  Werllie  auf  dem  kürzesten  Wege  narh  der 
po^itivcD  Halbaxe  der  inmginärcD  Wertle  tljlirt.  Sobald  von 
dem  Punkte  1  eine  gerade  Linie  oacli  dem  Punkte  a  4-  &■  und 
eine  zweite  gerade  Linie  naeh  dem  Punkte  c  ->>■  lii  gezogen  wird, 
und  femer  ron  dem  Funkte  w  +  /n'  eine  gerade  I<inie  nach  dem 
durch  (6)  detinirtco  Punkte  x  +  yi,  »obald  ausserdem  ein  Dreieck 
durch  die  Buccenstve  Nennung  der  Oerter  seiner  drei  Eckpunkte 
bezeichnet  wird,  so  «ind  die  heiden'i  Dr&iwkc 

I,  0,  c  +  di 
und 

a  4-  hi,  0,  X  +  jfi 
einander  äJmhch  wegen  der  Gleichheit  der  an  dem  Funkte  0  He- 
genden Winkel  und  wegcu   der  ProportioDalität  der  einsctilicB- 

senden  Seiten  l  und  o  im  ersten,  e  und  -     im  zweiten  Dreieck. 

Wird  daa  erste  Orcick  um  den  Funkt  0  so  herumgedreht,  dasfl 
die  Seite  l  deitselben  in  die  Richtung  von  der  Seite  0  de» 
zweiten  Dreiecks  tälit,  so  tUllt  die  Seite  0  des  ersten  Dreiecks 

in  die  Richtung  der  Seite  -     des  zweiten  Dreiecks.     Denuiach 

ist  an  der  Verbindungslinie  der  Funkte  0  und  a  +  bi  ein  Dreieck 
anzulegen,  da*4  dem  Dreiecke  1,  0,  e  +  di  ähnlich  ist  und  eine 
Lage  hat.  die  aus  der  Lage  dieses  Dreieck«  durch  eine  um  den 
Punkt  0  ausgclhhrte  Drehung  hervorgeht:  hierbei  ist  lUr  das 
neue  ähnliche  Dreieck  der  Punkt  n  lestzuhalten  und  das  Dreieck 
l»  0,  c  +  di  nach  einem  solchen  Masastabe  ru  vergrösseren  oder 
9U  verkleineren,  das»  aus  der  Längeneinheit  die  Verbindungslinie 
der  Punkte  0  und  a  +  bi  wird.  Die  Kcke  des  coubtruirtcD  ähu- 
licfaen  Dreiecks,  welche  der  Verbindungslinie  des  Punktes  0  mit 
dem  Funkte  a  -^  bi  gegenllberliegt,  ist  dann  der  durch  die  Glei- 
chung (6)  bestimmte  Punkt  »  4-  y>- 

Auf  gleiche  Weise  entstellt  das  Bild  (Icrjenigen  Punkte, 
die  durch  die  auf  einander  folgenden  positiven  ganzen  Potenzen 
derselben  complexen  Grüsse  a  +  6 1  fiezeichnet  werden.  Zieht 
man  gerade  Linien  von  dem  Punkte  0  nach  deu  Pnnkten 
1,  a  +  bi),  (ö  +  Aijf,  (a  +  bi)',..  und  verbindet  durch  gerade 
Linien  den  Punkt  1   mit   dem   Punkte  a+  h i,  diesen  mit  dem 
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Punkte  (a  +  hi)*  und  Überhaupt  jeden  Pnnkt  mit  dem  nächat- 
folgendei],  so  f*ind  die  Dreiecke 

1,  0,  a-t-hi 
o-l-6i,  0,  (a  +  60" 


alle  anter  einander  äbnlicb,  and  jedes  scliliesst  sieb  an  das 
nächntiVilgende  so  an,  dam  sie  eine  gemeinschailUche  Seite  baben. 
Mnn  kniiQ  sieh  vorstellen,  dass  dieVerbindungfttiiiien  des  PunkteB 
ü  mit  den  i'uuktcu  l,a  +  bi,  la  +bi)*,..  erlinlten  werden,  indem 
man  die  positive  Halbaxc  der  rcclten  Wertbe  beständig  in  detn- 
sellien  oben  defiiiirten  Sinne  untl  um  deoselben  Winkel  dreht. 
Die  Abstände  des  Punkte«  U  von  den  geauunten  Paukten  bilden, 
wenn  der  absolute  betrag  der  complexen  Orttsse  a  +  6i  wieder 
mit  Q  bezeichnet  wird,  die  Ueibe  1,  q,  ^"i  •■;  sie  nehmen  also 
fortwährend  zu,  wenn  p  die  Einheit  llbcrtriffl,  sie  nelinien  fort- 
während ab^  wenn  q  unter  der  Einheit  liegt,  und  die  bleiben 
ungeändert,  wenn  q  gleich  der  Einheit  ist.  In  dem  letzten 
Falle  liegen  mithin  die  sämDitlichen  Punkte  anf  demjenigen 
Kreise,  der  mit  der  Einheit  als  Radius  um  de»  Punkt  0  be- 
schrieben ist. 

Man  kann  jetzt  ta  den  ii  Wurzeln  der  reinen  GIcicbnngen 
de«  Wien  (iraiie»  übergehen.    Die  n  Wurzeln  der  Gleichung 

oder  die  nten  Wurzeln  der  Einheit  repräscntiren  nach  dem  so 
eben  Getiagten  diejenigen  »i  Punkte  auf  der  Peripherie  des 
lim  den  Punkt  0  mit  der  I.äDgciiciuheit  beschriebenen  Kreises, 
welche,  mit  dem  auf  der  Axe  der  reellen  Wcrthe  liegenden 
Punkte  1  beginnend,  den  Kreis  in  »  gleiche  Theile  theilen. 

Die  Verbindunff  von  je  zwei  auf  einander  folgenden  Tbei- 
lungHpiinkten  durrli  gerade  Liuien  bringt  dus  in  deu  Kreis  ein- 
geschriebene reguläre  »-Eck  berror.  und  die  Beziehung  der  nteo 
Wurzel  der  Eiubeit  zu  der  Aufgabe,  den  Kreis  in  n  gleiche 
Tbeile  zu  theilen.  tritt  uomittclbar  in  Evidenz. 

Die  ÄuflUbUug  der  allgometuen  reinen  Gleichung  de«  nten 
Grades 

v>'  =  A  +  Bi 
entflpricht  der  geometrischen  Autgabe,  zwischen  dio  beiden  ge* 
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raden  Linien,  welche  den  Punkt  0  mit  dem  Punkte  1  nnil  den 
Pnnkt  0  mit  dem  Punkte  A  +  Bt  verbinden,  dergcslall  «  ein- 
ander ülinliebc  Dreieke  cinKU»chnlten,  dnss  alle  Dreiecke  den 
Punkt  0  zum  Eckpunkt  nud  da«»  immer  je  zwei 'anf  einander 
folgende  Dreiecke  eine  gemeinsohafllirhe  Seite  haben,  dass  die 
erste  Seite  des  eisten  Dreiecks  mit  der  Verbindungsliino  der 
Punkte  0  und  l  und  die  zweite  Seite  des  letzten  Dreiecks  mit  der 
Verbindungslinie  der  Punkte  0  and  A  +  Bi  zusammeutUlIt,  nnd 
daes  die  Lagen  der  h  Dreiecke  diirc Ii  Drelmng  de«  ersten  dieser 
Dreiecke  um  den  Punkt  0  hcrvorgcbnicht  werden  können.  Der 
Eckpunkt  des  ersten  dieser  Dreiecke,  wckbcr  der  die  Cnnkte 
0  aud  1  verbindenden  Beite  gegenüber  liegt,  determinirl  dann 
eine  Wurzel  ci  diT  in  Itede  sti-benden  Gleichung. 
In  der  Gleichung  (2)  des  g  39 

A  +  Si  =  P  {C09  0  +  i  ain  0) 
drtlckt  der  abf*oInte  Betrag  P  der  complexen  GrOsae  A  +  Tit 
die  iLDtfemung  des  Fnrkte»  0  von  dem  Punkte  A  +  Bi,  und  (/> 
den  Winkel  aus.  den  diese  Linie  mit  der  positiven  Axc  der 
reellen  Werthe  uiachi.  Durch  die  an  dem  Punkte  0  liegenden 
einander  gleichen  Winkel  der  erwähnten  n  Oreieckn  wird  der 
Winkel  <li  in  w  gleiclieTlieilc  gelheilt,  und  die  von  dem  Punkte 
0  aasgelicnden  Seiten  der  Drcickc  rcpräscntlren  durch  ibrc  Län- 
gen die  n  zwischen  der  Einheit  nnd  dem  abßnluten  Betrage  P 
der  Grmse  A  +  Bi  eingeschaltoten  mittleren  Proportionalen.  Das 
Vorhandeuseiu  jfler  w  von  finanäet-  versrhiedr-nen  Wur^vln  der 
Gltichttng  ta^^=A+Bi  corrcspoudirl  mit  dem  Umstände,  daea 
die  aufgestellte  geometrinchc  Aufgabe  auf  n  vott  einander  ver- 
schif.dene  A?ten  aufgelöst  werden  kann.  Denken  wir  uns  in 
Uebcreinstimniung  mit  den  bieberigen  Anschaimngen  den  Winkel 
<I>  als  einen  solchen,  der  einen  vollen  Kreis  nicht  Übertrifft,  so 
Iä«8t  sich  die  I>etre[fende  geontetrisehe  Aufgabe  znnäcbst  so  lösen, 
dass  jeder  der  jiu  dem  Puiikti'!  0  liegenden  Winkel  der  erwähn- 
ten «  ähnlichen  Dreiecke  der  »te  Theil  diese»  Winkels  fö  ist 
Die  n  Drcickc  Hegen  dann  in  der  Weise  neben  einander,  dass, 
wenn  eine  fortwährend  in  demselben  oben  näher  bezeiebneten 
Sinne  gedrehte  Linie  die  an  do.m  Punkte  0  liegenden  Winkel 
der  !4ämm(licbcn  Dreiecke  der  Reihe  nach  durchläuft,  diese  Linie 
um   den  Pnnkt  0  Ein  Mal  herumgeht.    Die   geometrische  Auf- 
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gäbe  gestattet  aber  ineofeni  andere  Auflr«nDgen,  als  zu  dem 
definirten  'Winkel  *J>  ein  voller  Kreis  und  allgemein  ein  ganzes 
Vielfache  eines  vollcu  Kreises  liiiizugelUj;!  werden  darf.  Diese« 
Vicifaehc  inügc  wieder  wie  in  §  S3  al»  das  s  fache  bezeichnet 
werden;  alsdann  liegen  die  zTigehöiigen  n  ähidiehen  Dreiecke 
in  der  Art  neben  etmmder,  dafts,  wenn  einet  fnrtwilhrend  in  deiu- 
selben  oben  nälier  bezeichneten  Sinne  gedrclitc  Kinie  die  ao 
dem  Punkte  0  liegenden  Winkel  der  Hämintlichen  Dreiecke  der 
Reihe  nach  durchläuft,  dieselbe  um  den  i'unkt  0  rim  Zaiil  von 
Vmtiänfjcn  nmi^hcii  muHs,  die  durch  >'  +  I  nuHgcürtiekt  wird. 
Die  sämmtlieheu  n  Auflegungen  der  geometrischen  Aufgabe  ent- 
stehen, indem  der  Zahl  s  nach  der  Reihe  die  n  Werthe  0,  1,  2, ., 
n  —  1  beigelegt  werden. 

Das  yon  Ikscartes  angegebene  in  §41  entwickelte  Merkmal 
für  diejenigen  geometrischen  Autgabcn,  die  mitUUlt'e  tie»  Lineals 
und  des  Zirkels  allein  con^truirt  werden  kennen,  findet  bei  der 
froMsft'Bchen  Darstellung  der  cumplexcn  GnVsBun  durch  die  Punkt«  i 
einer  Ebene  eine  directe  Anwendung,  weil  die  zu  einer  cxtm-  fl 
plexcD  (IrlS&ae  x+yi  gcbtJrenden  CoordinHten  x  nnd  y  die  mit 
positlveu  oder  negativen  Vorzeiuheu  versehenen  Ma^e  der  Längen 
gewisser  Linien  sind.  Da  die  Addition,  Subtraction,  Miiltipli* 
cation  und  Division  von  zwei  comptexeu  Grössen  a  +  bi  und 
e+di  nnr  die  Anflf'lihrnng  deT!*eli)cn  vier  Operationen  Itlr  die 
reellen  Ilestandthcüe  «,  !>,  c,  d  voraussetzt,  so  umt<s  die  Oon- 
BtructioD  eines  Punktes  x  +  j/i,  bei  dem  die  oomplese  Grttsse 
r -+-  y  I  aus  den  Grössen  a  +  bi  und  r  +  rf i  hcziebungswcise  darcli 
Addition,  äuhtraction,  Mnitiplication  und  Division  entstandea 
ist,  wenn  di«'  Paukte  a+  hi  und  c+  di  gegeben  sind,  eine  mit 
Lineal  und  Zirkel  eonstruirbare  Aufgabe  »ein.  Deshalb  konnten 
vorhin  derartige  Construotionen  jener  tirundaufgal)en  mitgetbeilt 
werden. 

Was  die  reinen  Gleichungen  Ideü  nten  Grades,  oder  die 
Bcstinimuug  der  wteu  Wurzeln  au.s  einer  complexen  GrOase 
Ä  +  Bi  anlangt,  i*o  i^tt  in  1;  34  die  Aatlösnng  der  r^nen  quadra- 
tischen (ileichung 

ta*^A+  Bi, 
oder    die   73cs(immMntf   der  Quadratmirgtin   am   drr   compI< 
Grösse  .A.  +  JJi  auf  die  Aasziehung  von  Quadratwurzeln  aua 


flitivcn  reellen  OrKssen  znrtlckgeftlbrt  worden.  Ea  mnsa  daher 
die  Auflösung  der  ontsprefliendfit  ^ometritK^hen  Aufgabe,  wie 
die  AuöOsuDg  jeuer  vier  Grandanlgaben  mit  Liucal  und  Zirkel 
eoiutniirt  werden  kennen.  Mao  gelangt  zn  einer  solchen  Con- 
stroction  durch  die  folgende  ITebertegnng. 

Denkt  man  sieh,  wie  früher,  das  Dreick 
l,  0,  A  +  Jii, 
so  kommt  c»  daran!'  au,  den  an  dem  Punkte  0  entstehenden 
Winkel  desselben  zu  Ualhircn,  die  Hathirungslinic  von  dem 
Punkte  0  aus  nach  beiden  Seiten  durchzuziehen,  und  auf  jeder 
Seite  einen  Punkt  iu  derjeuigeu  Eutreniung  ub/U!^i■htll.nden,  welche 
gleich  der  QuaUtatwuixel  au»  dem  ahsoluten  Betrage  P  der 
Gritose  A  +  Bi  iat.  AUdann  rcprUscntircn  die  Kndpanktc  der 
beiden  Strecken  die  beiden  in  Rede  stehenden  Qnadratwur/ehi 
aas  der  couiptcxeu  Grlisse  A  +  Bi,  uämlieb  nach  (2)  des  g  34 
die  beiden  complexeu  Grüsäon 

1/p7cob  2  +»8in  ?l—  |/p(cos(/>  +  »sin  ^l- 

Wenn  man  auf  der  negativen  Seite  der  Aie  der  reellen 
Werthe  iu  der  RntCernnng  /'  von  dem  Anfangspunkte  einen 
Punkt  anuiiiuttt,  dem  in  der  eiugcllihrteu  Sprache  die  Bcüctcli- 
nuDg  —  P  zukommt,  so  wird  dor  Thcil  der  Axe  der  reellen 
Werthe,  welcher  zwischen  dem  I'nnkte  1  nnd  diesem  Punkte 
—  P  liegt,  dureh  den  Punkt  0  in  zwei  Abschnitte  getheilt, 
deren  Product  gleich  der  Grösse  P  ist.  Wenn  man  ferner  die 
gerade  Linie,  welche  den  Punkt  0  mit  dem  Punkte  ./l  +  j&t  ver- 
bindet, ober  den  Ihinkt  0  hinaus  rückwärts  verlängert,  und  hier 
in  der  Entfernung  1  von  dem  Punkte  0  einen  Punkt  annimmt, 

dem  die  Benennung  — — = zugehUrt,    so    wird    auch    die 

Strecke,  welche  zwischen  dem  Punkte  A  +  Bi  und  diesem  Punkte 
liegt,  durch  den  Punkt  0  iu  /.wei  Abschnitte  getheilt,  deren 
Product  gleich  der  Grösse  P  ist.     Da  nun  die  beiden  Punkte 

V^pUo»  --•  -H  i'sin  ,  )»  —  l^Pfcos  y  +  isin  -^\ 

auf  derselbeu  durch  den  Punkt  0  gelieuden  geraden  Linie  liegen, 
und  zwar  ao,  dass  das  Quadrat  des  Ahstaudes  zwischen  jedem 
der  beiden  I'uukte  und  dem  Pnnkte  0  ebenfalls  gleich  der  Grüsse 
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8  42. 


JP  ist,  60  liegen  diese  beiden  Punkte,  dcreu  Conütractioa  gesuclit 
wird,  sowohl  mit  deu  beiden  Punkten 

wie  BUch  mit  den  bei<LcD  Pnnktcn 

A  +  Bi, 

auf  demselben  Kreise.  Man  hat  daher  durch  drei  von  den  letzt- 
genannten vier  Punkten,  etwa  durch  die  Punkte  \,A-^H\^  —P 
einen  Kreis  hindurelizulegeo,  das  Centniui  dieses  Kreises  mit 
dem  Punkte  0  zu  vcrbinduu,  und  die  auf  dieser  Verbindungs- 
linie Benkreebt  stebende  Sehne  zu  ziehen,  io  trlffl  dic!<c  Sehne 
den  gezeichneten  Krei«  in  den  beiden  Pnnkten,  deren  Construc- 
tion  zu  hcwcrkstclligvu  war. 

Wenn  mau  je   zwei   aufeinander    folgcudc   von   den    vier 
Punkten 

1,  l/p(co8  j  +  i  sin  ^\  A  +  Bi,  -  V^/co«  *  +  i  sin  ^\ 

durch  gerade  Linien,  und  den  letzten  dieser  Punkte  mit  dem 
ersten  wieder  tlurcb  eine  gerade  Linie  verbindet,  so  »iud  diese 
vier  lehnen  des  angegebenen  Kreises  die  dem  Punkte  0  gegenüber 
liegenden  Seiten  in  den  beiden  Paaren  von  fthnliehen  Dreiecken, 

welche  nach  der  allgemeinen  tlber  die  Gleichung  ta^  ^  Ä  -^  Bi 
angeätellteu  Erörterung  tUr  den  Fall  m  =^  2  zwischen  den  Ver- 
bind(ing»linien  der  Punkte  0  uud  i  uud  der  Paukte  0  uud  A  ■¥  Bi 
eingeschaltet  werden  sollten. 


§  4d.     Zasamniaiiliiuig  «vlsolien  einer  ganzen  Function  ein— 

beliebigen  Oradee  einer  Variable    und   den  Werthen  der  V*- 

rlable,   fTir   welche   die  Function   venchwlndet ,   oder  den 

W-oiieln  der  mngehttrlgen  Olelohnng. 

Von  der  lletrachtung  der  biuomisebcn  Gleichungen  des 
»ten  Grades  wenden  wir  uns  /.u  den  allgetnehien  raiionat^n 
ganten  f^tttcHofien  des  lUen  Grades  einer  Variola  x  zoräck, 
deren  Bezeichnung,  wie  in  §23,  diese  sein  möge 

(l)  fix)  =  a,  x"  +  o,  »""V  ■ .  +  o„_,  ^  +  «„. 

und  zu  den  coi-renpondirenden  Gldchmffeti  dfs  w/ct*  Grade:». 

Die  Frage  nach  denjenigen  Werthen  der  Variable  x,  Mrelcb< 
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tlieFoDctioD  f(z}  zam  Verscbwinden  bringen,  wird  gegenwärtig, 
wie  C8  vorhin  bei  den  hinoniiscbcn  Gleichungen  gesdicbco  ist, 
auf  alle  reellen  oder  cuuiplexen  Gritssen  gerichtet,  welche  dieser 
Forderung  genUgen.  Die  EinfUhrnDg  der  complcxcn  Grfis&en 
in  dio  Uechnang  entsprang  aus  der  Untersuchuiig  der  rationalen 
ganzen  Functionen  des  zweiten  Grades  einer  Vuriath  x,  und  gab 
die  Mi^glicbkcit,  die  beiden  In  g  36  enthaltenen  SUtze  aufzustel- 
len, dass  jede  solche  Fundion  als  ein  Product  von  trtvei  Factorm 
des  ersten  (irades  in  lifisug  auf  die  Variuhh  x  darifesteUt  werden 
kann,  und  dass  die  eugcnrdnr-ic  Gieichung  stets  ewei  IVurjieln 
hat.  Zugleich  zeigten  die  Krßrterungen  des  g  28  den  einfachen 
Znftnmmcnhaiig,  der  ^wiaohen  die^ifn  beiden  Wurzeln  nrd  .|encn 
beiden  Faetorcn  Statt  findet.  Es  wird  jetzt  usichgewiesen  werden, 
das»  die  Bcatimmuug  der  reellen  oder  complexcu  Wertbe  von  x, 
welche  die  Fnnctlon  f(x)  zu  Null  machen,  oder  die  Hefltimmnng 
der  Wurzeln  der  (rl^chung 
(2)  /(^  =  0, 

zu  der  Zerlegung  der  Function  f(x)  in  Factoren,  die  ratiotuüe 
gcmse  Funcitotieti  von  x  sind,  in  einer  allgemeinen  Boziehnng 
steht. 

Sobald  die  Function  f{z)  für  ein  unbestimmtes  x,  wie  hier 
immer  verstanden  loird,  o/»  ein  Product  von  ^wä  rationalen  gan- 
zen FunrJicmen  von  j  dcv-ycsteUt  wt-rden  Aortrt,  so  braucht  man 
wm  jedem  der  leiden  Factoren  den  At4sdruck,  dass  derselbe  (Hn 
algebraischer  Theiler  der  Function  f(x)  sei,  oder  dass  er  in  die 
Function  f{x)  algebraisch  aufgehe. 

Nach  dieser  Redeweise  geht  die  rationale  ganee  Futictioti 
des  nulUen  Grades,  dio  nach  ,^  23  gleich  einer  reinen  Coustante 
ist,  in  jede  ratiottale  ganze  Function  f(x)  attf,  da  f(x)  eine  ra- 
tionale ganze  Function  von  x  bleibt,  nachdem  die  aämmtlichon 
CoetUcienten  durch  eine  C'onslante  dividirt  sind.  Bei  einer 
Fnoction  fix)  wird  das  Vorhandennein  eines  alg^aischen  Tääi- 
lers  vom  ersten  Grade  durch  den  folgenden  Hatz  angegeben: 
(1)   Wenn  £,  eine  Wurzel  der  (Heichtaig  f{£)^0  ist^  so  geht  die 

Fundion  f(x)  durch  die  Differenji  x  — £,  tdgebraisch  auf. 

Setzt  man  in  die  Function  f  (x)  sttttt  der  variablen  Grilsse 
X  eine  beliebige  andere  variable  Grt>Bse  y,  so  dass  nach  (1) 
/■fy)  =  ö,  y"  +  a,  y^'V ...  +  o^_, y  +  «^ 


ß*n>B  Fiti 


«Tn«a  bßlielrigm  Gnowimt 


ist,  dflnn  entsteht  darch  Subtraction  dieser  Gleichung  von  (!) 
die  Gleichnng 

Nun  giU  rtlr  jeden  potiitiveu  ganzen  Exponenten  *  liie  darcb 
directe  Kechnnng  /.a  liestätigende  Gleichnng 

(4)  j— ys=(a:  — y)U  +ä  y  +  x  y+..4-xj(  +y  ;. 
wo  ia  der  Klnniiner  der  rechten  Seite  die  Exponenten  vou  x 
8tetH  um  eine  Einheit  lallen,  die  Exponenten  vun  y  Hteto  um 
eine  Einheit  Hteigen.  Ftli-  dloso  rationale  ganze  Function  von 
X  and  y  erhält  man,  wofern  nur  nicht  x^y  angenommen  wird, 
da  jede  von  Null  versehiedeoe  Grösse  als  Divisor  augewendet 
werden  darf,  die  Bezeichnung 


(5) 


-  ^x      +x 


y  + 


1—2  a-l 


Mit  lltllte  von  (4)  kann  man  jede  der  DiflTerenzen  x" —  ji", 

x""  — y"",..  als  das  l'roduct  der  Uiffcrenz  x  ~  t/  fn  eine  ra- 
tionale ganze  Function  von  x  und  y  darstellen,  und  daher  der 
Gleichung  (3)  die  Gei^talt  geben 


(6)  A^)-/"(y)=(^-y){«. 


4-«.^—--*'^  +  ..+«- 


'> 


J-  — ,v  '■         X  —  tf 

bei   der  die   säranitlichen  auf  der  rechten  Seite  vorkommenden 


Quotienten 


ti     _ii— 1  n— I 

y    1     —9 


, . .  die  Bedeutnitg  von  rationalen 


x—if  x—y 

gnuKcn  Fnuctionen  der  Elemente  ai  nnd  y  haben.  Die  ganze 
Klammer  ist  daher  gleich  einer  rationalen  ganzen  Function  der 
Elemente  x  und  y. 

Die   höchsten  Potonzon   von  x  in   den   rationalen  ganzen 


t^inctionen,  welche  durch  die  Quotienten 


a  G 


H-l  D-I 

X      — y 


dargestellt  werden,  sind  beziehungsweise  x"~ ,  x" 


-9 

deshalb 
ist  in  der  genannten  Klammer  die  höchste  Pmtenz  von  x  die 
(»— l)te;  sie  erscheint  nur  in  dem  ersten  Summanden,  und  zwar 
mit  dem  Coeitieientcn  a^  versehen,  da  dieser  Summand  gleich 
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dort  der  DifTerenz  x  —  jf  in  eine  rationale  ganze  Fiinction  von 
X  nnd  y  ißt,  bei  welcher  die  liPehÄte  l*oteni  von  x  nur  in  dem 

GÜede  a,  x""  vorkommt.  Wenn  jetzt  die  Variable  r  unbestimmt 
bleibt,  dagegen  die  Variable  p  gleieb  dem  bestimmt*!}!  Wertlie  f, 
gesetzt  wird,  der  naeh  der  Annahme  des  7.0  beweisenden  Satzes 
(1)  die  Gleichnng  f{^)=-{)  befriedigt,  »0  verwandelt  sieh  die 
Differenz /"(x) —/"(j*)  in  die  Function /(>),  die  Differenz  ar—i/ 
in  die  Differenz  x  — |,,  nnd  die  rationale  ganxc  Function  der 
Elemente  x  uud  y,  welche  den  zweiten  Factor  der  rechten  Seite 
von  (6)  ausmacht,  in  eine  rationale  ganze  Function  f^  (x)  der 
demente  x  und  ^,,  bei   welcher   die  hncbste  I'otcnz  von  x  nur 

in  dem  Gliede  a,  x'*~    vorkommt.    Also  gilt  die  GIcieImng 
(7)  /•[:.)  =  (x-?.)/-.(x), 

und  die  Fnnetion  fix)  wird  ftlr  ein  unbeRtimmto«  x  gimch  dem 
Froduet  der  Differenz  x  —  §^  in  eine  rationale  ganze  Function  von 
X,  wie  behauptet  worden  war.  Das  angcwcndi^lc  VerCahren  be- 
stimmt an8»erdem  diese  F'uuetion  /*,  (x)  als  eine  Fnnction  des 

(w—l)ten  Grades,  deren  höchstes  Glied  den  Aasdraelt  a^x""  hat. 

Der  »0  eben  bewiesene  Satz  (I)  bildet  den  Aui^gangspunkt 
fUr  mehrere  Reihen  von  Sätzen;  es  folgt  jetzt  der  Satz: 

(2)  Wetin  §^  und  §^  stvei  von  eitmnder  vfrschicdene  Wur- 
zeln der  Gleichung  /"(£)  =  0  sindy  so  geitt  f  {x\  durch  das  Product 
der  zwei  Faci^rcn  {x—^^)  {x — ^,)  algehrai^rlt  auf,  niul  wenn 
allgemein  J,,  f,,  ..  |.  lauter  von  einander  verschiedene  Wurzeln 
der  Gleichung  f(x)  =  0  si'w?  imd  die  Zahl  q  kleine}-  oder  Iiöchstem 
gleich  der  Zahl  n  des  (^adis  dir  Function  f{x)  ist.  so  geht  f(x) 
durch  das  Froduet  der  v  Facioren  (x— §,)  (x— |,) ..  {x— $p) 
aigebraisch  auf. 

Ans  der  Gleichung  (6)  war  ftlr  eine  Wurzel  f,  der 
Gleichung  /"(;)=:  0  diu  obige  Gleichung  (7)  abgeleitet  worden. 
Wofern  nun  |^,  eine  von  |^  vei'wchiedene  Wurzel  der  Gleichung 
f{^=(y  ist,  80  crgiebt  die  Substitution  des  Werthes  ^^  ftlr  x 
in  (7)  die  Gleichung 

(8)  /•(^*,)=(^.-l,)A(^.)=o. 

Vermöge  dca  Satzes,  dafm  ein  Froduet  von  suiei  Facioren 
»rnr  dann  versclucinden  kann,  wenn  einn-  dir  heidett  Ftutoren 
gleich   SuÜ   ist,    muBs   von    den   beiden    Factorcu  ^,  —  ^,  und 
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f,  i^t)  einer  gleich  Null  sein.  Der  Factor  ^,  —  $,  ist  niclit 
gloich  Null,  da  nach  der  VoranssetKUDg  ^,  von  £,  verschieden 
sein  fioll;  also  ist  nothwendig /*,  (^,)=0.  Hiermit  wird  aus- 
gedruckt, das»  f,  eine  Wurzel  der  Gleichung  /",(D=0  igt. 
Weil  aber  /",  (x)  eine  ganze  Function  des  (n  —  l)ten  Grades  ist, 

die  mit  dem  Gliede  a^x^~  beginnt,  ao  findet  auf  dieselbe  der 
Satz  (1)  Anwendung,  und  es  betiteht  die  der  Gleichung  (7)  nach- 
gebildete Gleichung 

(8)  fr{x)=U~£,)fJx), 

in  der  /",  (t)  eine  mit  dem  Gliede  a^x  ~  bt^ginnende  rationale 
ganze  Function  von  x  vom  (h  — 2)teu  Giiide  ist.  tietzt  man 
diesen  Ausdruck  von  /*,  (x)  in  die  Gleichung  (7)  ein,  so  entsteht 
die  Gtcichnng 

(9)  f(x)^{x-^,){^-~£,)r,ix). 

Durch   dieselbe  wird   der   erste  Theil  des  Satzes  C2)  be- 
wiesen ,    nnd  zwar  ist  der  letzte  Factor  der  rechten  Seite  /",  (x) 


eine  mit  dem  Gliede  a^a; 


s-a 


anfangende  rationale  ganze  Func- 
tion von  X  vom  fn  — 2)tco  Grade. 

Der  Beweis  des  allgemeinen  Satzes  lässt  sich  auf  den 
Schluss  gründen,  dass,  wenn  aus  der  Gültigkeit  des  Satzes  fUr 
Q — 1  Wurzeln  seine  OtlUigkeit  ftlr  g  Wurzeln  folgt,  derselbe 
tHr  jeden  gegebenen  Wcrth  der  Zahl  q  gelten  muss. 

Von  dem  auf  zwei  Wurzeln  ^,  und  ^^  bezüglichen  Satze 
kann  man  zu  dem  ftlr  anf  drei  Wurzeln  i',,  |„  |,  bezHgHchen 
Satze  tibergehen,  und  diesen  Sehritt  so  olt  wiederholen,  bis  man 
zu  dem  gegebenen  Wertbe  der  Zahl  p  gelangt. 

Man  habe  fUr  (»  —  I  Wnr/eln  i-,,  $,, . .  £^_i  die  Gleichung 
(10)  /•(x)=(x-r.)(J=-|,)...(r-rp_,)/-p  /x), 

wo  die  Function  Ao-ifx)  eine   rationale   ganze  Function  von  x 

vom  {n — e  +  l)ten  Grade  ist  und  mit  dem  Gliede  a^x^^_^^^ 
beginnt.  Die  Gleichung  flO)  füllt  flJr  q~3  mit  der  Glciehnng 
(9)  zusammen.    Da  nun  die  Wurzel  ^  der  Gleichung  /'(|)=0 

von  den  sÄmratlichen  Wurzeln  ^„  ^,, . .  |j^,  verschieden  8eia 
soll,  so  ist  aus  der  Gleichung 


vcrmiigo  des  bei  der  Gleichung  (8)  augegebenen  Grundes  zu 
Hclüiesscn.    dastt,    weil    die    Hämmtlichen     Differenzen     f  — $,, 

Ig  — f,.  ■  •  ■  >p  — lp_,  ^"0  Null  verschieden  sind,  und   weil    das 

Product  dieser  Differenz  in  den  Ausdruck  /*„  ,  (l^)  verschwindet 

dieser  Ausdruck  verscbwiuden  muss.  Hieraus  folgt  gemäss  der 
Gleichung  (7)  die  Gleichung 

(12)  r^,(x)=(:.-y/-,W, 

in  welcher  fAx)   eine   rationale   ganze    Function    von   x  vom 

(w  — ß)ten  Grade  mit  dem  Aufang^gliedc  a^x""*' ist.  und  die  Sub- 
stitution de*i  Angdrucks  von  /"p_i  (a")  in  (10)  erzeugt  die  Gleichung 

(13)  fix)  =  {x-^,){x-  f.) . . .  (X-  Ip)  f^{x\ 

welche  mit  der  Gleichung  (10)  die  gleiche  Gestalt  hat  und  sich 
a«r  e  Wurzeln  ^,,  ^„  . .  |p  bexieht.    Demnach  gilt  die  ülcichaog 

(13)  fllr  einen  beliebigen  \Verth  der  Zahl  q,  und  auf  diese 
Weise  ist  der  Salz  (2)  vollständig  gerecht i'crt igt. 

In  dem  Satze  (2)  ist  fllr  die  Zahl  ^  die  Beschrilukung  an- 
gegeben, dass  sie  kleiner  oder  hUehstcna  gleich  dcf  Zahl  w  des 
Grades  von  f[x)  «ein  soll.  Wenn  Q  =  n  ist,  so  wird  die  in  (13) 
erscheinende  Function  f  {x)  des  [n — e)ten  Grades  mit  dem  An- 

fangsgliede  a,  a:  xa  einer  Function  des  nullten  Gradeft  mit 
dem  v\nfaug8gliedü  a„  und  geht  daher  iu  die  Constante  u„  selbst 
Über.    Mithin  cntf<teht  in  diesem  Falle  die  Gleichung 

(U)  /^{x)  =  o.(x-  £..Ux  -I.)  . .  (X-  f„). 

Es  ist  Dothwcndig,  hier  eine  allgemeine  Bemerkung  ein- 
zuschalten. Die  in  der  Gleichung  (1)  des  gegenwärtigen  8  ge- 
gebene Definition  der  rationalen  ganzen  Function  f{x)  ist  aus 
dem  §2.S  eutnomiueu,  und  dieser  g  geht  der  Einführung  der 
complexcu  GrUSEien  in  die  Rechnung  vorher.  Es  bedeuten  daher 
in  §  2.^  die  Coefhcienten  a,,  f)i)  •  ■  •  %  reelle  GrtJsBon,  and  von 
dem  Cocfficicnten  a^  ist  ausdrücklich  gesagt,  dass  derselbe  von 
der  Null  verschieden  sein  tjoll ;  durch  diu  letzte  Bedingung  wird 
bewirkt,  dnss  f{x)  von  keinem  niedrigeren  Grade  als  dem  nten 
Grade  sein  kann.  Dem  entsprechend  bezieht  sich  der  Satz 
(1)  dieses  §  zunächst  auf  die  Voraussetzung,  dass  a, 
reelle  Grössen   sind   and 
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Ftlr  die  Wuraein  der  Gleichung /"(ar)  =  0  Bind  aber  reelle  und 
coniplexe  Wertbc  zagelaftson  worden,  bei  der  Zerlepnng  einer 
rationalen  gaiiÄCii  Kunction  vo»  x  in  Factoren  dürfen  die  ra- 
tionalen ganzen  Funetioncn  von  x,  welche  die  Factoren  bilden, 
com(tlexe  GrOnaen  zu  CoefficicntcQ  haben,  and  der  Satz  (1)  er- 
etreekt  sieh  gteichmäfisig  aul'  die  VoransaetKung,  dafts  ^,  eine 
reelle  Grösse  und  datnH  ^,  eine  eomplexe  Gr^Hse  sei.  Rs  möchte 
dem  Anfänger  zu  rathcn  »ein,  das»  derselbe  den  Beweis  des 
Katze«  (1)  zuerst  unter  der  Annahme  eines  reellen  Werthes  von 
f,  führe,  und  hierauf  unter  der  Anualime  eines  coiuplexcn 
Werthes  von  ^,  wiederhole.  Hierbei  braucht  kein  Wort  de« 
Beweises  geändert  zu  werden,  weil  alle  erforderlichen  Ope- 
rationen für  reelle  und  ftlr  coinplcxc  Grossen  laut  §  26  nud  27 
nach  gleichlautenden  Gesetzen  ausgenilirt  werden. 

Zwisclien  der  Voraussetzung,  dass  f,  eine  reelle  und  Uass 
^,  eine  nicht  reelle  Grösse  sei,  erwächst  ein  Unterschied  nur  fflr 
die  BeschafTenheit  der  Coeffieienten  der  Function  f,{u:),  die  in 
der  Gleichung  (7)  auftritt,  und  deren  volktäudig^r  Ausdruck 
der  folgende  ist 

(15)  r,(x)  =  aSx''''  +  x"'S,-^.,.   +xC'+^') 

Bei  einem  reellen  £,  sind  die  Coeffieienten  von  /",  (J")  ver- 
inüge  der  angenommenen  Realität  der  GriJsscn  a.,,  a^,..a^  selbst- 

verÄtändlifh  alle  ebenfalls  reell,  hi'i  einem  fticht.  reellen  ^^  darf 
mau  dies  nicht  voraussct7^u.  Wofern  man  nun  annimmt,  dass 
die  sämmüichen  Grossat  ^,,  ^,, .  . .  ^„  reell  sein  sollen,  80  wird 
bei  der  Bcwcistlihrung  des  Saties  (2)  das  Gebiet  der  reellen 
Grössen  nicht  verlassen  und  es  ist  wohl  zu  beachten,  dass  mcm 
unter  dieser  Annahme  dm  Sat£  (9)  rmi  Einschluas  der  Gleiehimg 
(14)  beweisen  kann,  ohne  dass  überhäuft  die  complcren  Grössen 
in  die  licchnung  eintjefUhri  sind. 

Wenn  aber  f,  eine  nicht  reelle  Grösse  und  mithin  die  ans 
den  reellen  Grt^saen  o^,,  a^,..,a^  nach  der  Formel  (15)  ge- 
bildete Function  /",  (x)  eine  Function  von  x  ist,  bei  der  man 
nicht. voraussetzen  darf,  dass  alle  llire  Copfficienton  reell  sind» 
so  entsteht  das  BedDrfuiss,  sich  davon  zu  Überzeugen,  dat»  der 
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Satz  (1)  auch    ftlr   oitie   Function    von    x   glilti^  bleiljt,  deren 
CueflicieDWD  coiuplexe  Gr{t»8eu  sein  dUrtcn 

Uss  angewendet«  ßeweisvcrlalircn  des  Satzes  (\)  bleibt 
auch  flir  eine  «olche  Function  f(a:)  in  Kraft,  deren  Coefficientcn 
o..  n,,  .  .  o„  i'iim|ilexc  Onlsson  sind,  und  zwar  aiH  dem  selion 
vorhin  ^Iteud  gemachten  Motiv,  Anna  die  zur  Anwendung  kom- 
Dienden  Operatiunen  ttlr  reelle  und  lomplexe  Gründen  nacrh  g'leieh- 
lautcnden  Geaetzen  aufi^iillhrt  werden.  Ks  besteht  deninnrh 
die  Gleichung  (7)  aoeh  für  eine  Fuiirtion  /"(.r).  deren  Coetfieieuton 
eomplexe  Grössen  sind. 

Es  läest  sich  nun  ferner  leicht  erkennen,  dasB  der  geführte 
Beweis  des  Salzes  (2)  und  der  Gleieliuu}^  (14)  ehenfalls  bei  der 
VorauBsetKung  Stich  liiüt,  dasis  die  Cociticieoten«,,  «,,..a„  von 
fix)  bcHehige eomplexe  Gr4}88en  Bind.  DaHoi^cntlichc  Fonduuicnt 
dieeee  lleweiaes  i»t  der  Satz,  dasii  ein  Product  von  2wei  Factoren 
nur  dann  verschwinden  kann,  wenn  einer  der  beiden  Ftieturen 
gleich  Null  it^l,  und  der  Beweis  diese»  Satzes  t^llr  eomplexe 
QrttBsen  findet  sich  in  g  26.  Daher  gilt  der  Satz  (2)  und  die 
Gleichung  (14)  iu  dem  ko  eben  be/eichneten  L'infiiDge. 

Ftlr  eine  Function  f{x),  deren  Coellieienten  eomplexe 
Grössen  siud.  wie  thr  eine  Function,  deren  Coefticienten  süuinitlich 
reell  sind,  bringt  es  die  Definition  mit  »ieb,  dam  dei  Coet'ticiuut 
a„  nicht  verschwinden  darf,  wofcni  f{x)  von  hf'mem  nkäi-igern 
als  dem  ttten  Gradtj  Kein  soll.  Crwägt  man  aber  die  in  dem 
gegenwärtigen  S  angestellten  Erörterungen,  so  ißt  an  keiner 
Stelle  die  Vomosselzung  gebraucht  worden,  iltist^  «„  von  Null 
verschieden  sein  lullsse;  die  nachgewiesenen  Satze  gelten  daher 
ftlr  solche  Fnnctionen  des  nten  Gvadcs,  bei  dnnen  ein  Ver- 
schwinden des  4'npfficienten  o„  oder  eine  Einiedrignng  de« 
Grades  nicht  euistfe.scM<>ssen  ist.  Auf  die  gleiche  Voniussetzung 
bezieht  sich  der  Satz: 

(3)  Wenn  eine  rational*-,  gatue  lumtion  des  nten  Grades  von 
X,  deren  G*e/jßcientm  reelle  oder  eomplexe  Crimen  sindy  für 
mehr  tüs  n  von  einander  verHchir.detw.  reelle  oder  eomplexe 
Werihe  der  Variable  x  ver&chmndd,  so  Hitrd  die  sflrnmi- 
liehen  Coeffieienteu  der  hetri-fft-näen  Function  gleich  Null. 
Von  den  unter  einander  verschiedenen  Werthen  lU'r  Variable 
welche  die  gegebene  Function  fU)  gleich  Null  uiacheu  «oUeu, 
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mOgeu  zuerst  n  genommen  werden,  ^,,  fi* -.-£■•   Dann  besteht 

unter  Anwenduug  der  Irliliereu  Bezeichnungen  die  Gleichung;  (14) 
/■{x)^o„(j:— f,)(i— ,^,).. .  {x  — ^„).      Sobald    nun    noch    eine 

einzige  von  |,,  ?„-..iB  verschiedene  Grösse  £^^^  die  Eigen- 
schaft bat,  die  Function  f(x)  znm  Verschwinden  zu  bringen, 
80  niu&s 

gleich  Null  Bein.  D»  in  dem  auf  der  rechten  Seite  befindlicbeu 
Produet  die  Differenzen  f„+t—^„  |„+,  —  ^„...^+i —f„  »äaimt- 
Uch  nach  der  Armahiud  von  Null  verschieden  sind,  so  inuss 
vermflge  des  njehrfacb  benutzten  Satxe»  der  Kiu-tor  a„  frleirh 
Null  sein.  Daraus  folgt  »ber  mit  HlUl'e  der  Gleiehung  (U), 
dssB  die  Fnuvtion  fix)  iMv  jedeb  beliebige  x  den  Werth  Null 
haben  niiiss,  und  dm  kann  nur  aiil  die  Weise  geseheben,  dass 
die  sämmtlichen  Cuelheienten  der  Function  f{x)  gleich  Null 
sind.  Wollte  man  nämlich  annehmen,  da&A  irgend  ein  Coetficient 
der  Function  f{x)  einen  von  Null  verächiedenen  Werth  habe, 
so  würde  ein  Widerspruch  entstehen.  Da  dns  Verschwinden 
von  Oo  nachgewiesen  ist,  so  könnte  nur  von  einigen  der  folgen- 
den Coefficienten  voransge«etKt  werden,  dafis  sie  nicht  ver- 
schwinden. Gesetzt  es  wäre  a^  der  Coeftieient  der  hDeltsten 
Potenz  von  x,  der  nicht  gleich  Nnll  ist,  dann  wttrde  die  Fnoo- 
tion  f(x)  die  Gestalt  haben 

Wenn    man  jetzt    von  den  n — ft-i-l    von  einander  ver- 
schiedenen Wertben  |,,  |„...|b_^+i  Gebrauch  macht,   welche 

die  Function  f(x)  zum  Verschwinden  bringen,  so  ftihrt  die  An- 
wendung des  so  eben  benutzten  Verfahi'cns  zu  der  CDni^equenz, 
dass  der  Coel'ßcient  a    gleich  Null  sein  muss,  wilbrcud  derselbe 

nach  der  getroffenen  ^sapposition  gerade  von  Null  verschieden 
sein  sollte.  Diese  Suppoaition  ranss  also  verworfen  werden,  nud 
damit  ist  die  ausgesprochene  Behauptung  bcwicBen,  dass  unter 
den  in  Rede  stehenden  Bedingungen  die  eiimmtlichcn  CoctTi- 
cienteu  der  Function  f{x)  nuthwendig  glcii^h  Null  »iud. 

Wofern   der   Inhalt  des  .Satzes    (3)  auf    das   Gebiet     der 
reollen   Grösseu    beschränkt    wird,    so   wird  die    milgctbcilte 
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IBÄ 


Beweisführung  von  der  Anwendung  der  eomplesen  Grttesen  un- 
abhängig, wie  dies  auch  bei  dem  Satze  {'2)  und  der  Gleichung 
(U)  der  Fall  war. 

%  44.    TuTUmtmwag. 

Der  Satz  (3)  des  vurigen  §  erlaubt  mehrere  Folgerungen 
von  grosser  Bcdcutuug. 

(1)  Wenn  zwei  ralimiah  game  Functionen  der  Variahtc  x  mit 
reelhn  oder  compleicen  Cocffictenten  für  ein  unhestimmtfs  x 
einander  gleich  sind,  so  sind  in  dif.-ieti  f'wictionm  noth- 
uctid'tg  die  Cot:ffiriente7i  der  yleicJt  hohen  l'oiensen  von  X 
be^ieftungstceise  eittaitder  gleich. 

Da  nach  der  im  g  2.S  aurgestelltcn  Definition  jede  ratioiiAle 
ganze  Function  einer  Variable  z  von  einem  endlichen  Grade  gein 
mnss,  80  darf  man  bei  der  Hetraehtang  von  zwei  rationalen 
ganzen  Functionen  beide  hIh  Kunetionen  desselben  Grades  an- 
nehmen, wenn  man  nur  die  M(1glicfakcit  offen  lägst,  dass  dor 
Grad  der  einen  Kinietion  durch  Verschwinden  von  CoeJ'ficienten 
herabsinke.  £9  sei  demnach  die  (ieMtnlt  der  beiden  Functionen 
p{x)  und  q  [x)  die  folgende 

n— 1 


r 


(1) 
wo  6, 


p{x)—b^x  4-  h^x    '  -t- 

a— I 


q{x)—c^x"  +c,a;''"  +  . ..  -I-Cn_ia:  +  Cu, 
-ni  '^ii  ■  •  ^n"  "'äd  ^0»  '"ij  •  ■  ■  «"n  bestimmte  reelle  oder  compicxe 
Constanten   bedeuten.     Durch    die   Subtraetion  entsteht  für  die 
Differenz  p(x)— 3 (a:)  der  Ausdruck 

Weil  nun  die  Fnncttonen  p  [x)  und  q  [x)  fllr  ein  unbe- 
stimmtes x  einander  gleich  sein  sollen,  so  kiinncu  immer  beliebig 
rieie,  also  auch  n  +  1  von  dnandf-r  versehiedetie  rffdle  oder  com- 
pUxe  Werthe  ^,,    $,, ...^o^,    von   x  angegeben    werden,    ftlr 

welche 

pix)—q{x)  =  0 

wird.  Damit  es  mtiglicb  uei,  «  +  l  solche  Werthe  aufzustellen, 
bedarf  e»  nicht  der  Voraussetzung,  dass  (Ur  alle  Werthe  der 
Variable  x  tlbcrbaapt  die  Gleichung  p{x)  —  qix)=^0  bestehe; 
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CS  genügt  vielmehr  die  Voniusset/ung,  (Ia«s  diese  Oleichang  für 
o///;  WerÜw  eines  hrscJiränkien  Jitreicks  gUltig  sei,  etwa  nur  für 
aiie  reellen  Werthe  von  x,  die  eivisehen  zwei  von  einanäer  ver- 
schiedenen festet!  reeiltn  Werifte»  a  und  ß  Uetfen ;  deon  zwischen 
den  reellen  Wertheii  a  und  ß  lassen  sich  heli^hig  viele  von  cin- 
and(rr verschiedene  reelle  Waihe  \\ny\\.'\iMwi\-  llatmannann+  I  von 
einander  verschiedene  reelle  oder  coinplexe  Werthe  f„  f,, . .  |,^i 
welche  p  {x)  — g(a:)  zu  N'ull  machen,  so  findet  iiuf  diese  Diiferctiz, 
welche  selbst  gleieh  einer  rationalen  ganzen  Function  des  nten 
Gradce  von  der  Variable  x  ist,  der  Satz  (3)  des  vorigen  §  di- 
recle  Anwendung,  und  lebrt,  üi\m  die  sämmtliehen  Cüefßcienten 
derselben  Kunction  gleich  Nnll  sein  müssen.  Diese  Ooefficienten 
»iud  die  DilTerenzcii 

ft«  — Co.  *,  —  '■.,■.     K  —^«y 

und  dalier  bestehen  die  Gleichungen 

(3)  i*.^c„,  ^.^c^'-K^'C^, 

welche  den  Inhalt  des  /.a  beweisenden  Satzes  darstellen. 

('2)  Sobald  eine  rattonaie  gan^e  J^tnction  f{x}  für  ein  unhe' 
stimmfes  x  als  ein  Prodtict  vott  jfwei  ode*-  meJtreren  rationalen 
ffanjsen  Vunctionm  der  Variable  x  dargestAU  ist,  so  beträgt 
dis  Summe  der  ZaIUen,  welche  den  Gratl  der  eituelnen  fac- 
torett    beeekhnen,    ebenso  viel,    als  der  Grad  der  yttnction 

Eb  sei,  da  der  Beweis  In  gleicher  Weise  flir  Iwliebig  viefö 
Factoreo,  wie  iUr  drei  Fuctorcn  gefUhrt  werden  kann, 

f{x}=ff{x}xix)iftix), 
dabei  habe/'(2^)  die  in  (I)  des§  4ft  angegebene  Gestalt,  ferner  sei 

if(x)  =  e„x    +  <-■,  j:^"'+  ..  +  Ci, 

tl'{x)=ffy+g,x*'''+  ..+p^. 
Weil  es  sich  hier  um  die  wirklichen  Zahlen  handelt,  tue 
den  Grad  der  vorkoniuienden  Functionen  ausdrucken,  so  ist  an- 
zunehmen, diisu  ilie  Coeffieieuteu  der  hJkhsleu  Potenzen  filr  alle 
Functionen,  nämlich  a^,  e„,  /"„,  g^  von  Null  verschieden  sind. 
Üei  der  Mnltiiiiication  der  Factorcn  fpix),  /.{x),  4'{x)  wird  das 
die  hj'rchste  Potenz   von  x  cnt:haltcnde  Glied  durch  die  Maltipli- 
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catioo  der  drei  Aufan^glicder  crbaltco,  and  bekoiumt  dem- 
nach   den    Ausdrack  e,/,,y,  x  +''  +  '*. 

Die  Fanction  f{x)  bat  das  Glied  vom  böclisten  Exponenten 

a,  jt".  Weil  nun  nach  dem  Satz  (1)  des  gegenwärtigen  §  in 
den  beiden  Dar^teltuDgen  von  f{x)  die  Coefficicntcn  gleich  Itoher 
PotCD'zen  von  x  eioandcr  gleich  sein  niUsscn,  so  sind  in  den 
beiden  ÜarstelluDgen  die  wirklich  vorhandenen  Glieder  vom 
höchsten  Exponenten  notbwcndig  einander  glt^i^h,  und  du  weder 
o,  noch  daä  Froduct  e,/",^,  gleioh  Null  eein  darf,  so  getteo 
die  Gleichungen 

deren  erste  bewiesen  werden  sollte. 

Aus  dem  Satze  (2)  crgicbt  sieh  das  CoroUar,  dass  eine 
rationale  game  Function  dner  VariaUe  x  keinen  alffcbt-aischen 
Thciler  hahm  kamt,  der  in  Ikziuj  auf  r.  rön  hoiirnm  Grade  ist, 
als  die  besiitfliehe  Functitm.    "SSsui  hat  ferner  den  8at£: 

(3)      Eine  (Heickung  drs   tUim  Grades  kann  nienmls  mehr  als  n 

von  einander  verschiedene   Wurzeln  iiaben. 

Die  Function  des  fiten  Graden,  weli-he,  gleich  Null  gesetzt, 
die  Gleichung  des  nten  Grades  hervorbringt,  sei  wieder  dio 
Function 

f^m^a^x"  +  a,  at~^  +. . .  +o^_,  *  +  «„. 

In  dera,  von  Null  versehieden  sein  niuss,  damit  der  Grad  sieh 
nicht  emiedrigeo  kann.  Das  Vorhandensein  von  w  + 1  ver- 
schiedenen Wurzeln  f„  |,....  In+i  der  GIcichuug  f[^-=0  zieht 
aber  vennijgc  des  Satzes  (3)  des  vorigen  §  das  Verschwinden 
der  sUmmtliohen   Coefticientcn  u^,  a^f..a^    nueh    sieh.      Also 

kann  die  Gleichung /'(|)^ü  nicht  »-fl  von  einander  verschie- 
dene Wurzeln  haben. 


I  46.    rortMtxnng;. 

Wie  in  §4^  bemerkt  worden  ist,  lässt  sich  der  dortige 
Satz  (1)  auf  mehr  als  eine  Art  ausdobucn.  Nachdem  aus  dem 
Vorband eosein  einer  Wurzel  ^^  der  Gleichung  f{^]^^  die  in 
jenem  §  mit  (7)  bezeichnete  Gleichung  abgeleitet  ist 

LipstfelU.  Amljnla.  11 
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WO  f^(x^  eine  mit  dem  hilehsten  Gliede  a^x  beginnende  ra- 
tionale ganze  Function  bedeutet,  möge  f,  eine  Wurzel  der 
(vleiehung  /*,  (x)  =  0  sein.  Dann  ist  aui^  dem  angegebenen 
Grunde 

and  ^,  (x)  eine  mit  dem  lilicfasten  (rliede  a„x  beginnende  ra- 
tionale ganze  Function.  Ks  sei  ferner  f,  eine  Wurxel  der 
Gleichung  /",(■£)  =  0,  und  dieser  Process  lasse  sicli  immer 
weiter  fortsetzen.  Man  t-rhält  nlädann  eine  Reibe  von  Glei- 
chungCD,  die  mit  _  bestimmten  Gteicbangen  des  §  43  den 
gleichen  Aasdruek,  jedorh  insofern  einen  verscbiedenen  Inhalt 
}iabcu,  atH  dort  du-  Wt^rthc  £,,  |, ,  ■  .  .  Hiluinitliidi  von  einander 
verschieden  angenommen  waren,  bier  aber  die  Mi)glicbk.eit  offen 
bleibt,  dasa  mehrere  derselben  unter  einander  gleich  sind. 
Unter  der  Voran ssetznng,  dass  es  7.nläissig  ist,  für  Jede  neu  auf- 
tretende Function  eines  niedrigeren  Grades  eine  zugehörige 
Wurzel  anv,ugeben,  eutätebl  zuletzt  die  folgende  Darstellung  der 
Funrtion   f{x),   die    mit    der    GleiehufUf  (14)   des   g  43    gleich- 

iardmd  vtt 

Durch  dieselbe  wird  die  rathnale  gumse  Funrtioti  des  täfln 
Grades  f{x)  für  ein  unf/estimmtes  x  gleich  eimtn  Produrt  tutfs  n 
Factoren  des  ersten  (irculcs.    Hieran  «ehliesst  sich  der  Satz: 

Ehte  Zfrleytmfj  ih-r  Futiciion  f(x)  in  Factoren  des  ersten 
Grades  hat  die  ausgeeeiehtete  Eigensehaff,  tcetm  süi  überhai^t 
mügliefi  ist,  nur  auf  eitin  eimigfi.    Weiae  motjUch  su  sein. 

Gesetzt,    iikiii    habe   fllr  die    Funi-tiun   f{x),    bei    der  der 
Coefficieut  n„  alu  von  der  Null  verschieden  vorausgesetzt  wird, 
irgend  eine  andere  Zerlegung  in  Factoren  des  ersten  Gradea 
(2)  f{x)=[a^x+fi;){,t^x+ß;i  ... 

wo  a,,  ci,. . .  ,  ß^,  fi^,  . .  Coustanten  sind,  so  mnss  nach  dem 
Satze  (2)  des  vorigen  S  die  Anzahl  der  Factoren  notbwendig 
gleich  der  Zahl  n  dc6  Grade»  der  Function  f[x)  sein.  Da 
ferner  das  Glied  vom  lilichsten  Elxponcnten  in  der  Function  f{x\ 

nämlich  a,x' ,  und  das  Glied  voui  btichsten  Exponenten  in  dem 
entwickelten  Product  a^a, .  .a^x"   nach  dem  tSatze  (1)  des  vo- 
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rigcn  §  Qotliwendig  id  Bezug  aaf  ihre  Coefificit'nten  Ul>ereiD- 
stimmen,  so  ist 

mid  weil  a,  nach  der  Annalime  von  Nnll  versrliicden  ist,  so 
kann  aacb  keine  der  GrOsscu  ai,a«,  ..«0  gleich  Null  sein.  Ea 
ist  daher  gestattet,  die  AusdrUrke  des  ersten  Grades  o,  x  +  fi^, 
OjX  +  pf  ,..a^x  +ß^  hezicUuQgH  weise  durch  «,,  a„  .  .  «„  zu  di- 
Tidiren,  and  fllr  f{x)  den  Ausdruck  zu  bilden 

(3,  „.,  =  „,(..?.-)(,, ^).^,,A). 

Offenbar  wird  die  Function  f{x)  gleich  Null,   sobald  man 
der  Variable  x  einen  der  n  Wertbe 

beilegt.  Diese  Werlhe  sind  demnach  Wurgdn  der  Gt^hung 
f{^=  0.  Es  könneti  nun  die  n  Wcrtht  (4)  von  den  n  vorhin 
angenommenen   Wirihen 

(6)  f..  ?,..       h 

nw  in  der  Anordnung  versrhiedm  .«r/n,  und,  was  damit  ta- 
sauimen  fällt,  die  Darsf^Uung  von  f(x)  in  (l)  kann  «öÄ 
von  der  Darsleltung  von  f{x)  in  f-S)  nur  durch  difi  Anord- 
nung   dtt    Factorm,    des    ersten    Grades   unterscheiden.     Denn 

wollte  man    annehmen,   daas   der    Werth    — ^■-   keiner    der 

Grössen  (5)  gleich  wäre ,  so  wUrde  daraus  ein  Widerspruch 
folgen.  Auf  der  einen  Seite  mUsüte  das  vermöge  der  Dar- 
stellung (1)  den  Werth  /"(—*-)  auhdnUikende  Produkt 

«.(-l:-^-)K-^.)"(-f;-») 

a 

glett'h  Null  nein,  weil -'—eine  Wurzel  der  Gleichung /"{^^O 

ist.  Auf  der  anderen  Seite  köunte  dieses  Produot  nicht  ver- 
schwinden, weil  keiner  meiner  Faktoren  verschwinden  darl'.    Es 

muss  daher  —     '     uothwcndig   mit   einer  der  Grossen  (5)  zu- 
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samuicnfallcii,   und  dn  aof  die  Anordoung  derselben  oicbts  ao- 

kommt,  80  darf  vorausgesetzt  werdeu,  daes '   ^^,  sei.  Da- 

mit  ist  für  die  Darstellungen  von  f{x)  in  (1)  und  (3)  die  Ueber- 
einstiiiiiuung  deit  ersten  Factors  nachgewiesen.  Uividin  man 
beide  Darbte  Li  ungen   durch   diesen  Factor,   so  cntslebcn  lllr  die 

Fuuctiou  /*,  (x)  =  ~ — ~-   die  beiden  Darstellungoa 
* — Si 

Auf  dieselben  kann  die  gleiche  .Sehluädwcittc   angewendet 

werden,  und  tübrt  »u   dem  Ergobniset,  das»  der  Werth '^— 

noth wendig  einem  bestimmten  unter  den  (n — 1)  Wertben 
£«.••-  In  gleich  sein  muss.    Dieses  Veri'abrcn  ist  nun  90  lange 

ZU  wiederholen,  bis  die  n  Werthe  -'^,— '^•.-  sUmmt- 

lieh  ersehttpft  sind ;  da  aber  die  Werthe  ^,,  §,,-■•  fn  in  der- 
selben Anzahl  vorhanden  sind,  so  sind  gleicbKcitig'  anch  die 
letzten  erseliöptc  und  darin  Hegt  der  Beweis  des  in  Kede  ste- 
henden Satzes,  dass  äk  Zeiieyung  einer  ralmudm  ganzen  Func- 
tion dcÄ  nfen  Grades  van  x  in  Faciurm  des  ernten  Grades,  wenn 
sie  überhaupt  möglich  ist,  nur  aw/"  eine  eineige  Weise  möglicJt  ist. 

Mau  wird  in  diesem  Satze,  welcher  (Ur  eine  Function  des 
zweiten  Grades  am  Schlüsse  des  S^b  aufgestellt  ist,  eine  ge- 
naue Uebereinstimmung  mit  dem  äatze  (2)  des  S  7  erkennen, 
daj4s  jede  ganze  Zahl  uur  auf  eine  einzige  Weise  als  ein  Pro- 
dukt veu  PriiUÄublun  darffcslullt  werden  kann.  Während  alicr 
im  Eingänge  des  g  7  gezeigt  worden  ist,  dass  c»  immer  möglich 
ist,  eine  gegebene  gauze  Zahl  als  ein  Product  von  lauter  Prim- 
zahlen nuszudrlieken,  so  haben  wir  bis  jetzt  noch  uieht  festgestellt, 
ob  es  immer  oiHglich  sei,  eine  g('gcbcne  rationale  ganze  Func- 
tion einer  Veränderliehen  x  in  Factoren  des  ersten  (irade«  za 
zerlegen,  und  werden  uns  mit  der  Eut^cheidnng  dieser  Frage 
an  einer  späteren  Stelle  beschilfligen. 

Bei    der  rationalen  ganzen   Function  fix),  ftlr  welche  die 
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Zerle^ng  in  FactoreD  des  ersten  Grades  gegeben  Ut,  kann  man 
solche  Factoren  des  ersten  Grades,  weli-lie  einander  gleich  sind, 
ZD  einer  positiven  ganzen  Potenz  vereinigen. 

Es  sei  bei  der  Dartitellan^  (1)  der  Function  f{x)  die  Be- 
zeicbnong  der  Wurzeln    so  gewählt,   dass  |„  5«  •  •  ■  ^i   die  von 

ei»attder  verscJmdetwn  Werthe  unter  den  Werthen  (.■»)  ausdrüeken, 
ea  sei  gleichzeitig  o,  die  Anzalil  der  Factoren  x  —  |,,  a^  die 
AnKahl  der  Factoren  z  —  f,, . .  endlich  cij  die  Au^ahl  der  Fac- 
toren x  —  ^i,  welche  in  f(x)  enthalten  i^ind,  dann  ist  die  Summe 
0,  +  a,  +  . .  +  (li  gleich  der  Zahl  «  und  es  entsteht  fttr  die 
Function  /"(jr)  die  vollkommen  bestimmte  Darstellung 

(6)  fix)^a,{x-SS'ix-§j'*   ..(a'-^i)'*. 

Die  Zahl  e,  bezeichnet  hier  die  höchste  Polens  mn  x  —  f,, 

weJcJic  in  fix)  anfgelU;  denn  sollte  fix)  auch  durch  {x  —  f,)"  *  ' 
thcilbar  sein,  8o  mtlsstc    ^,  einer   der  Grössen  ^,,  ■.^;  gleich 

sein,  woK  der  Auuabme  widerstreitet.  Das  eDtsprcebendc  gilt 
tHr  die  anderen  Factoren. 

Die  Benennung  einer  Wurzel  ^  der  Gleichung  /"(g)  =  0 
richtet  sieh  nach  dem  Exponenten  der  hi^chsten  Potenz  des 
Factors  i— *.  welche  vermöge  der  vorlicyanden  Darstellung  in 
die  Function  f{x)  aat'gchr  Bei  dem  Expomttten  Eins  heisst  ^ 
eine  einfaeht,  hei  dem  Exponenten  2,  3,  4, . .  eine  sweifaclu:,  drei- 
fache,  vierfache  Wtos^  der  Gleichung  f(^  =  0.  Auf  diese  Weise 
werden  die  »  Wvrgtin  dieser  Glachung  durch  dicnüriissen  (5) 
so  vertreten,  dass  jede  Wurzel  in  der  ihr  zugehörigen  Anzahl 
ron  Malen  erscheint. 


§46.  Symmetrlsohe  Varbindungender  gr^gebenen  aftmmtUohen 

Wnrzaln  als»  Olelohangr.    Blnomlaoher  LehrsatE  für  ganze 

poalttve  Exponantan. 

Eine  der  wesentlichsten  Anwendungen  des  Katzei«  (I)  aus 
S  44  besteht  darin,  da^s  man  in  der  Gleicbitug  (1)  des  voiigen 
g  das  Product  der  rechten  Seite  entwickelt,  and  die  auf  beiden 
Seiten  auttretcndcn  Coelficientcn  der  gleich  hohen  Potenzen  von  x 
einander  gleich  setzt.    Ua  das  erwähnte  Product  den  von  Null 
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erschciDeDdcn  Quotienten 

(8) 

die  Cot^ficivtttm  der  Gleichung  f{^ssO  ^»annt.     Bei    tier  Knti 
Wickelung  des  Products  (a:  —  f,)(a;— f,) ...  (;c  —  ^o)   wird    detj 
Faftor  von  jr^gleieli  der  Einheit,  der  Factor  von  jt""     gleich    d< 
negativ    genommenen    .Summe    aller   h    ür^fsscn    £t.  ^,.  -  •  •  f^  *' 

der  Factor  von  x^  gleich  der  positiv  genommenen  Summe  aller , 
Prodncte    aas  je   zwei    vergeh iedeuen  von  dicBCn  Grössen,  all-j 

gemein  der  Factor  von  x"""^  gleich  der  mit  der  Einheit  (—  l)j 
multiplicirteii  Summe  aller  Producte  flcsje  q  von  einantler  ver-] 
schieriencii  von  den  betreffenden  m  Grüigscn,  und  der  Factor  voi 

x"  oder  diis  von  x  freie  Glied  gleich  dem  mit  der  Biniteit  (—1)5 
multiplIcirteD  Product  ^,  f,  .  . ,  ^^, 

Die  Bo  eben  dcfinirtcu  Aggregate  lassen  sich  in  der  Weise 
bezeichnen,  dm»»  einSiinimenÄeichi;n  2"  eingetUhrt  wird,  welches 
hezichnngsweise  mit  einem  Zeiger  «.  mit  zwei  Zeigern  a,  (i,  mit 
drei  Zeigern  a,  ß,  /,  u.  s.  f.  versehen  ist,  und  wo  die  Zeiger 
die  Bedeutung  haben,  da^s  a  alle  ganzen  Zahlen  von  1  bi»  i|^ 
durchiäatl,  das«  n  und  .i  alle  Paare  untereinander  verschiedener^ 
ganzer  Zahlen  auK  der  Reihe  von  1  bis  n  durchlaufen,  n.  s.  C 
Bei  diesen  Notationen  bringt  die  in  (1)  auHzuflilirendü  Gleict 
Setzung  der  gleich  hohen  Potenzen  von  x  das  folgende 
v(m  Gleicfmngen  hervor 


DiisBelbe  gi?lit  für  die  al|^.moiiic  Gleichung  de8  zweiten 
Grade»  in  die  beiden  Gleichungen  (B)  des  g  28  über. 

Die  Verbindungen,  welche  aul'  der  reebten'öeite  der  ror- 
»tehenden  Gleichungen  erscheinen,  sind  ratiotiate gature  Auadrüdc« 
der  H  Elemente  ^,,  ^^ ,  . .  .  ^^ ,  welche  auKKor  diesen  Klementcn 
keine  anderen  Elenientc  enthalten,  and  deren  Coffficimten  lauter 
ganze  Zahieti  Dämlich  siimmtltch  gleich  der  Einheit  sind. 
Unter  diesen  Verbindungen  ist  die  gfste  gleich  der  Sumt»e,  die 
Uiwie  gleich  dem  VroduH  der  «  Elemente.  Nach  einer  allge- 
meinen Grundeigeuin ehalt  der  OriSitäcn,  welche  itlr  die  positiven 
ganzen  Zahlen  im  Anfange  des  ersten  Abschnittes,  itir  die  reellen 
GrÖ«.8enim  Verlaufe  desselben  Abschnittea  ond  fiir  die  complexen 
firttsKcn  in  g  2fi  diese»;  Abschnittes  entwickelt  ist,  Bind  die 
Summe  und  das  Product  von  der  Awjrdnung  ihrer  BestandtJtfiile 
unabhänffiif.  Man  kanu  aber  ans  einer  bestimmtcu  Anzahl  von 
gegebenen  Elementen  noch  andere  rationale  game  Ausdrucke 
bilden,  die  sich  bei  einer  heliebigen  Vertausikuntj  der  Ekrmente 
unter  einander  nicht  ändern.  Diese  werden  symmcinsche  Am- 
drucke  genannt,  und  man  Überzeugt  sich  leicht,  doss  die  sümmt- 
hehen  atts  den  Elementen  ^,,  ^,, ..  ^„  ettsamment/esetsen  Verbin- 
dungen in  (4)  jene  Eigenschaft  besitzen^  und  de^shalb  symme- 
trische   Verhindungen  der  n  Elemente  §,,  ^„  - .  ^^  sind. 

Das   Bitdungsgeseti    der    Aggregate  2„§^,^^,f,lJ^  .. 

eobreibt  ?or.  die  Xlemente  f,,  f,, . .  ^„  auf  gewisse  Arten  zn 
combiniren.  Die  Amahl  der  in  jedem  Aggregate  entkaltmen  (rlirder 
wird  deshalb  durch  comhinatürische  liHraeUinuf  gefunden.  Wenn 
n  Elemente  auf  n  ?U&tzo  verlbellt   werden  soilen,    und  eiue  be- 
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BtimTnte  Vertheilung  als  die  erste  angesehen  wirii,  so  Iieisst  im 
oigeutitcben  Sinne  jede  Aendeiung  dieser  Verthoilung  eine  Per- 
mutation; mao  pflc^  aber  diejenige  Vertheilung,  bei  der  jedes 
Element  seinen  ursprunglichen  PUUz  bcliült,  als  eine  Permatatiou 
mit  XU  zählen,  und  dann  t^llt  die  Frage  nach  der  Zahl  der 
öürumtlichen  Pcmiutiitionen  mit  der  Zahl  der  »iinimt liehen  ver- 
seliiedenen  Anordnunfcen  der  »  Elemente  r.a^aniracn.  Da  jedes 
einzelne  Element  auf  jeden  der  n  Plätze  gebracht  werden  darf, 
«o  bleiben,  wenn  man  mit  einem  Iwstimmten  Element  beginnt, 
und  dieses  als  das  erste  au[rat>9t,  für  das  nächste  oder  zweite 
Eletnent  noch  n — 1  Pli&tze  verfUghar,  t^r  das  folgende  oder 
dritte  Element  n— 2  Platze,  nnd  8f>  fort,  bis  das  Ictr-te  Element 
nnr  nn^h  eilten  Plata  frei  findt-t.  Die  ZitJd  der  sümmtlirhcn  Per- 
mtttationen  ist  daher  gleich  (hm  Produci  n  (» — l)(n — S)..2.1. 
Dieses  Prodoct  der  uatUrliebcn  Zahlen  von  1  bis»  wird  n-FacuUÖt 
genannt,  und  durch  das  Zeichen 

n! 
angedcntot.  Die  Cmt^inatimi  der  gegebenen  Elemente  kann 
damit  begonnen  werden,  dass  man  du»  Element  selbst  als  eine 
Verbindung  aufla.sst.  Jedes  der  h  Elemente,  einzeln  genommen, 
beiHüt  eine  Union,  tind  die  Anzahl  der  Unionen  ist  selbst- 
verständlieh  gleich  dcr'Zahl  w.  Wenn  ein  Element  mit  einem 
atulem  cotrifnnirt  wird,  ho  heisst  die  Verbindung  eine  Amhe, 
eine  Verbindung  von  je  drei  versdiieüetien  heisst  eine  2>me, 
n.  B.  f. 

Bei  den  vor/, nnehni enden  Verbindungen  wird  jetat  voraus- 
gesetzt, dass  dieselben  von  der  Kciheniolgc  der  Combination 
der  Elemente  nnabhOugig  sind.  Um  die  sHmmtliehcn  Amben 
zu  bckommeu,  ist  jedes  der  m  Elemente  mit  einem  der  (m—  1) 
Übrigen  zu  verbinden ;  dadurch  entstehen  »(n—l)  Verbindungen. 
Weil  aber  jede  Verbindung  durch  Vertauschung  ihrer  Elemente 
uugeändert  bleiben  soll,  und  weil  je4le  Verbindung  von  2  Ele- 
menten 1.2  Pcriuutatlunen  erUiubt,    so  betrügt  die  Zahl  der  ge- 

suchten   Amben  — "  .    Allgemein  wird  jede   Verblndang 

1.  *  A 

von    g    Elementen   erhalten,   indem    man    respeclive    das   erste 

Element«  mal,  dast*  zweite  Element  (» — l)mal,  und  in  dcrgelben 
Weise  Ibrtlahrcnd  das  qte   Element  (»  —  ^  +  l)mai  abwcchaclu 


Ö46- 


SjmmetriHhe  Vcrbinrlune:«n  der  Wiiruln. 


ISO 


Diea  giebt  »(«— l)(n — 2)..{w  —  3  +  l)  Vcrbindnngen ; 
jede  ron  diegen  VerbinduDgen  lilsat  aber  1  .  2  .  3  . .  9  Pcmin- 
totionen  zu,  und  diese  Perniutationen  soüeo  auf  die  betreffende 
Verbindung  keinen  Einfluss  ausüben,  also  iet  die  Zahl  der  ge- 
tnchien  VerUndufiffen  von  q  Elementen  gleich 

njn—  l)(w— 2)..(«— fl  +  1) 
1.2. 3. .3 
Man  kann  dieser  Zabi  anch  den  Ausdruck  geben 

1  .  2.8...fw— 1)m n! 

1.2.  3. .5. 1.2.  3.. (»—4?)        qf{n  —  q)!    ' 

und  derselbe  lebrr,  das»  die  At)7,»l]l  der  Verbindungen  von  q 
Elementen,  ond  die  Anzahl  der  Verbindungen  von  {n—q)  Ele- 
menten einander  gleicb  sind.  Aus  dieöcn  ErOrfcrangcn  ergicbt 
sich  lltr  die  Trage  nach  der  Anzabl  der  Oliedor,  die  in  den 
Aggregaten  i"^f„,jr(,  ^5^^-,  ..  enthalten    Bind,    die    folgende 

Antwort : 

Die  Sfimm«  der  Elemente  ■2'„^„  enihitlt  n  Glieder,  die 
StimiHe    der  Froducte    aus    je   gwei    verschiedenen     Etenutifett 

■^w  fi  Ib  ^8  ^Aott  — i- —  Glieder,    und  allgemein   die  Summe 

der   TrodHcie    mts   je   q    verschiedenen  2*^ 


i.«it-«q  '"i  '«I   *  ■'«'J 


enthält 


Glieder. 


qfin~gV 

MitHUIfcdesÖystcmnvon  Gleichungen (4) wird ea  Möglich, rfw- 
jenige Functiotides nttn  firades  einer  Variable  x  £n  hestimmcn,  welche 
ein gegebrne-f  Su^t'tn  von  n  Wetthen  ^,.  $,, . .  f^  ^uHtrcn  n  Wur^dn 
hat,  soltald  die  h  stfmmeirischti  Functionen  der  Wuncln  i'„  |„ 

—(,*!„  1«,..$,  f,-.^n  gegeben  sind.    Durch  die  n  symmetrischen 

Fimetimen  £„  |„ ,  S^^  ^  $,,  |^,  •  ■  ^,  ^,  •  -^b  werden  die  Qmticntcn 

a. 


?!. 


mit  abwechsclndcti  Vorzeichen   tfnmittclbar    atifigc- 
drückt,  und  man  erhäU  die  Darstellung  der  FuncOon  , 

Wenn    man    voraussetzt,    daA»    die    sHmmtlichcn     VVerthc 
€ii   f»-'&i    einem    einzigen    Werthe    gleich    sein    sollen    und 


dieaen  mit   —  ä  bezeichnet,  'so    verwandelt  sich   das  Prodnct 
(x— ^,)  (j:~f,)..  (t— fn  )  in    die    nte  Potens   des   zwciglicdri-, 
gen  Ausdruckes  oder  Bitiomiums  x-i-h.  (ileiclizeitig  verwandeM 
sich  jedes  Glied   der  Summe  ~„^„  in  die    GrOsse    — h,  jed< 
Glied  der  Summe  :?„^,„,,..„^|^^  ?«,  ■  s«q  '»"^'e  Grösse  (—l)' ä" 
Die   hctreffenden   Siimmen   werden   daher  gleich  Prodiiclen  atu 
dei'  Anzahl  der  vorhaudcneu  Glieder  in  den  Werth   des  jedes- 
nialif^cn  einzelnen  Gliedes,  und  es  entsteht  ftlr  A\e  posüivi' gmur«^ 
nie  Pott^u  des  lütwnxiums  j-  +  h  die  nach  den  Potenzen  der  Grösse 
X  und  h  lortschreitende  Entwickelang 


M 
eltfl 


(5) 


(^-t-Ar^x" 


+  _^,^'A^. 


»(«—   1)  U-S 


+  "{"  — t)-^(»-g  +  l>  ^ 


"-^A" 


l  .2 


*•  +  .. 


+  A' 


: .  2. 3..^ 

diese  Gleiebung  beisst  der  bhionnarhe  Lehrmie.  Die  Coe 
ficientcn  der  Productc  ans  den  Potenzen  von  x  und  A,  welche 
B\iw}nialcoifficienteii  genannt  werden,  ßind  vermöge  der  mltge- 
thcillen  Ableitung  An^aiden  von  gewisseti  Comhinati&nen,  ("olglieh 
positive  ganze.  Zahlen,  und  zwar  fallt  der  CoefJieient  des  Glied' 

''A*'   mit  dem  CoeCticienten  des  Gliedes  x'  ä'^'' 


X 


ziisammea. 


1 


f  47.    Raelle  und  oomplex«  F&otoren  dei  erit«n  Ch-ftdas  «liL«r 
Function  «ln«r  TAii&ble. 

Die  Betrachtungen,  welche  bis  jetzt  tu  Beti'etf  der  ganzei 
Functionen  einer  Variable  nnd  der  zugeordneten  Gleiehungci 
angestellt  sind,  bezogen  sieh  glcichmässig  aut'  reelle  und  com-'J 
plexe  Grössen.  Doch  war  es  nicht  oothwcndig,  bei  der  Bezeich- 
nung der  complexen  Grüssen  den  reellen  nnd  den  imaginärei 
Theil  zu  treniun.  Indem  dies  gegenwärtig  gescliiebl,  mögen 
die  Coet'licleDten  der  Function  f{x)  die  AusdrBeke 

(1)  a„=C'„  +jD„t,  a,^C,  +J!>.i.  .a„  =  Cp  +  /)„i, 

und   die    nach    einander   eingeführten   Wurzeln  der  Gleicbai 
/■(^)  =  0  die  Ausdrucke 

(2)  ^»  =  e,  +  c,  i,  ^,=  ?,  +  ff,», . .  ^«  =  ffn  +  o^i 

erhalten.    Snbstitairt  man  eine  Wur/el.  etwa  $^,,  In  die  Fnnctioi 
f(x),  so  muss  bei  dem  rcsultireuden  Ausdruck 


(3)  (C,  +  D^i)  (e,  +  ff.i)"  +  (C,  +  D,i)  (e.  +  tf^o" 

+  C  4-  D  i  =  r  +  si 

a  a 

der  reelle  und  der  imaginäre  Thcil  Hlr  »ieh  gleich  Null  werden. 
Nun  ist  der  Aui>druck  (3)  aus  den  Elementeu  C^  +/*«»,  C,  +D,  i, . . 
C  +D  i  und  dem  Element  Q,-i-a.i  mit  HUlt'e  vun  Additionen 
and  Multiplicationen  abgeleitet,  und  daher  folgt  ans  einem  in 
§27  bewiesenen  Satze,  du»s,  wenn  ji^des  dii'ser  Elemente  diireh 
die  ent&preebeude  tbni  conjugirte  Grüsse  erBCtzt'  wird,  das  her- 
vorgehende Itetfultat  gleich  dt-r  zu  r  +  sj  cnnjugirten  Griisse 
r  —  si  werden  moss.  Weil  aber  in  dem  vorliegenden  Falle rs=rO 
und  5=^0  ist,  ao  wird  auch  die  Grösse  r—  si  notbwendig  g]eieh 
KnlL 

Werden   die  zu   den  Crnttseo  in  (I)  nnd  (2)  conjugirten 
OrOsseu  dureh  Hinzufligung  eines  Strielies  idtaracterisirt.so  dass 

(4)  a\  =  C-Di,  a\^C,-  D,i,  ,.a'^^C^~  V^i, 

(5)  f'.  — e,~",t,  S,  =  e,  —  <f,»,..  ^a  =  eu  — Ob» 

ist,  and  wird  die  Punetton 

(6)  g  (x)  >=  a\  x"  +  a' ,x'~^  +  ..+a'^^xX  +  u'„ 

gebildet,  so  kann  da«  gefundene  Resultat  den  Aoädnu-k  erhal- 
ten, dass 

(8')  ?(^,)  =  0, 

oder,  dass  ^\  eine  Wurzel  der  Gleichung  gi^')'^^  ist.  Es  folgt 
daraus  vermöge  der  Gleicimng  (7)  des  g  43  die  Gleichung 

wo  aufi}  neue  vermtVge  des  angeHllirten  .Satzes  die  (ToelfieienCen 
der  Function  g^  {x)  zu  den  CoefÖcicnten  der  Function  f\  (j)  be- 
ziehungsweise eonjugirt  sind.  Wenn  daher  ein  Wcrtb  ^,  die 
Function  /",  {x\  zum  Verscliwindeo  bringt,  so  wird  ans  den  ent- 
wickelten Gründen  die  Fuiielii.>n  </,  [x)  durch  Substitution  des 
conjugirten  Werthes  l\  zu  Null  gemacht.  Dieser  Vorgang  wie- 
derholt sich  mit  jeder  neu  anltretenden  Wurzel  £(,  $,, . .  ^  und 
es  entsteht  schliesslich  llir  die  Functiun  g  {x)  die  Glek-hnng 
(8)  g{x)=^a\[x-e,){x-^\)..{x-^^), 

vdcbe  der  Gleichung  (14)  des  ^  43  und  der  Gleichung  (I)  dea 
46  zugeordnet   ist.     Es   ist    liicrniit    nachgewiesen,    rfa«  die 
^«  IfMr«)«!',.  ^,..,^„  derGleidtung  g{^)~0  (knn  Wurseln 


f  j,  ^,, . .  ^  dw  Gleichuntf.  f{^)  =  0  trt  ifer  >r»?)Äe  etüfiprechcH,  da 
^M  ^'c  «ner  Wureel  der  letetet-H  je  eine  Wureel  der   erstem  «m- 

Eil)  ßeiflpicl  fUr  diesen  ftllgem<>inen  Satz  haben  uns  di 
binuniiachen  ftleichungen  geliefert.  Um  dieselben  licrvor/abrin 
gen,  ist  die  Fanction  f{x)  durch  den  Ausdruck 

f(x)  =  x"'  —  {A  +  Si)^ 
ZQ  defioirep.    Die  Function  g{x),  eieren  Coefficienten  die  respei 
live  conjagirten  Werthe  haben  soHcd,  erhält  dann  die  Gestalt 
g{z)  =  x''-{A-Bi). 

Am  Ende  des  §  39  wird  nan  nnch^n-icsen,  doss  je  eine 
nte  Wurzel  der  GrBsee  A  —  Bi  je  einer  wlen  Wurzel  der  Grösse 
A  +  Jii  80  zuj^eorduet  wenleu  kann,  dass  die  cntspreehcndcö 
Wurzeln  einander  eonjugirt  sind.  Die»  ist  aber  der  Inhalt  des 
in  Rede  stehenden  Satzes,  da  die  vorliegende  Punetion  fix) 
durch  die  n  von  einander  veischiedcneu  nten  Wurzeln  der  Grösse 
A-\-Bi)  und  die  eorrcspondirecdc  Funct^n  y(jr)  durch  die  n 
TOI»  einandcT  verschiedenen  »tcn  Wurzein  der  GWteae  A  —  Bi 
zum  Verschwinden  gebracht  wird. 

1d    der   gegcnwürtigcn  Erörterung   macht   sieh    fUr   äicji 
nigen   Funciiotien  f{x),  bei   den^n  die  sämmiüchm  Coefficient 
«"»i  t^^,...an  redU  Grössen  sind,  ein  besonderer  Umstand  gel 
tend.     Ist  eine  Wuracl  f,  ^(>,  +«,*  der  zngehtirigen Gleichung' 
eine  nicht  reelle  Grosse,  also  der  Tactor  o,  der  Grösse  i  von  der^ 
Null  viTschieden,  so  fUUt  die  Funutioo,  deren  Coetfieientcn  be^H 
ztchungsweise  mit  den  OoefiRcienlen  der  Function  f{x)  eonjugirt 
sind,  mit  der  Function  fix)  selbst  zusammen,  dagegen   ist   der 
zu  I,    eonjugirtc  Wcrtii  f',  =^e,=t',t  von  ^,  nolhwcndig  ver- 
sobieden,  und  die  obige  Gleichung  (3*)  nimmt  die  Gestalt  an 
(9)  /•[f.)  =  0. 

Da»  heisst  in  Worten : 

Wenn  eine  rationale  gange  Function  f(x),  deren  sämmiliche 
Co^fieienteit  reelle  Grössen  sind,  dureh  einen  nicht  rceUeti  Wertk 
p, +ff,  t  von  X  ztmi  Verschehiden  (/fihracMt  tcird,  so  wird  die 
Function  fix)  ohM  durch  den  con^ugirten  Wertk  g,  — a,  i  iwi  9 
zum   Verschmndm  gebracht.  m 

Da  also  bei  einer   in   ihren  Coeflicienten  reellen  Function 
Wertb  e,  +  a,i  und   der  demselben 


i 


r- 

I 
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jogirtc  Werth  £wei  vfirsrhü^dctie  Wuredn  thr  Gleichung  fi^)  =  f) 
danitülleii,  so  niDSä  nuch  dem  erijteu  Theilc  (lc8Sat/.cs  (2)  iu  g  4'* 
die  Function  f(x)  das  Product  der  beiden  Factorcn  des  ersten 
Oradeg 

(10)  (x—pj— (7,0    (x— p,  +0,l) 

zum  algebraischen  Tbciler  haben. 

Dieses  Produd  ist  aber  gleich  einer  l'^nriioH  von  x  vom 
Mvsmten  GratU 

deren  Coefjicienten  rcfil  sind. 

Die  GleielmDg(ll)  des  §43  wird  demnach  zu  der  folgenden 
(12)  /(a:)=({.T-e,)'+ot)A{A 

wo  die  Function  de»  (n  —  2)tcD  Gratlc* /",  (xj,  wie  die  Function 
f{x\  lauter  reelle  Cocfticicnten  haben  muss.  Die  Function  des 
zweiten  Grades  (II)  geliürt,  weil  die  reelle  Griisse  tr,  nach  der 
Vorausaetzang  nicht  gleicli  Null  ist,  zu  denjenigen  FimctioBCn 
des  zweiten  (iradex,  welche  tttr  keinen  reellen  Wcrtb  der  Va- 
riable X  zum  Ventchwinden  gebracht  werden  könuen,  und  tUr 
die  nach  einem  in  §  2.']  bewiesenen  Sat?.e  eine  DarsteHung  als 
Frotluet  von  Factoren  des  ersten  Grades  auf  dem  Gebiete  dfr 
reeliett  Grössen  unmöglich  ist.  Die  Rechnung  mit  contplexen 
GrOsaen  IkI  gerade  eint;p.tHbrt  woriien,  um  mit  deren  Hülfe  llir 
diejenigen  F[inctionen  des  zweiten  Grades,  welche  fUr  keinen 
reellen  Wcrtb  der  Variable  x  gleich  Null  werden,  die  Zerlegung 
in  zwei  Factoren  des  ersten  Grades  zu  bcwcrkatelligeu-  Es  darf 
dabej-  mit  Henutzuu^  der  gegebenen  Entwickelungen  der  Satr. 
aasgesprochcn  werden: 

Wenn-  eine  rationale  ganee  reelle  Function  f{x)  durch  einen 
nicht  reellen  \Verth  e,  +  a,»  von  x  snt  Null  gemacht  wird,  so  ist 
di/'jifdbc  dureh  die  auf  dem  Gebiete  der  reellen  Grössen  unsnrleg' 
bare  Function  des  eiceiien  Grades  ix  — p,)'  ~\-o\  algehmiseh  tlml- 
bar.  Wenn  umgekehrt  die  betreffende  Function  f{x)  einen  auf  dem 
Gd>i£te  der  reellen  Grössen  itnsertegbaren  Factor  des  ttveiien 
Grades  x*  +6,  x.+  h^  hat,  so  serfällt  dieser  hei  der  Anwendung 
der  compUxen  Grössen  in  das  Product 

mtd  die  Gleichung  f{x)  =0*«>d  durch  die  beiden  complexencotyugir- 


iterl 


erfüllt. 

Eh  kann  uicht  zweifelhaft  «cio,   äass,   wenn  bei  einer  ra 
tioiialcn   j^aiiKen  Knortion  f{jc)  mit  lauter  reellen  Cfteflicientea 
eine  reelle  Wnrzel  ^  der  Gleichung  /'(f)  =  0  gegeben  ist,  nach 
Abtreunuug;  des  zugcoidnetcu  Factors  x — ^  äIs  zweiter  FactoTi 
eiiie  rationale  ganze  Fuuction  des  («  — l)teo  Cirades  mit  lauter 
reellen  Coefticienteu  zurück  bleibt.    Wenn  daber  für  eine  solcb 
Futietion /"(:?)  das  in  §45  ansei Dandßrgß8et/.te  Verfahren  a 
gefUlirt  werden  kann,  so  erzeugt  jede  uuftrotende  reelle  Wurzel 
einen   cntsprccbenden    reellen  Factor    de»    ersten  Grades,  jede 
auttretende   nicht    reelle  Wurzel    wird   aber  immer   von  der  zu 
ihr  eonjugirten  Wurzel  begleitet^  und  bringt  deehalb  einen  reel- 
len Factoi-    des    zweiten  Gnides  hervor.     Somit  toird  unter  der 
angegebctien   Voramsdnmg  die  ratwnale  garue  Ftindion  f{x)  i* 
7'edle  Factoren  des  ersten  oder  zweiten  Graden  Merleyt,  von 
die  letstern  auf  Jmt  Gebiete  der  reellen  Grössen  imeerlegbür 

Unter  den  Faetoreu  des  ersten  Grades  können  mehrere 
unter  einander  gleiche  vorkommen  und  zu  einer  Potenz  rereioigt 
werden;  für  die  betreffeuden  Factoren  des  zweiten  Grades  gilt 
daß  gleielie.  Weil  aber  die  letztem  auf  dem  Gebiete  der  reel- 
len Gröeucu  unzerlegbar  »ind,  so  bleiben  sie  von  den  genannten 
Factoren  des  ersten  (Jradca  vüllig  getrennt  Die  Darstellung 
der  Fundion  f(x)  tu  (6)  des  §  45  darf  von  der  so  eben  beschrie- 
benen Darstellung  uiir  in  der  Anordnung  der  Factoren  vcrschi 
den  sein  uiiit  trhälf  demnach  vermöge  der  ohtcaUenden  liedi 
gung,  dass  die  Coeffidentefi  der  Functioti  f{x)  sämmüich  re^V 
sind,  die  lügenscha/h  dass  »eben  Jeder  nicht  reellen  Wtirtel  der 
Gltnrhung  /'(j-)  cinr.  m  ihr  cimjugirte  WureeX  steht,  und  dass  für 
Je  ewci  conjugiriv  Factoren  des  ersten  Grades  die  gugeord$ideH 
Potemexpimenten  einander  gleicft  sind. 


ix)  i*  j 


:i 


§  48.    Atu  dem  Oflbletc  der  reinen  Olelohungen  entnommene 

Belaplele  fHr  die  Zerlegung  einer  Function  einer  Variable  In 

Factoren  dei  eritea  Oradea. 


kunn  vennJ'ige  dex  SaUee  (2)  in  §  43  ia  n  Factoren  dea  ersten 
Gradeti  zerlegt  werden,  weil  die  zu^ordnete  Gleichung' 
(•2)  «"— 1  =  0 

n  TOD  einander  verschiedene  Wur/clu  bat,  niluilicL  die  nten  Wur* 
«*/«  der  Einheit,  deren  Aui^drltckc  in  {2)  des  §35  gej^hen  sind. 
Üa  die  ('oet'fioiunten  df r  j;ennnntpu  Function  reell  sind ,  so 
oillssen  die  nicht  reellen  Wurzeln  der  (Ueichung  (2)  einander 
paarweise  conjugirt  sein,  was  auch  schon  am  SchloRse  dca  §  35 
bemerkt  worden  ifit.    Es  sei  die  eine  Wurzel 


(3) 


W.  =:  C08 


2  H                 2  n 
H  I  Bin , 

M  laesen  sieh  die  «ämnitlichen  n  Wurzeln  als  Potenzen  von  <<», 
KudrUcken;   der   l'otcnzcxponcnt  t  durchläalt    die    Reihe    der 

ganzen  Zahlen  von  U  his  u  —  l,  uud  zwei  Wurzeln  w  uml  w"" 
sind  zo  einander  conjugirt.  Demnach  entsteht  t'Ur  die  Function 
(1)  die  Zerlegung 

{4)  x'  -  1  =(x  -  1)  (x-oi,)  {x-i,j\)..  (x-  v,"''). 

Der  reelle  Factor  x—  l  lässt  sich  stet»  von  den  Übrigen 
Facloren  absondern;  wenn  in  der  Gleichung  (4)  de«  §13  die 
Zahl  R  durch  die  Zahl  n  und  die  (JrJiKne  y  durch  die  Einheit 
ersetzt  wird,  so  kommt 

(5)  x"  -l=(a:— !)(./"' +  a:""'+..+  a:+ 1) 

und  die  so  eben  geljildetu  Function  dea  («— Ijten  Grades,  deren 
Coefücienten  wieder  ganze  Zatilen  »\nt\,  wird  gleiidi  dem  Froduet 
der  Übrigen  Factoren 

(6)  z""'  +  /"V  ..  +  j^+  1  =(:i;-  rr>J  (x— w«) . .  fj  —«;-*). 
J&  ffeniif/en  dtvitihalh  die  siimmilicJifn  ntffi   WurieJn  drr  ^nkeitt 
Ml/  Au^ahme  rftr  jJO.fi/itv-r)  Eiidieit  aclbat,  der  Okichung 

m  u''-'+„'*-'+ ..  +  w+ 1=0. 

In  dem  auf  der  recbtcn  Seite  von  (6)  stehenden  Producte 
Bind  vermfige  der  in  lletreff  der  Wurzeln  der  Gleichung  ange- 
nhrten  Regel  der  erute  uud  letzte  Factor  einander  conjngirt, 
ebenso  der  zweite  und  der  vorletzte,  und  so  fort;  hei  einem  un- 
geraden Wertbc  der  Zaijl  n  ordnen  sich  auf  diese  Weise  alle 
Factoren  zu  Paaren,  bei  einem  geraden  Werthe  der  Zahl  «  bleibt 


der  Factor  x  —  ia^,  welcher  gleich  x+  1    und   somit  reell  lai, 


in  der  Mitte  Übrig.  Die  MuUiplication  von  zwei  conjagirtei 
Fuctoreu  er7.eugt  den  auf  dem  Gebiete  der  complexen  tirössei 
nicht  -/erlejjbaren  Factor  des  xwelteu  Grades 


(7) 


(x— (t*^  )  (iT— 01°  *)^lar— COS j 


+  sin' , 


welcher  auch  die  Gestalt  aDncUmen  kann 

n 


(?•) 


x'  —  2  dr  ooB 


+  1. 


Die  FimctioD  j"~  +  x'^  + .  .x+  1  wird  daher,  je  ni 


dem  »  eine  ungerade  oder  eine  gerade  Zahl  ist,  auf  die  folgende; 
Weise  als   ein   Producf  von   realen  Faderen    dargestellt,   das 
Zeichen  //  möge  die  Bildung  eine«  Products  andeuten,  hei  dem  t 
ftlr  den  einzelnen  Factor  innerhalb  der  lieigcfUgten  Grenzen  die 
Hi^ihe  der  nntUrEichon  Zahlen  durehlüufi, 


(ürn ungerade,  x"     -h^ 


+ 

n-l 


+    I 


(8) 


2;rcoB 


2/n 


+  1 


)■ 


Jtnr  n  gerade,  x      +  x      + 


+  I 


t^"-^ 


ä/ir'- 


2x  cos 


2tn 


')< 


+  1   (ar+l). 


Wenn  in  der  Glcicbuug  (6)  die  Variable  x  durch  die  £«n- 

keit  ersetzt  wtrd^    so   bildet  die  rechte  Seite  diuj  Produet  aller 

DifTercDzen  zwischen  der  Einheit  und  den  Übrigen  Wurzeln  der 

Gleichung  f2)  oder  den  llbrigL>u  uteii  Wurzeln  der  Einheit.    Die 

linlie  Seite  wird  gleich  der  Zahl  n  selÜKt,  und  es  entsteht  das 

Kcsaltat 

(9)  «  =  (l-a,.)(l-M;)...{l-0. 

DicNclbc  .Snbstitution^  auf  die  Glcidiungen  (f()  angewendet,  tllhrt 

zu  Resultaten,  in  denen  nur  reelle  GrOssen  auftreten.     Der  al 

gemeine  Factor  der  Producte  darf  den  Ansdruck  erhalten 

Htn  .    .    ^      in 


2  — 2  COS 


=  4Bin* 


n  n 

es  leuchtet  ein,  dasa   im   ersten  Falle  die  Zahl  4  in  der 

— ä— ten  Potenz,  im  zweiten  Falle  die  Zahl  4  in  der  — - 

Potenz  vorkommt;  diese  Potenz  ist  in  dem  zweiten  Falle  noch 
mit  der  Zahl  2,  die  aus  dem  Factor  x+ l  hervorgeht,  zu  multipli 


rt 

1 


..- 


§«. 


ßeiipiete. 
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eiroii.     Hierdardi  crgiebt  sich  für  beide  Föllc  der  Zablcn-Cocf- 


,n-l 


fieient  2     ,  aod  amn  erhält 


nir  K  ongürade,  »=^2' 


(10) 


n-i 


fl    ' 

1=1 

Bin* 

tn 

H 

/;  ' 

sin« 

tn 

n 

fOr  n  gerade,  n  =  2 

Dieso  Formeln  sind  dadurch  besonders  merkwürdig,   daas 

die  flaninitlicbeu  SinaRfunetinneu  sin  — ,  welche  hier  vork<ini- 

mcn,  flieh  auf  Winkel  beziehen,  die  positiv  sind  und  hrichstcnK 

den  Wcrth     „       rr  oder  -^ —  n    habüu ,    tulglich    m»t«r  dem 


2n 


2m 


Werthe  ^    liegen.    Die  Sinuftrunctioncn  sind  deshalb  lauter  [u*- 

BJtive  Grüssen,  und  darum  erKeug^L  die  AuszicbuDg  der  positiven 
Quadratwurzel  aui«  den  auf  beiden  Seiten  l>cfiiidlicbco  positiven 
GriJsaen  die  Gleichung 


(10^ 


Jür  «  ungerade,  l/»  =  2   '     fl   '    sin—, 

t=i  « 

für  n  gerade,  l/n  =  2  *      II  *    gin^. 


Die  Ergebnisse,  welche  den  apeeiellen  Werthen  n=;3  und 
1^5  cDtspreehcn,  nUmlich 


and 


1/3  =  2  sin  1^ 


i/r       .     .     n     .     2n 


kUnncD  durch  die  In  9  41  entwickelten  Ausdrucke  der  betref- 
(endcD  Einhcitswunscln  beatJUigt  werden.  Ans  den  dortigen 
Cldchungen  (ö)  folgen   durch  Krbcbaug   auf  daa  Quadrat    die 

nicjcbungen 


".--'*        I    ,    1  i/o  • 
w    ,    .   .     n        1  +  l/ö   ^ 


'  8 


^it  erste  derselUn  liefert  nnniittelbar  die   in  Bede  »tchende 


I« 


rwmmda 


DxntcQiiDC^  der  GrttMe  su   jr;  mit  deriweiten  ist  die  Gleirhaug 
(7)  det  S  41  ta  rerbindeo 


©OB  -—  +  I  WO  -=-  = 

B  D 


Dm  die  Olcicfaans 


.iii|«n  j 


^  r  Q  '  ft 


%Q  erlialten,  dereo  rechte  Seite  den  «ngegebencn  Wertfa 
liefert. 


8  40.    TraBsfonnation  einer  g«jiieii  Fanotlon  einer  V&rlAble 

dnrob  ElnfOhnuig   einer    neuen  Tariabte.    Entwiokelnns,  die 

naob  den  PoUnaen  der  nenen  Variable  geordnet  Ut.     Ablel- 

leitiuie:en  einer  g-anxen  Function. 

Eines  der  w1rkäam»ien  Holfsniittel  zum  Studium  der  algc- 
liraiücbcD  ratiooalen  Functionen  bestell  darin,  dass  aogenommcn 
wird,  bei  einer  solchen  FnnctJon  oder  bei  mehreren  soleher 
Fanptionen  solle  die  Variable,  von  der  sie  ahliUngen,  oder  sollen 
die  VariatHtln,  tod  denen  sie  abliHngen,  als  bestimmte  rationale 
Functionen  von  einer  oder  von  mehreren  neuen  Variahein  be- 
tracbtet  werden.  Da»  Ersetzen  der  ursprllugliehoo  Variubcln 
durch  die  hezeichneten  Functionen  der  ncaeu  Variabein  heilst 
eine  Substitution;  die  Drsi^rfin^licb  gegebenen  Functionen  der 
nrflprdnglichen  Variabcln  werden  dadurch  in  bestimmte  Functio- 
nen der  neuen  Variabelii  vei-wnndclt,  oilcr  erfahren  eitie  TVofU- 
formatufti. 

Fllr  eine  rationale   ganze  Function   einer  Variable  x  wird 
otne  sehr  einfache   Transformation   erhalten,  indem  man   vur- 
Hebreibt,  die  Variable  z  mttgo  gleich  dem  Aggregat  einer  nen 
Variable  e  und  einer  Confttante  k  sein.     Rci  der  Gleichung 

(1)  x  =  s+k 

gchnrt  zn  jedem  beliebig  gegebenen  Wcrtbc  der  Denen  Varialile 
X  ein  vKllig  bestimmter  Wertb  der  Variable  x,  und  da  an»  (1) 
die  Qleiehnng 

(2)  e^x  —  k 
folgt,  so  eDlHpricht  unigekehrt  jeilcm  beliebig  gegebenen  Wert 


4 
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dpr  nrspiilD glichen  Variable  x  ein  viUlig  bestimmter  Worth  der 
neuen  Variable  ?.  Durch  die  Sulmtitutioii  (l)  gebt  die  ivic  frUlier 
zu  uutiremlu  Fauction  des  rileu  Grades  f(x)  iu  dto  Ftiuctiou 

(3)  v'(*)=/-(^+ J)=a  J*+Ä)*'+ a,  (# +*)'^*+..+ a„_,(£  +  *) +«„ 

Iber,  welche  eine  rationale  ganze  Function  von  e  ist.  Die  ein- 
iclnen  Potenzen  de»  Binomiam»  e  +  h  kömien  darch  den  iu  §  4^ 
angegebenen  biuomiseheu  Lebnmtz  nach  den  Putenzen  der  Va- 
riable e  entwickelt  werden.    Da  nnr   die    PntenK  (js  +  kf   das 

Glied  e^  cntbAlt,  so  ist  die  rationale  ganze  Function  tf  (e)  eine 
Fonctiou  des  nten  Qrades  und  licfurt  dvi^balb  die  nach  den 
Potenzen  der  V^ariablc  r  geordnete  Entwickelang 

Die  .Anwendung  des  binomischen  Lehrsatzes  auf  (3)  gielt 
die  Darstcllnng 

.   .  i     %    ,n     n-l,    .    »(h — 1)    B-l,«  .  »         ,n— I    ,    ,n\ 

V(*)==«.|e   +J-«      A:+    ^^  ^   's      A  +..+  —  - jffc      -^h\ 

(n-a  11—2     ,ii-S    ,    ,n-a\ 

+ 

+  o   . 

n 

Demnach   hestimuien    sich    die    Cnefficient««  r„,  c^,  . .  -  f„ 
iter  Potenzen  von  «  in  ^  (ff)  fojgendermassen : 
c,  =  o, 

«      1.  . 


•~      1.2 


On fc'  H —  a^k-^  a^ 


]ßO  Transformation  durch  Substitution  eiaer  nenen  Variible.       §  41 


Die  erftte  von  diesen  Gleichungen  lobrl,  dass  der  Coefßoicut 

von  e  \n  (p  (e)  dein  Cotillieienten  von  *'  in  /'(j:)gIeiL-li  ist,  dass 
fVtlglicIi,  wenn  die  Function  f{x)  in  Bexug  auf  x  von  kcioeni 
niedrigeren  Grade  als  dem  nten  ist,  die  Function  q>  (s)  in  Be- 
zug auf  £  ebenfalls  von  keinem  niedrigeren  Grade  als  dem  nten 
sein  kam).  Die  recbte  Seit«  der  letzten  Glcicbung  cutstcbt 
offenbar  aus  der  Function  f{x),  indem  der  Variable  x  der  Wertb 
x^k  beigele-gt  wird.  Von  dieser  Heobachtung  auHgebend  soll 
jetzt  das  Bildiingsgcsct?.  der  saninitliehen  Cocffieicnten  in  d 
Entwickclung  von  'f  {e)  untcrsiicbt  werden. 


1 


Aus   dem  Cocfßcieutcn  c    lässt   sich   der  Coefficient  c 


n-l 


dergestalt  ableiten,  dass  mit  jedem  Siiiumandon  a    Jt*~'*  von  ejH 
anf  dieselbe  Weise  vertnhrcn  wird.    Man  bildet  aas  der  Potenz 
/;""''  den  Ausdruck  (n  —  ^)  k'^~^~  nnd  f1lgt  den  Factor  a  hinzn, 

80  dass  das  Glied  (n— /i)  o^ /;""''  entsteht  Nach  dieser  Regel 
ist  aoch  der  let;tte  Summand  von  c  .  nüinlich  a  k"  j;u  beban- 
dein  und  giebt  dann  Air  c^  ^  den  Hütrag  Null.  Ich  werde  die- 
jenige Function  von  x,  welche  bei  der  Einsetzung  des  Wcrihes 
x  =  k  den  Cocffieicnten  c^_^  hervorbringt,  mit  fix)  bezeichnen, 

diese  Function  die  erste  Ableitung  da  Function  f{x)  nennen  und 
ihren  Ausdruck  neben  die  Function  f[x)  stellen,  so  ist 

I  ((x)  =  o  a;°  +  a  x~  +  . .  +  a .  x  +  a^ 

\f'(x)^na^x^    +C»— l)a  x"  ''-f..  +  o^_, 

Die  erste  Ableitung  f  (ar)  der  Function  f{x)  ist  eine  ratio- 
nale ganze  Function  von  x  von  einem  um  eine  Einheit  nit-dri- 
gercn  Grade  als  fix).  Man  kann  nun  von  dieser  Function  aber- 
mals nach  derselben  Definition  die  erste  Ablcitang  nchiueu,  und 
erhält  eino  rationale  ganze  Function  f"{x)  von  x,  die  um  zwei 
Einheiten  niedriger  ist,  als  f{x).  Durch  Jede  Wiederholung  der 
eiugenihrtcu  Operation  entsteht  eine  um  eine  Einheit  niedrigere 
Function  von  x,  so  dass  zuletzt  eineFuuetion  des  uulllen  Grades 
oder  eine  Constante  erhalten  wird.  Man  bekommt  auf  diese 
Weise  die  Reihe  von  Functionen 


und 

•I 
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f"(x}  =  n{H-l)a  x'"\itt-l){n-2)a  x'~'+..+2.]a    , 

O  g  II — T 


m 


^''-"(x)  =  M(n— l)(«-2)..3a„i« 

+  (m-I)(»— 2)(n-3).,2fl,a!  +  (M-2)(»— 3)..lo, 

/*— "(x)=n(M— l){»-2)..3.2a.i+{#i— l)(«— 2)..2.1a, 
/"'•(z)  =  «(n-l)(»-2)..3.2.1a„. 

Dieselben  ml^gcn  respective  die  sitmte,  dritte^  .  .  (h  — 2)U), 
(h — l)tc,  Mte  Ähleiltouj  der  Function  f(£)  genannt  werden. 
Diese  FuDi'tioocn  von  x  zeigen  zu  den  in  (5)  dargestellten  Cocl- 
c     ,  . .  c„  die   Bczichnng,    da«s,    \venii    in    den 


ficienten  c 


ersteren  der  Reihe  nach  der  Werth  j:  =  /:  einpetttlirt  wird,  nur 
die  Division  duruti  einen  J^blcnt'actnr  ertordcrlich  ist,  um  auH 
denselben  der  Reihe  nach  die  in  Rode  stehenden  Coeflicientcn 
zu  erhalten.  Die  betreffenden  Zablcnlactorea  bestinunten  Hieb 
dadarcK  ^o»s  die  in  (5)  enthaltenen  Aui^drUeke  der  Cocfficienten 
Cni  c,t-i»  • ' '»^^i»  c„  respective  mit  den  Gliedern  a^,  a^,  ,,.■-, 
o„  a„  schliessen,  während  die  Endglieder  von  /"(z),  r(*). 
f"{x),.  .y    (x)  respeetive  die  folgende  sind 

Demnach    entstehen    lUr   die  genannten   Coefficienten  die 
Aasdrtickü 

(n-D! 
(t,-2)! 


(6) 


c.  = 


c.  = 


c.  = 


B-S 


_r(A) 

2! 


IHe  Einftih-umi  ilersclhen  in  (4)  gieht,  wenn  die  Glieder  m 
rff  umjfeiiehrt^t   W<.tsf  ffcorämt  wenlcn^  die  DwiUelhmff 


J 
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Ableitiiogeii  eiiter  (fstuKu  FuncUoa. 


2! 


*•  + 


Cn-i) 


r(*) 


aI 


Fermc'^    (fcr  mi(  (1)   Imeachncten   SuhstUution   z  =  «  +  Ä  |^ 
sofiHf  die  Tramfornuühn  ^m 

(10)  /■U)==^{,)=^/-(^  +  A).  ^ 

Atuj  der  Gleichung  (9)  kann  sogleich  liailnrcli  Nnizen  »ge- 
zogen werdeD,  datss  nmn  die  Voraustiotzuiig  erwägt,  es  sei  die 
Grilasc  k  eine  Wurzel  der  Gleichung  /"(!)  =  0.  Dann  verseb windet 
anf  der  rcclitcn  Heitc  von  (9)  daa  erste  Glied  f{k),  nnd  da  die 
Übrigen  Glieder  resjtective  In  die  erate,  zweite, . .  nte  Potcnx 
von  s  multiplicirt  sind,  so  sind  sie  sftmnitlicli  dnrch  r  alge- 
braisch thcilhar,  and  daher  ist  es  auch  die  Function  if{e}  selbst 
Dieser  Satz  ist  seinem  Inhalte  nach  nicht  neu,  sondern  fftllt  mit 
dem  Sat£o  (1)  des  g  '13  zusammen.  Der  letztere  bezieht  sieb 
auf  eine  Wurzel  der  Glciehung /'(fi  —  O,  und  lehrt,  wofern  eine 
solclie  WurAcI  jetzt  h  genannt  wird,  (la.sn  diu  Functiou  f(x) 
gleich  dem  Prodnctc  der  DifTercnz  x  —  it  in  eine  rationale  gsnze 
Function  von  x  ist.  Nnn  geht  dnrch  die  8ubslitution  x^e-i-k 
ttlr  jeden  lieliehigen  Wcnh  von  x  die  Function  f(x)  in  die 
Function  if^is),  die  DifFerenx  x~k  In  die  Variable  £,  nnd  die 
rationale  ganze  Function  von  x,  welche  den  zweiten  Factor  de« 
erwähnten  Products  biUlct,  nach  den  gegebenen  ErKrterungen 
in  eine  ganze  rationale  Function  von  ^  (Ics  gleichen  Grades 
über.  Also  wird  f/>(*)  gleich  dem  Productvon  s  in  eine  rationale 
ganze  Function  von  s,  wie  es  sich  so  eben  gezeigt  hat. 

Wir  sind  nbcr  auch  darauf  axifiucrk»am  geworden,  dass, 
nachdem  eine  Wurzel  k  den  Factor  x — k  angezeigt  hat,  die  von 
diesem  Factor  befreite  Function  f(x),   welche  durch  den  Bruch 

-'     , -    angedeutet  werden  darf,   unter    gewissen  Verhältnissen 

nochmals  durch  den  Wcrth  k  zu  Null  gemacht  werden  kann.    In 


diesem  Falle  wird 


eine  ganze  Function  von  ac,  und  die 


ix~ky 

Reurtheilung  der  in  der  gleichen  Weiee  auf  einander  folgend 
erhaltenen  Functionen  von  x  lässt  eich  fortaetzen,  bis  man  zil 
der  lyjc/isicn  i'oteng  des    Factors    z  —  k   gelangt. 


ü  4» 
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f(x)  algobrabch  tlictlbar  hl,  üksc  PutCDz,  welclie  die  atc  sein 
mUgc,  wird  durch  eine  Gleichung 

(II»  ax)={x~fif  fjx) 

cliarakterisirt,  wo/*  (x)  eine  rntionalc  ganze  F au ction  von  x  und 
zwar  nach  dem  Satze  (2)  des  §  44  eine  Function  vom  (n  — a)tcn 
Gr&de  Ist,  und  die  EigoDBcbaft  haben  muas,  ftir  den  Wcrth 
jc  =  k  nicht  en  r^schwhidcti.  Ücnii  wäre  dies  der  Fall,  »o 
wUrde  f  ix)  wieder  durch  x—k  algebraisch  tlieilbar  sein  und 

mithio  fix)  dorcb  die  Potenz  {x—k)**    aufgehen,   so  da*«  die 

PoCens  fx  — fr)' nicht  die  httchste  Potenz  ron  x~k  hezeirhnete, 
ilnreh  die  f{x)  algebraisch  anfgcht.  We»n  jetzt  auf  die  beiden 
^'itoD  der  Gleichung  (II)  die  Sul»stitution  x^e-vk  angewendet 
wird,  so  verwandelt  sich  t\  (■*■")  in  eine  rationale  ganze  Function 

Ton  *  vom  («— a)tcn  Grade,  welche  für  ilen  Wcrth  x  =  k,  daa 
hty  fÄr  den  Wcnh  ^  —  0,  nicht  verttehwindcn  darf,   und  tp^  (e) 

heisaen  mt^ge,  und  es  kommt 

(12)  V  (')  =  '' fM 

Bei  der  Vergleichung  dieser  Darstellung  der  Function  <f{t) 
mit  der  allgenicineu  in  (9)  enthaltenen  Darstellung  folgt  aas 
dem  Satze  (I)  dci«  ^  44,  das»  in  den  beiden  Darstellungen  die 
Ooefficienteu  der  gleich  buhen  Potenzen  der  Variable  e  einander 
gleich  sein  mtlrtsen.  Unter  den  obwaltenden  Bedingungen  ver- 
schwinden daher  mit  dem  ersten  Gliede  /"(/)  zusammen  die 
CoefBcicntcD   der   sämmtlichcn  niedrigsten   Potenzen  von  e  bis 

zn  dem  Cocffieientcn  von  b*~    einschliesslich;  dagegen  darf  der 

CocHiricnt  von/  nicht  verschwinden.  Damit  nämlich  das  Ag- 
j^rcgat  der  iu  (9)  noch  übrig  bleibenden  Glieder  mit  dem  Ans- 
dnicke  V^^^U)  zusammenfalle,   mus»   der  erwähnte  Coeflicient 

von  /  in  0*)  gleich  dem  von  z  freien  Gliede  in  der  rationalen 
ganzen  Function  ff,  [jb)  sein  und  wenn  dieses  Glied  gleich  Null 
wftre.  80  wflrde  fp^  {st)  gegen  die  Aimahme  lllr  ^  =  0  ver- 
schwinden. 

Ea  mfiaaen  abo  in  dem  vorliegenden  Falle  die  Gieicbnngen 
gelten 


BiMondere  TraMforäfttion. 


(u)    m=Q, r(A)-o, r{k)=o,..f''-*Uk)=o, 

nnd  gleichzeitig   darf  r{k)  nicht  gleich  Null  sein. 

Die  VorausseUung ,   dass   dir  Funtiion  f(x)  durch  die 

iens  (x — k)"  und  durch  keine  hohfirt;  Pokm  der  Differetui  x — k' 
idtfibraisch  thc'dbar  seif  isl  in  § 46  mit  dttn  Namvn  heew^iiei 
teorden,  dass  k  eine  afaehe  Wured  der  GUidtuny  ^(^)==0  sei. 
Für  das  FAntreten  dieser  Erscheinunff  besieht,  wie  wir  stn^en  g»^M 
ÄcArti  hahm,  din  nofhwctidigc  und  hinrrichvudt^  Bedingung  darin^ 
dass  durch  dcti  hcirefftnulcn  Werlh  k  uttaser  der  FUnetion  f(x) 
ttuch  die.  Mcitungen  derselben 

sum   Vrrschtmrtdat  gebracht  iccrdai,  dagegen  die  Ableitung  j{x) 
nicht  rum  Verschwinden  gebracht  wird. 


I 


§  60.    Besondere  Tr&niformatlon. 

Die  Ableitungen /■' (i), /■"(a:),.Y**(ar)  *ler  Fuiicti«m  f(x) 
sind  rationale  ganze  Fonctionen  von  jt,  deren  OratI  respective 
der  (n  — l)tc,  {fl  —  2)tc,  ..  nullte  ist,  und  dem  entsprcclicud 
enthalten  die  Coeiticiculeu  c,-,,  c,,  c„...Cn-i.  ^b    der  Function 

(p(s)  die   Orösae  k   im   nnlltcn,    cratcn,  zw^eiten, . .  (» —  l)teljM 
nten  Grade.    Es  lässt  8ieli    deshalb  die  in  der  Substitution  (1) 
de«  vorigen  §  auüretende    Consfantc  Je  eiiuU'ulig  durch  die  Fo 

dcnmg  bestimmen,  dass  der  Coef^dcni  von  e        in    der    Firn 

(1)  c,  =rtao&  +  a, 

gleich  Null  werde.  Die  OrHsBC  a^  ist  nothwcndig  von  Null 
schieden,  wenn  f{x)  in  der  That  vom  «ten  Grade  sein  soll, 
die  ComtmUe  h  erhält  den  bcstimmien  Werth 


(2) 


na,, 
Die  Grösse  -*-  ist  gleich  dem  CoefficietUen  von  x        m 


durch  a^  ditndirtcn  Function  f{x) 

(3)  -/•(*)  =  *"    +^^-'+..  +  -^'!^;C  +  *?■-, 


di«»e  gebt  durch   die  tiubstUntlon  x^e  +  h,  weil    itacb  (5)  des 
vorii^u  §  die  Grösse  c„  =  a„  ist,  allgcmeiD  In  dieFuuctiuQ  vod^ 


(*) 


n-l 


g.(ir)  =  a»+^0"-'+..+ 


ftii-i 


*  + 


«n 


6ber.   Dorcb  die  in  (2)  enthaltene  Bcstinimang  der  Constanto  k 

vcrBcbwindet  nun  der  Cocflicicnt  — *-  uud  erhallen  die  l'ulKeudcu 

CoelTicienten   vcniiuge   der  Gleicliungisn   (ß)   de»   vurigen  §  die 
Aasdrbckc 


«  —  2)! 


(8) 


c^        ü„  (n— 3)! 


=  6. 


ü,        «0      \      na^f 


[Fm  entsteht  somit  aus  (4)  die  Darstellnng 


* 


nod  auf  Grund  derGlcicIiung  (10)  des  vorigen  §  die  entf^köriffc 
für  jede  rtUiomde  gatw:  Function  f(x)  gdUndc  Trati^orm<Uion 

Wenn  die  rationale  ganze  Function  fix)  irgendwie  dureb 
die  Substitution  x=g  +  k  in  die  rationale  ganze  Function  q>(z) 
translbrmirt  ist,  so  gebbrt  offenbar  zu  jedem  Wcrthe  von  s,  der 
die  Function  rf[z)  zum  VerBcbwimlcn  bringt,  ein  solcher  Wertb 
von  Xf  welcher  fix)  zu  Null  macht,  und  umgekehrt.  Man  er- 
hält deshalii  am  jeder  Wurzel  C  der  Qleichun(f  q<{^)=^0  eine  he- 
atimmte  Wureel  ^ der  (Jleichung  f{^—0  vermittelst  der  Gleichung 

und   utngeiiehrt    aus  jcd&r  Wurxd  %  der  Gleichung  f(^)'=0  eine 
hcstinuntt  Wurzd  Kder  Gleichung  y(£;)=0. 

Auä  diesem  Grunde  ist  es  zulüAKig,  hei  der  Unteranchang 
der  Wnrzeln  einer  Gleichung  f(^:=0  die  Function  f{x)  in  eine 
Function  9>  U)  zu  translormireu,  und  die  Wurzeln  der  zuge- 
gebörigen    Gleichung  ^(r]=0  zu  studiren.     Die  CoclBciculeu 


1B6 


BeHmdere  Trat»rorinatioD. 


§  W. 


der  in  (3)  entwickelten  Function f{x)  sind  tfic  CovffidctUcit 

der  Oleichimg  f[^^0,  die  Cocfficientcn  der  in  (4)  entwickelten 

Fauction  -    fia)  die  Coefficie^U^n  äer  Gleichung  7>(p=0. 

Durch  die  Gleichung  (2)  wird  die  ConsUntc  4:  gleich  dem 
negativ  genommenen  »Ion  Theile  desCoefficienten  der  (n— I)tcu 
Potenz  der  Unbekannten  in  der  Gleichung  /"(^=Ü.  Wir 
kUnncn  also  hei  einer  Erörterung  der  allgemeinen  Gloicbang  des 
Mtcn  Grades  /*(^)  =  0  von  der  tileichnng  if{t\=^{)  ausgehen,  bei 
welcher  die  betrcffeudo  Function  durch  die  obigo  Gleichung  (C) 
dciinirt  ist,  das»  heilst,  bei  welcher  die  («— I)tc  Potenz  der 
Unbekannten  den  Coclticienten  Null  hat. 


S  61.    AUtTAmeln*  Aofittanng'  der  OUictaung  des  dritten  Oradaa 
mit  einer  Unbekannten. 

Wenn  man  die  besprochene  Tranfit'onimtlon  auf  die  "Fuhc 
tiott  des  zurcifcH  Grades  anwendet,  so  gieht  die  Gleichung  (2) 
de»  vorigen  §  die  Bestimmung 


ft  =  - 


2  a, 


ferner  das  Syittem  (5)  den  Ausdruck 


Ek  wird  daher  die  zu  gebrauchende  SuhHtitution  diese 

a. 


und  die  Function 


l 


f{x)   verwandelt  sich  in    die   Function 

Diese  TrMk^f'omtatiou  ßUi  mit  der  Darstellung  der  FutKiion 
~  f{x)  in  (4)   des   %   24   zusammen,   und  erinnert  eugleich 


daran,  in  wdcher  Wci^e   die  Aitflöftimg  der  ailgemcinen  quadra- 
tischen Gleichung  von   der  Attliömwj   der  rtinen   quadratischen 
4aaa,  — o;   _ 


Gleichung  ^' + 


0  ahhtmgt. 


Indem  wir  nnfl  jetzt  za  (U:r  Auflösuntf  (hr  allfjeMeitie»  GUir 
rJtHiUj  <les  dritten  mul  vierten  Grades  wuiidcu,  selzüa  wir  voraus, 
das«  die  allgciuciiic  Function  des  dritten  oder  vierten  (iradcti  /  {x) 
nach  den  Vorschritten  de«  vorigen  §  in  die  Fanction  qp(*) 
transibrmirt  »ei,  deren  Gestalt  daselbst  in  (6)  angegeben  ist,  nnd 
bc8chftl'tigca  au8  mit  der  zugeordneten  Gleichung 

in  der  n  naeb  einander  gleich  Drei  und  gleich  Vier  zu  setzen  ist- 
Bier  mn»3  Über  den  Sinn,  in  treteheni  das  Auflösen  einer 
Gl^htmi/  zu  ver»tehen  »ei,  eine  Bemerkung  f^emaclt  werden, 
Wir  salicn,  dafi8  die  Au/Iöaung  der  aUf/entetnert  quudruiigchett 
Gleichuig  in  einer  Ztmiclftäirung  aitf  die  Auflöstmg  einer  reinen 
quadrcUischcn  Gleichung  bestellt.  Das  heisst,  nachdem  die  be- 
xeichnete  reine  qnadrattijclie  Gleichung  aufgeluvt  iot,  werden 
die  Wurzelnder  vorgelegten  allgemeinen  <|uadratiscben  Gleichung 
durch  die  Coefficienten  derselben  and  durch  die  Wurzeln  jener 
reinen  quadratischen  Gteteliung  mit  ausseid  icfisl  ich  er  IlUlfc  von 
rationalen  Öjieraiionen,  iiätiiticli  von  Additum^  Stditractiim,  Multi- 
plieation  und  Division  ausgedrückt.  Die  Au/li'istmg  der  Gldchungcii 
fhs  dritten  und  vierten  Graden,  welche  jetzt  cutwiekclt  werden 
soll,  wird  ebenfalls  in  einer  Zttrückfuhrung  a.uf  reine  Gleichungen 
beiAehm.  Wir  stützen  nns  hierbei  auf  die  Lehre  von  den  reinen 
Gleichungen,  wie  sie  von  S  29  ab  vorgetragen  ist,  und  seJieu  die 
t%  Wurzeln  jeder  reinen  Gleieliuug  des  »ten  Grades  als  Grüäseuau, 
die  auf  eine  tiekanntc  Wcif*c  dargestellt  werden  klionen. 

Indem  wir  in  (l)  die  Kahl  »^3  nehmen,  crhalteu  wir  die 
zu  nnten;uebcudc  Gleichung  des  dritten  Grades  oder  die  eubiscftc 
Gleicfmng 

Es  werde  t  gleich  dem  Aggregate  von  zwei  Gr^öscu  gesetzt 

(3)  '  t^P+q, 

so  gieht  die  EinfUhruug  die^cB  Ausdruckes  in  (2)  die  Gleichong 

(4)  p"  +  3p" <?  +  3/) g' >  9» ■^b,ip+q)+b,  =  0. 

Da  die  Summe  der  beiden  Glieder  Sj)*  q  +  Hpq*  gleich  dem 
Pro<lnct©  der  Verbindung  Bpq  in  die  Suinme  p  -^q  ist,  so  kann 
man  die  drei  Glieder  Sp*g  + 3pq^ -h  b^(p  +  g)   za  dem  Aas- 
drucke 
(6)  {3pq  +  K)ip  +  q) 


i 


18S 


ÄTifldflUD^  der  cubischen  Glfiichuog. 


§  Bl. 


vereinigen,  und  die  GJcicIiang  (4)  in  der  Weise  crfllllcn,  dass 
vorgcscli rieben  wird,  ca  solle  erstens  die  Samnie  der  Übrig 
bleibenden  drei  filicdcr  fitr  sich  gleicli  Null  «ein,  und  ee  bolle 
zweitens  der  Aasdruck  (5)  zum  VeracliwindeD  gel>ractit  werden, 
indem  sein  erster  . Factor  verscLiwindet  Anl'  diese  Weise  be- 
kommt man  fllr  die  beiden  Grössen  ;;  und  5,  dorüD  Aggregat 
die  Wurzel  'C  giebt,  die  beldou  Gleicbungeu 

Ans  der  ersten  derselben  folgt  fttr  die  Grftsseu  />  und  q, 
dasR  die  Summa  Utrer  dritten  Potenzen  p'  +  q'  gleich  dem  Wertlie 

—  b,,  und  daas  ihr  Produet  pq  gleich  dem  Werthe  =  -^   sein 

m088.  Man  darf  deshalb  vou  den  driitm  Potcnrm  p'  und  q' 
sagen,  dass  ihre  SitmJHc  gleich  — fj^,  und  dass  iAr  Proiiuct  glcieh 

oder 


(6) 


gleich    -  -g^r 


der  dritten  Poteuz  des  Werthes 'i- 

1? 

gegeben  sei. 

Nun  ist  im  §  46  hervorgehoben,  das»,  wenn  Hlr  n  OrSssen 
die  Smnme,  die  Stimme  der  Pi-odttcte  zu  je  rtceicn  und  so  fort, 
bis  zu  (few*  Producte  der  n  Grösseti  gegeben  ist,  vermöge  des 
dortigen  Systems  von  Gleichungen  (4)  diejenige  Fnnotiou  des 
«ten  Grades  gebildet  werden  kann,  welche,  gleich  Null  gesetzt, 
jene  ?iGril«**en  zu  ihren  n  Wurzeln  hat.  In  dem  gegenwärtigen 
Falle  kann  demnach  diejmiye  Fimrtion  des  zweiten  Grades  einer 
Variable  t  gebildet  werde»,  welcJw  gleich  NitU  gesetzt,  die  GrÖ&scn 
p*  und  q'  £n  ihrm  beiden  Wureeln  Itai. 

Der  Cocfßcieut  von  t  hi  gleich  dem  negativ  gesetzten 
Werthe   der  Humuic,   also  gleich  ö,,  uud  das  vou  t  l'rcio  Glied 

—  — '—  zu  nehmen,  so  daati 

die  bctrctfcDdc  Function  von  l  die  folgende  wird 

Die  beiden  Grössen  p*  und  q'  sind  demnach  als  die  beiden 
Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  hcstinmit,  die  verlangt, 
dass  der  vorstehende  Aasdruck  (7)  gleich  Null  werde<  Das 
Cbaiakteristiscbe  dieser   Uestimmung  liegt  in    dem  Umstände, 


gleich  dem  Werthe  des  Products ^ 


dass  die  Wnrxeln  der  qQndratischcn  Glcicliung,  znmiDineD  gC' 
QoniTDeD,  zwei  viUlig  detcnuinirte  Grössen  Bind,  dass  aber  kein 
Anhalt  gegeben  ist,  zwischen  dcuHelben  eineu  IfiiterKcliicd  zu 
machen,  and  diiss  daher,  wenn  die  eine  Wurzel  r,  nnd  die  ao- 
dcre  Wurzel  t,  gcnaunt  wird,  die  VoraussetzungcD 

(8)  p^^t„g^  =  T, 
und  die  Voranssetznngen 

(8*)  j,-  =  r.,5»=i. 

darcbauB  gleichberechtigt  sind.  Dasmelbe  Sachvcrhältniss  spricht 
sieb  aas,  wenn  man  die  roine  (|ua<lr:ttiHche  Gleichung  ciotllhrt, 
von  deren  Auflösung  die  Dnrfitclhing  der  WunEcIn  r,  und  t, 
abh&ngt    Eb  »ei  oß  eittf  Wursel  der  rdnen  qtiwlrutiscttcn  Glfichutif/ 

(9)  -■•-  "•-  "• 


80    igt 

and  f , 
(10) 


—  tit  die   andere  Wurzel  derselben,  nnd  die  Orl^sscn 
haben  die  Ansdrth-.ke 

A,  ,       h. 


Snbald  unter  w  eine  h^stimmtfl  vnn  den  beiden  Wuraehi  der 
reinen  Gleichung  (9)  verstanden,  und  von  den  beiden  AusdrUeken 
(10)  der  erste  t,,  der  zweite  x^  genannt  wird,  so  sind  dieHeltien 
volUtündig  detinirt.  Wenn  dagegen  hierauf  unter  ff/  diejenige 
Wuntel  der  reine«  Gleichung  [9)  verätnnden  wird,  welche  von 
der  früher  ins  Auge  gefasstea  ver&cbledea,  und  daher  derselben 
entgegengesetzt  gleich  ist,  und  wenn  zugleich,  wie  vorbin,  der 
erste  Ausdrnek  in  (10)  t,  und  der  zweite  r,  genannt  winl,  so 
haben  diese  beiden  Gröüsen  im  Vergleich  «n  der  frllher  ge- 
troR'cnen   Deßuition  ihre   Bedeutung  unter  einander  vertauscLl. 

Wesenllirb  ist  es,  uachdeui  fllr  m  ein  bestimmter  Werth 
unter  den  beiden  zulässigen  Werthcn  gewählt  ist,  diesen  durch 
die  ganze  Untersuchung  lest  zu  hnlten.  Auf  Grund  dieser  Vor- 
außsctaang  liefcru  die  Gleichung  (8)  und  (8*^  ttir  p*-  und  7' 
entweder  die  Bestimmung 


(II)  p*  =  -' 

oder  die  Bestimiuung 
(!!•) 


+  w,  ?■  = 


.__A. 


p.=._^_..,-=_^ 


—  üi, 


+  «. 


IM 


A.Mflöiiuiig  d«r  cubincben  Gleichung. 


9  Gl. 


Die  erste  GleichQDg  (U)  bildet  jetzt  lllr  die  GriJaBe  /laclbgt 
eine  reinti  Gleichung  des  dritt^^  Graden 


(12) 


.-_^ 


9.-  = 


+  ta. 


Nun  liabcD  nach  g  39  die  reinen  Oleichungcn  des  dritten 
Grades  stets  drn  Wurecln,  welcln?  mi»  einer  lieliebitjen  von 
dietieu  Wurzeln  erhfilten  werden,  indem  man  dieselbe  mit  den 
drei  drlltcu  Wiinteln  iler  Kiriheit  nmltipllcirt.  Die  drei  driUen 
Wuntclii  der  Einbeit  sind  noch  S  ^^0  die  drei  GriSsseo 


1,  coa 


2;r 


2» 


+  1 8in  —2 


47) 


4n 


-,  COS  — -  4-  1  ftlU  -g    , 


3       •      ■""     3 

oder  nacli  %  41  Formel  (R)  bezieh uu^wcisc  die  drei  Grösssen 

'--i  +  i^^^^^-i-T'^^"'- 

Ferner  sind  die  beiden  niebt  reellen  dritten  Wurzeln  der 
Einheit  nacb  §48  Formel  (G*)  zugleielt  die  )jeiden  Wnrzeln  der 
quadratischen  Gleichanj; 

pt  4-  p  +  1  _  0. 

Üa  dio  Zahl  Drei  eine  FriuizaUl  i»t,  so  ist  nach  einer  am 

Knde  des  tf  3fi  gcmnehten  Bemerkung,  jeda  der  fKiden  nirfU  re- 

dUn  driäefi   Wurxdn  der   Ehtbeit    zugleich    rine  jwimUim  dritfr 

Wurecl  drr  Eirtheitf  da«    beisst,  icnm  t-hu;  dtrr  hcidcH  nicht  re- 

dkn  dritten  Wnrndn  der  Einheit  mit  (•  hcjiciehwi  wird,  so  sind 

».  ?»  e' 
cUe  drei  dritten  Wurtdn  der  Einhiü.    Man  sieht  dies  Übrigens 


2»_ 
3 


+  isin 


2n 


-  die 


sofort  ein,  da  bei  der  Annahme  q  ^  eng 
drei  angeführten  Werthe 

1,  cos  --—  +  » 8in  —T-,  CO8  -^-  •(-  >  sm  — ;— , 

,  .  ,      ■>  o  a  S 

und  bei  der  Annabmo  p  =  coB-:r — h  isin  -r—  die  drei  Wertho 

O  i 

.  4n         .    .      4n 

1,C08— 5-  +  (8in     -- 

erbalten  werden,  wUhrcnd 


8w    .   ,  ,     8n 
cos  -—  +1  sin  — 


coa-s-  +  »sio    _    =co8  — -  +  i8in  —^ 

0^00 


ist 


S  M 


AoflnaanR  der  oaliittelien  <3UichuDg|. 
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Wenn  deninAch  mit  ff  eine  beMimmte  von  den  drei  Wurzeln 
der  reinen  Gleiclmu^  (12)  und,  wie  »clioii  bemerkt,  mit  (*  eine 
bestimmte  der  beiden  nicbt  reellen  dritten  Warzeln  der  Einheit 
bezeichnet  wird,  so  entsteht  nir  die  drei  Wurzeln  der  (lleicbung 

(12)  die  Dftr^tellnn^ 

(13)  <f,  ipe,  tfe\ 

Hiermit  sind  dann  xa  gleicher  Zelt  die  drei  WertUc  der 
GrfifMe  ;)  gcfonden,  welche  ann  der  erKten  (ileichung  (U)  ab- 
geleitet werden  krtnnen.  Für  die  OröHKe  y,  welche  einer  be- 
StimtntcD  GrJJsse  p  za^biirt,  bat  niuu  vermcigc  der  zweiten 
Gleichung  in  (6)  die  Vorschrift 

wübrend -/n  der  Detcrnilnation  vomp*  nnd  9'  uar  die  GIciebunK 


n 


p'r=~ 


27 


verwendet  worden  war.  Eh  ergiebt  sieb  also  zu  jedem  von  der 
Null  Tcr»ehicdencu  Wertbe  der  Grlisge  p  ein  einziger  zugeord- 
neter Werth  q  durch  die  Gleicbang 


(U) 


9  = 


3  p^ 


und  die  drei  in  (13)  angegebenen  Wertlic  der  (Irifsse  p  fllhren 
der  Ueihc  nach  rcKpectivc  zu  den  lolgeuden  Wertheo  der  Grinse 

9,  bcidcQcn«     =e  ,  e     ^e  gesetzt  ist 


(15) 


--     -.  —     —  ~  0     ~-  ^  0. 


zx^ 'L* 


Diese  drei  Wcrtbe  reprösentiren  -dann  zugleich  die  drei 
Wandln  der  reinen  Gleichung  des  dritten  Grade»  in  (tl), 
welcher  die  GrÄsae  q  genügen  mnss, 


(16) 


CKe  Voraua^ctzung,  ilass  kein  der  Grfissc  p  beigelegter 
Werth  gleich  Null  sei,  ist  stete  erfllllt,  aabald  die  tiröiwe  b^ 
tiinen  von  Null  verschiedenen  Werth  hat  Es  darf  aber,  ohne 
der  Allgemeinheit  der  Betrachtung  zu  Bchaden,  angenoramen 
werden,  dass  ft,  nicht  gleich  Null  sei;  deun  wotern  ft„  gleich 
Null  ist,  wird  die  vorlicgcude  Gleichung  (2)  zu  eiuer  rciueu 
cubiachcu  Glcichuug  und  ihre  ÄuflösUDg  ist  bekannt 
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AuflteuDg  der  ciibnclieo  Ot«idinng. 


9  81. 


Die  Verbindung  eines  jeden  der  drei  Werthe  von  p  ans 
(13)  mit  dem  zugeardneten  WerÜic  von  (/  aus  (l.*))  bringt  nnn« 
mehr  veriuiige  der  Gleichung  l^p-i-q  filr  die  Wurzeln  tlfit 
mtfz^dösanl&i  GUichtmg  (2)  die  Ausdrücke  hervftr 


(17) 


C  =0.    --^ 


Ks  bleiben  jetxt  iiocli  die  Gleichungen  (U*)  in  Rücksicht 
zu  Kiehcn.  Die  Werthe  v<»u  p,  welche  atis  der  ersten  der  beiden 
in  Rede  stehenden  Gleichungen  folgen,  sind  die  drei  Wurzeln 
der  reinen  Gleichung  (16).  Wenn  man  eine  derselben  mit  V 
bezeichnet,  so  werdcu  nach  dem  schon  Ijcnutztcu  Sat?.e  alle 
drei  Wurzeln  durch  Multiplication  mit  den  drei  Kinheitswurzehi 
dargestellt  und  sind  daher 
(18)  V,  ^'^\  n'Q- 

Nun  mOasen   aber  diese   drei  Wurzeln  mit  den  drei  Ans- 
drltcken    fl5)  zu&anintenCalleu,   und    zwar    geschieht   die«   der 

Keihö  nach,  woieniV"= — ^''~  Scnouimcn  wird.    Da  atisscrdem 

fQr  )eden  Wertb   von  p  das  zugehörige  q  durch  die  GleicbuDg 

pq= — ^  gefunden  wird,   so  leuchtet  es   ein,  dass  fUr  die 

drei  Werthe  von  p  in  (18)  der  Reihe  nach  die  zugehörigen 
Werthe  von  q  in  (13)  angegeben  sind.  Es  vertauschen  deshalb 
in  dem  Ausdrucke  ^=p  +  q  der  gesuchten  Wurzeln  die  Grössen 
p  und  q  ihre  Rollen  mit  einander,  und  die  Gleichungen  (11*) 
er7.cagcn  dietielben  drei  Werliie  C,,  l„  ^'^  deren  Ausdrücke  in 
(17)  mitgetheilt  sind. 


kann 


Mit    Hinzuziehung    der     Bedingung  ^  V  =  — 
man  denscllicn  ferner  die  Gestalt  geben 

(£.  =  ?>     +  V 
(ifl)  j  ?,  =  9^e  +  Ve' 

Diese  Darstellung  giit  auch  in  dem  Falle,  dass  fr-»0  ist; 


denn  ftladann  mufts  entweder  <f*  odei.  i;>*  gleich  Null  sein,  nnd 
wenn  zum  Beispiel  ü'*=  0  ist,  so  verschwinden  alle  drei  Werthe, 
die    rUr   >/'  genommen   werden   künueu   und   es  bedarf  keiner 


Aoswahl  durch  die  Oleichang  (frfi 


=  --^. 


Üra  ans  den  drei  Gr<fis8en  C„  C,,  C,  drei  Werthe  von  x 
abzuleiten,   welche   die  aUgenmnc  Function   des  drUten  (rrades 

«u  fl«,  1«  f„ 

zu  Null  niaebcu,  ist  zu  bcrilckäiebtigen,  daas  dieaelbc  durch  die 
SnlMtitution 


x  =  *  — 


3o. 


in  die  Function 


—  f  (*)  =  *• +  »,*  +  », 


übergeht.    Die  Cocl'tieientcn   h^   und    A,    erhalten  vemiUge  der 
Gleiehnngcn  (5)  des  vorigen  §  die  Ausdrucke 


(20) 


6.= 


2a; 

27(1! 


3fll 


und  die  drri  Wurenln  (h:r  Gleichung  f(^s=G  werden  i'olgeiider- 
luasäcn  dargestellt 


(21) 


9  62.    Fortsetsnng. 

Die  Aussage,  mit  der  wir  den  vorigen  8  geschlossen  haben, 
bedarf  noch  einer  lieehttcrtigung.  Durch  den  Satz  (3)  des  §  44 
ist  festgestellt,  daas  die  OleicitHng  des  dritten  Grades  nfeftuilt 
mehr  als  ilrn  von  eitumder  versehit^dene  WureeJn  h(d>en  limm. 
Man  musH  »ich  also  die  Sicherheit  vrrsehafffrn,  dass  dio  drei 
gefundenen   Au8(h1lckc  4\,  i„  ^,    nicht    blo»   dor   Konu   nach, 


ui>MMt».  «Dkiriii. 
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IM 


Anflösnnff  der  cmrSeFi'n  Oleichang . 


9  53. 


aoiidcrn  in  der  That  unter  einander  verBcliiedcn  siud,  wenn  ans 
dem  erwShüten  Satze  geaclilosscn  werden  soll,  d!uiHdic<Jleirliunfi 
dies  dritten  Grades  diircb  diese  drei  Wertbe  und  nur  durch 
dteae  drei  Wertlie  befriedigt  wird. 

Lfm  zn  untersuchen,  ob  zwei  der  Ansdrtlcke  S„  f,,  ^,  stn- 
Bammentalien  oder  nicht,  bilden  wir  die  drei  IHfferenxen 
t^s    t_c    t^c 

und  uebinon  tor  diesen  das  Pfoduct.  Sobald  dicties  Pmduct 
von  Nntl  verschieden  ist,  kann  keine  der  Differenzen  gleich 
Nnll  und  daher  auch  keine  der  drei  Grössen  |„  ^„  S,  einer  an- 
deren gleich  werden.    Ans  f2l}  des  vorigen  §  folgt 

f  ^,  -  ^,  ^  V (e-e't  +  V'iV-p). 
IHeFactoren  von  f/i  und  V'  S'"''  {i\ex  Differenzen  aus  driUen 
Wurzfin   dn-  TÜtiheit,   und   doHlialb  einer  Vereinfachung  fUhig. 
Wegen  der  im  vorigen  §  angclUbrteu  Gleiehuug 

p»  +  0  +  1  =  0 
findet  sich 

i-e'=(i-p)(i  +e)  =  _e«{i-«), 

und  daher  ancb 
E»  ist  deshalb 

f  ?.-?,=(?-?"}  fv-'W- 

Nun  haben  wir,  wenn  in  (4)  des  §48  die  Zahl  n^B  ge-. 
setzt  wird,   fUr  die  Function  x' —  1  die  Zerlegung  in  Factoren 
de»  ersten  Grades 

x'-\={x-\)[x~(f){x-e*). 

Ersetzt  mau  die  unbestimmte  Variable  x  durch  den  Werth 

-y-  und  muHiplicirt   auf  beiden  Seiten  mit  i}f',  so  entsteht  dia 
Relation 

Wenn  daher  die  drei  Differenzen  ^,  — 1„  S,— ^„  ^i— ?• 
mit  einander  multlpHcirt  werden,  so  ergiebt  das  System  (2)  die 
Bostimmang 

(4)  (^-f,)f§,-^.)(5,-5J=(i-9)(i-e»)(e-«')(g''-i^J 


Aa6d*nnfr  itr  ouImmIimi  Gleiofannfir. 


Die  drei  ersten  ractoreii  der  recbtcn  Seite  sind  drei  Diffe- 
renzen aus  dcD  verscbicdcncD  dritteu  Wnizeln  der  Kitibeit,  und 
ibr  Prodaet  hat  einen  notliwcndig  von  Null  verfußliicdcncu  Zableu- 
werth;  InFolgederGleicbung  i9)  des  §48  ist  (I— ff)(l  —  e«)Ä3, 
ferner  wird  *  —  e*  gleich  der  in  i  oder  —  i  multiplicirten  V^, 
mitbin  (1  —  ^)  fl  — ß*)(e  —  e')  gleidi  +  3  j/s  i.  Die  linke 
Seite  von  (4)  kann  «oniit  nur  verschwinden,  sobald  die  Diffe- 
renz tp* — jf>*  gleich  Null  wird.  In  Folge  der  Gleichungen  (12) 
and  (16)  des  vorigen  g  int  aber 
(5)  (p'  — i/'*  =  2w. 

Weil  nnn  die  Grösse  w  als  eine  Wurzel    der  dort  mit  (9) 
be%eiebnetcn  reinen  quadratischen  Gleichung 

definirt  ist,    so    kann   dieselbe   niomnls   verschwinden,  wofern 
nicht  die  Verbindung 

(6) 
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gleich  Null  ißt.  Unier  der  Vorausset^mg,  (Jtiss  diese  Vcrbindunff 
einm  von  Ntdl  verscM^dencn  Wcrth  hat,  sind  dabrr  rfiV?  drei  fff- 
futuiencn  Ausdn'irke  ^,,  f,.  ^,  nothtcendig  von  einander  vorschieden, 
Damit  die  Verbindung  (G)  gleich  Null  werde,  muss  Kwischcu 
den  Coefßcienten  der  in  Rede  stehenden  Gleichung  eine  be- 
stimmte Beziehung  eintreten.  Wol'ern  diese  Bezichaog  nicht 
obwaltet,  repräsentiren  die  drei  AnsdrUcke  ^„  ^„  f,  die  drei 
von  einander  verschiedenen  Wurseln  der  allgemeinen  euf/ischen 
Gleichung,  und  filhren  nach  dem  Satze  (2)  und  der  Gleicbung 
(U)  de«  §43  zu  der  Zerlcgtmg  der  bärfffendm  Function  des 
dritten  Grades  in  drei  Fadoren  des  ersten  Grades 


H) 


Die  Gleichungen  zwischen   den   CoofdcieDtcn  der  gleich- 
boheu  Fotenzeu  von  x. 


10« 


Anflövuni^  der  enbuchen  Gloiohung. 


|ß3. 


welobe  gelten  tnüsHeii,  («obaMdio  VcrMndun^  (fi]  einen  beliebigen 
von  Null  ver.sehieileneii  Wurtb  bat,  kinitit-u  aber  ihre  Gültigkeit 
nicbt  verlieren,  !«obald diese  Verltiudun^  den  Werth  Null  anoiniDiL 
Dflher  liesteht  die  in  (7)  angegebene  Zerlegung  der  FuDCtinn 
des  dritten  Grades  und  die  zugchl^Srigc  Dnrglellung  der  drei 
Wurzeln  |„  ^„  ^,  für  aUe  Fälle. 

Wie  im  vorigen  §  im  voraus  bemerkt  worden  ist,  erfolgt 
die  AuAhsnng  der  nllgcmeinen  cnbischen  Gleicbnng  durch  die 
ZurllekfUhrung  auf  reine  Gleicliungen.  Die  betrefTenden  reinen 
cnbiscUcu  Gleichungen  werden  aus  den  CoeJhcicntcn  der  ge- 
gcl»euen  cnbisclien  Gleichung  und  der  Wurzel  einer  reinen 
■limdratiscbcn  Glciclning  durch  rationale  Operationen  gebildet, 
mid  hierauf  werden  die  drei  Wurzeln  der  gegebenen  cubiscbou 
Gleichung  vcrmiigc  der  Wurzeln  der  reinen  cnbisclien  Glei- 
chungen und  venuüge  der  Coet'ticientcn  der  gegebenen  cubitv^ben 
Gleichung  rational  dargestellt.  Der  bessern  Ucbcrsioht  wegen 
mitgo  der  ganze  Hergang  nuuh  etiiinal  zuüanLiueugefiuist  werden. 
Aus  den  Coefficienten  der  Fnnetion 

sind  nach  (20)  des  vorigen  §  die  Ausdrücke 


6.= 


3a' 


^  _2oi_ ff,ai 


abzuleiten.     Dann  ist   nach  (9)  dcH^elben  §  die  rctnc  qnadra- 
tiscbe  Gleichung 


w 
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aufzuatelleii,  und  ftlr  eine  bestimmte  nber  beliebig  7U  wühlen« 
Wur/.el    i'}  derselben    nach  (12)  und   (\C<)  desselben  S  die  reine 
cnbinche  Gleichung 


r 


=_^- 


nnd  die  reine  enbische  Gleichung 


i/i» 


=  _1^- 


XU  bilden.    Mit  einer  beBtininiten   aber  beliebig    zu  wühlenden 


9M. 


Oobischc  GloiohuDi;  mit  rceUeti  Cocflfioienten. 


Id? 


Wurzel  der  einen  von  diesen  buitlen  reinen  Gioiclitingcn  tiat 
man  hicraur  (licjeniKc  Wnrxel  der  anderen  za.  vcibinücn,  fUr 
welcbe  die  Gleicbnug 

crlltllt  ist,  und  erhält  mit  HlUfe  einer  iiirlit  reellen  dritten 
Wiinel  der  Kinhcit  p  lUr  die  drei  Wuracln  der  cuhibchcii 
OIcicbung  /(l)  die  Ausdrücke  (21)  des  vorigen  %: 


*>0g 


B  53.    Dlioojilon  d*T  BMohaffenh«lt   der  Wurzeln   1i«l  «inw 
oabisebu  Olalohting,  deren  Go«f&otent«n  reell  alnd. 

Es  sollcu  jetzt  die  Ausdrucke  der  drei  Wurzeln  der  cu- 
biseben  Gleichung  angewendet  werden,  um  bei  einer  Gleichung, 
deren  Coefficienfe»  redie  Grösse»  sind^  zu  benrtbeilen,  unter 
tcclc/ten  lieAiHfjmujeii  drei  reelle  Wurzeln  oder  eine  ruelle  Wurzd 
wid  cieei  cotttplexc  conjuffirte  Wurzeln  auflrden.  Denn  uaeb 
S  47  existiren  keine  anderen  MlJf^lichkeiten,  da  mit  einer  nicht 
reellen  Wnrzcl  zugleich  stets  die  conjugirtc  Grö&se  als  Wurzel 
vurkoniiut.  Aus  der  reellen  Iteöcbaffenlicit  der  CuelTicientcn 
bei    der  Gleichung  /'(>)=0,  oder,  was  da!*scll>c    ist,    bei    der 

Function /"(x)  folgt  die  gleiche  Eigensohart  der  Coetlicienlen 

bf  und  6,  bei  der  zugeordneten  Function  - — €p{e}.   Ein  Unter- 

schied  zwischen  dem  Reellen  und  lm.iginüren   macht  sich  erst 
bei  der  AuflüHuag  der  reinen  ([ua<lratiHi:lieu  Gleichung 

27  ^    4 

HF  6*  6' 

geltend,  und  zwar  dadurch,   dass  die    Vcrbindmtff  -^  +  —--!, 

iwjc/te  tMc/i  der  Vorai4Sseizunff  emen  rrdlen  Werth  luit,  entweder 
positiv  oder   negativ   oder   (fUäcU  Null  sein  Itwn.    Diese  Unter- 
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Hcheidung  läAHt  sich  auch  m  anKdrlicken,  dass  die  quadratische 
Gleichanif,  welche  in  dem  Niillsctzen  des  Aiisdrnckcs  (7)  in 
S  51  besteht,  in  dem  ersten  Falle  zwei  reelle  und  vcrsehic- 
denc,  in  dem  zweiten  Falle  zwei  complexe  coiungirtc,  und 
in  dem  dritten  Falle  zwei  reelle  einander  {gleiche  Wurzeln 
liefert. 

b'       b* 

Es   ftci  orvtons  ^-  H — ~  positiv,  dann  wird  fe>  durch  die 

Autjzicbung  einer  Quadratwurzel  ans  einer  positiven  GrI3s8C  er- 
halten, und  bat  zwei  numerisch  gleiche  und  dem  Vorzeichen 
nach  entgegengesetzte  reelle  Werthc ;  hei  der  Fortsetzung  des 
AuftOsnnpj Verfahrens  darf  jeder  von  l>eiden  genommen  werden. 
Was  nun  die  reinen  cubischen  Gleichungen 

rp*^—-^  +  to^  */''  =  ~  "2"  ~  '" 

anlangt,  so  weis»  man  durch  §  2!3,  dass  aus  jeder  positiven  oder 
negativen  reellen  UrOsäe  eine  und  nur  eine  reelle  dritte  Wunsel 
gezogen  werden  kann,  während  aiiKser  dieser  nur  zwei  nicht 
reelle  Wunseln  vorhanden  sind.  Wenn  daher  Itlr  t/*  tue  reelle 
dritte  Wurzel  des  ersten,  und  fllr  fi'  die  reelle  dritte  Wurzel 
des  zweiten  Ausdrnckcs  gonommcn  wird,  so  lieforu  dieselben 
ein    reelles    Product,    und    genügen    deshalb    der    Bedingung 

(pip=: ^.  Bei  dieser  Verfligung  wird  der  für  ^,  angegebene 

Ausdruck 

glcieh  einer  reellen  Grösse.  In  den  fUr  ^,  und  |,  aufgestcllteu 
Auadrfifken  kann  der  reelle  und  iraaginilre  Theil  leicht  ge- 
trennt werden,  indem  man  fUr  die  nicht  reelle  dritte  Wurzel 
der  Einheit  q  ihren  Aufdruck  setzt, 

Es   ist  dann    ahcr  nothwendig.    zwischen  den  beiden  zu- 
lässigen Werthen  von  q  zu  wUblen^  und  man  nehme 

2n         .    .      3n  l     .    i  l/ä 

mithin 

C'  =  cos  -^  +  I  Bin  ^^  =  - s— . 


Diese  bcidcß  GrOmsscu  sind  coniplex  und  zu  ciuandt^r  con- 
juj^irl;  der  Factor  von  i  kauQ  uicbt  verschwinden,  weil  aus 
der  Oleichnng  fpt^xi}  die  GU^ictiuuj;  ff •=  »/»*  folgen  würde,  und 
weil  dieise  Gleloliang  nicht  eintreten  kann,   ohne  Aks»  m  npleicli 


Noll  würde,  was  gegen  die  Anoabme  - '-  •¥ 


H 


>0  verBtöfWt. 


Dit  ffe<f^>me  cubische  Ghichuntj  Hat  daJitr,  sobald  die  Vtrhinduntj 
^  +      -  posUiv  isty  eine  redle  und  twei  cotuplexe  cotyuyirtc 

Wvtxdn. 

iL  +  il 
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(u  rein  iniapinilr,  nilnilicli  gleich  einer  in  +  t  uder  in  ~  t  multi- 
plicirtcn  Qim<lnitwur/cl  aus  einer  positiven  Grösse,  und  die 
reinen  eubtHchea  Glcichnngoo 


Es  sei  KweiteoH 


negativ.    In   diesem   Falle  ist 


.__Ä- 


«r'  = 


'-  +   W,  ,/,»  =  _-   -^  —  w 


enthalten   die   boiden    coniplcxcn    und  zu  einander  cuajugirleu 

OrösHcn  —  ~-  +  <'J  uml ^ m.     Es    wird    daher   Doth- 

wendig,  die  AnflMsung  der  reinen  cubischen  OlcicLungcu  iu 
dcujjcnigen  Unitange  anzuwenden,  in  wolcbeni  dieselbe  oben 
cutwickelt  wurdcu  Ut 

Nach    der  Vurschrll't  de»    §  'iZ  ist  die  complcxc   Grösse 

1^  +  w  in  die  Gestalt  zu  bringen 

—  ^  +  w  ^P(coa  «t  +  i  sin  (/>), 

wo  mit  P  der  absolute  Bdratj  der  complcxcn  Grosse,  mit  ff»  ein 
mnerhalb  des  iHiervalls  einer  tfatieeti  Kreispcriphcric  vollständig 
bestimmter  Winkd  b«zeichnet  wird.  IIit;raus  folgt  lllr  die  con- 
jngirtc  complexe  Grösse  die  Gleichung 


w  ;=  P(co»  Ü*  —  t  sin  <»). 
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Cnbisohe  Gleichung  mit  reollen  Cooriiciunteii. 


§  W. 


Die  reelle  positive  Orl^ssc  P  ist  durch  die  Gleichnng 


ist,  80  kumiut 


I 


h' 

6*  &■ 

bctitiiumt    Weil  aber  '*"  =  -r^  +  —p  • 

27**^  • 
und  CS  leuchtet  ein,    das»  in  dem  ^e^DwSrti^^n  Pnllc  &,  eine 
ttegative  Grösse   sein  muss.    Um  die  drei  dritten  Wurzeln  ans 

der  Grosse  —     o    '^'''  d^i'^ustellcn ,   hat  mau  erstens  die  pwi- 

tive  Cnbikwurzel  aus  der  positiven  OrHsRC  P  xa  bestimmen,  nnd 
zwcitcus  die  Tbcilung  des  Winkels  (0  iu  drei  gleiche  Thcilc 
aui«zai11hren.     Nun  ist  gegenwärtig  P*  gleich  der  dritten  Potenz       ^ 

der  positiven  Grfisse  ■ ^  ,  folglich  wird  die  positive  Cnbik- 

wurzel  aus  der  positiven  Grösse  P  gleich  der  ^jositivcn  Quadrat- 
wurzel aus  der  positiven  Grösse —•    Die  drei  Werthc  der  H 

Grosse  ip  werden  deshalb  mit  HUlfe  der  nicht  reellen  dritten 
Wnrzel  der  Einheit  g  folgend  er  massen  dargestellt 

y^*(c08|4.i8illf-)c'. 

In  %  39  ist  gezeigt  worden,  dass  die  «tcn  Wurzeln  einer 
complesen  Grl^ssc  A  +  Bi  zu  den  «tcn  Wurzeln  der  conju- 
girtcn  Grösse  A  —  Bi  paarweise  conjugirt  sind,  Ueuizufolge 
lial  die  Grftsse  i/i  die  tolgcuden  drei  Werthc,  welche  den  auf- 
gestellten Wcrtbcu  der  Gri>8sc  tf  der  Keihe  nach  cijnjugirt  sind 


An f  diese  Weise  wird,   indem  man  den  ersten  Wcrth 

ersten  Reihe  für  (p,  den  ersten  Werth  der  zweiten  Reihe  lllr  tp 

nimmt,  *ler  Forderung  Genlige  geleistet,  dass  ilas  l'roducl  7»»/'  den 

reellen  Werth  —  ™  liaben  soll;   denn  dieser  Werth  föllt  hi( 
3 


$S8. 


Cubfache  Gleichung  mit  reellen  CoefRuicntoi]. 


W^ 


mit  der  gemcinsatnen  Iform  der  compicxcn  conjogirten  GrOäsoa 
ff  nnd  I,''  zusfiramen.  Weil  nun  sowohl  die  Grössen  75  nnd  iK 
mcaacb  die  Orüssen  yy  nnd  U^q*,  wie  auch  die  Oiössen  yg* 
and  tf>Q  cicandcr  eni^ugirt  sind,  so  heben  i>ich  die  imaginären 
Tbeile  in  den  drei  Ausdrucken  $„  f,  ^,,  fort  und  die  drei 
Wurzeln  der  cubischen  Gleichung  erweisen  «ich  ak  reell.  Mim 
erkennt  hieraus,   dass  die  gegebene  mbische  Gleichung,  wo/cm 

b'        6' 

die  Verbindtmg  ^  +  -j-  negativ  ist,   drei    reelle    Wwecln  hat. 

FUr  die  Darüteltung  der  drei  Wurzeln  ist  c«  r.weekniäs»ig,  wieder 
einen  bestinimtcn  unter  den  beiden  zul^^igctt  Wcrthcn  der 
dritten  Wurzel  der  Einheit  q  in  die  Rechnung  einzuführen.    Es 

sei  wie  oben  e^cos  — _—  +  isin     _   .   dann   uehutcn   die    zti- 
o  o 

aamnicngebSrigcn   Wuracln  der  beiden   reinen    cubischen  Glei- 

ehnngon  diese  Gestalt  an 


V=F(<»«f-...:)Y-'3(e<>.(*±i"-)-..(n")) 


wofern  der  Winkel  fl>  in  dem  Intervall  zwischeji  0  nnd  2ii  ge- 
wählt ist,  so  lallt  der  Winkel  '/>+27e  in  das  Intervall  zwischen 
3ir  nnd  4;r,  der  Winkel  tf'+i/r  in  das  Intervall  -/.wischen 
4  a:  und  6/r.  Die  drei  Ausdrucke  S,  £,,  ^^  geben  somit  in  die 
tolgendcn  über 


*'  3a., 


0 


Es  ist  aber  auch  gestattet,  dem    Winkel   0  ein  anderes 
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Ciibisobe  fl3nio1iiing  mit  re«ll(m  Coeffi«teut«n. 


eine  ganr-c  Kreisperipherie  bctrngentlo»  IntcrTall  aoziiweisen; 
arhreiht  man  znm  ftcispiel  vor,  (1ji»b  der  Winkel  H>  in  dem 
Intervall  vun  2'T  biä  4.t  cnthnlten  sein  soll,  t*u  tritt  die  Aeadc- 
rtin^  ein,  dftss  das  frühere  f.  zu  dem  neuen  ^,,  das  frühere 
5s  ÄU  dem  neuen  f,  und  das  f'rUliere  ^,  i^n  dem  neuen  f„  wird. 
Durch  eine  neue  Vertagung  über  den  Winkel  '/>  kann  nur  eine 
Vertauscbunf?  der  Ausdrucke  f,,  ^,,  ^,  unter  einander  hervor- 
gerufen werden. 

Sowold  in  dem  Falles  duss  die  Verbimlumj  ^  +  -j-posiiiv, 

wre  auch  in  detn  FcUle,  dass  diesdhe  negativ  ist,  tnüssen  die  (Urei 
Wurzeln  der  gegthenen  cuhisrhm  GJcichmrj  ufder  eittander  ver- 
schieden sein.  Denn  es  ist  im  vorigen  j?  bewiesen  worden,  dass 
ein  Gleichwcrdcn  von  je  zweien  der  Ausdrucke  ^,,  f„  1,  nar 
dann  eintreten  kann,  wenn  die  betrefFoude  Verbindung  gleich 
Null  wird.  Weil  aber  au«  dem  am  SchlusöC  des  vori^n  §  an- 
getUhrtcn  Grunde  die  drei  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung  in 
allen  Fftlten  durch  die  ilrei  Ausdrücke  f^,  f,>  f,  dargcstelll 
werden,  so  wird  eine  vollständige  I)isru.iflion  der  cubiaclicn 
Gleichung  mit  reellen  Codficientca  erhalten,  indem  wir  die  Jk- 
gchaffcnheit  der  Ausdrtickc  |^,  ^,  ^^  noeh  ftir  den  Kall  erKrtem, 

in  welchem  die  Vtrbindtm(f  -  ^  +  -~  gleich  Null  ist 

Unter  <lieäcr  Annahme  hat  die  Grösse  ot  nur  den  eitien 
Wf^th  Null,  und  ttlr  die  Gr)i»scu  (f  und  iff  cntstclieD  die  mit 
einander  zuüammeo  fall  enden  Gloiehnngcn 


r 


*"     ^»=._*» 


2'  ^  2 

Es  erhält  demnach  cp  als  einzigen  reellen  Wcrth  die  rcette 

cwuriel  aua  der  reellen  Größ&e  — .", 


welche  vermöge  der 

Gleichung  ^=  —  -g"  gleich  der  mit  dem  Voracichcn  der  Grösse 
~h^  zu  verBehendcD  Quadratwurzel  aus  der  positiven  Grösse 
^  ist,  und  der   zugeordnete  Werth  von   if}  muss  wegen  der 


Gleichung  tpifi  =  — J-  derselbe  sein. 

Um  diesen  Werth  der  Grössen  (p  und  ^  in  die  AasdrUckc 


«»4. 


AllgemeiDe  Donttinfr  der  WurzflUriuhan. 


floe 


?i»  Itt  ?■  «iDüufllhren,  nutiren  wir  denselben  dnroli  das  gemein- 
samc  Zciclicn  und  erinnern  ans  daran,  dass  <»  +  ß"==  —  1  ist. 
Dmnn  nchiuen  £,,  ^,,  £,  die  Gestalt  un 

f.  =  -^-- 

Es  findet  Mich  Kouiit  da«  Resa!tat,  /^asj;,  uf,-mi  die  Vcrbimlung 

xl-  +  -y-  (;i«cA  JV«/i   int ,    dfe  gegebene  cubfsciK  GUichunij  drei 

reelle  Wurjuln  hat,  von  dimcn  zwei  einander  gleirk  sind. 

Die  drei  Fälle,  welche  bei  der  Bcurthcilau^  der  RealitUt 
der  drei  Wurzeln  einer  eubiselien  Glcichnng^  deren  Coefßeienten 
reell  sind,  zu  sontlern  waren,  nntersclieideu  »\v\x  auch  durch  die 
xur  Darstellung, der  Wurzeln  der  Gleichung crforderliehen  HöHa- 

Operationen.    In  dem  erBten  Falle,  in  dem-^  +  -"    poaitiT   lal, 

muee  zuerst  eine  Qnadratwiir'/,el  aus  einer  gegebenen  pusitiven 

Grösse,    dann  eine  Ciibikwurzel   aus  einer  gegebenen  positiven 

6*       6' 
Grösse  gezogen  werden;  in  dem  zweiten  Falle,  in  dem  ö"?  "'"  ^4" 

negativ,  miiss  zuerst  eine  Quadratwurzel  atte  einer  gegebenen 
positiven  Grlisse  geÄ(>gon,  dann  ein  gegebener  Winkel  in  drei 
gleiche  Thcile  gethcilt  werden,    in  dem   dritten  Falle,    in  dem 

'  +  -^  gleich    Null   ist,  genUgt  es,    eine   Quadratwuixel  aus 

einer  gegebenen  positiven  GrOsse  zu  ziehen. 

%  &4.  Aiuarftoke  der  Warxeln  einer  onl)lBOhen  OlelohuB^ 
daroh  A&wendtuis  von  Wurzelzeichen.  AUgemelne  Deatuag' 
der  WurzelK  eichen. 

Uei   Gelegenheit    der    Auflösung    der    reinen    Gleichung 

(Mi* ^  A-\-  Bi  ist  in  §  39  erwähnt,  dass  die  n  Wurzeln  dieser 
Gleichung  mit  dem  Namen  der  nt<n  Wurseln  aus  dtr  complexcti 
Grösse  Ä  +  Bi  bezeichnet  werden.    Es  ist  aber  an  jener  titellu 


SM 


Altgcmoina  Deatan^  der  Wanelxäiobei). 


§  M, 


nicht  angeführt,  ilaas  auch  tllr  die  Notation  dieser  «teu  Wuniela 
(his    Wuratlsdchert 

VA  +  Bi 

gebraucht  wird.  In  der  Tlint  liegt  darin  ein  gewisser  Missstand, 
dass  das  Wiirzelzoiclien  in  einer  doppeU^sn  Wcisrznr  Anwendang 
küinuit.  Ich  luilx.'  bis  jetzt  dsis  Wurzulzeiclieii  uiir  in  dem  Siuoe 
angewendet,  wtirticr  in  g  IS  nnd  ä^  20  dcHniri  ist,  so  das» /><> 
innen  reeUen  positivtm  Wcrtit  C  die  eindeutig  bestimmte  rtdU 
positive  Wureel  dir  reinen  Ghichung 

~  =  C 


VI 


i 


durch  \/C  (hmjestdU  wird.  Die  ztccitf.  Art  der  Anirtmdut^ 
von  der  gegeiiwUrtig  »um  ersten  Male  gesprochen  wird,  besteht 

n    

darin,   dass  durch  das  Zsichm  V^A  ■+•  Bi  jede  bdi^ge  von  den 

n  Wurseln  der  rdneti  Gleichung  to  '=  ^  4-  lii  ausgedrücht  iccrdcn 
soll.     Nach  der   ersten    Art  der  Anwcndong    wird   durch   das 

Wurzelzeichen  V  nur  eine  bestimmte  Grösse  repriUentirt,  nach 
der  zweiten  Art  der  Anwendung  wird  dnreh  das  Wurzelzeichen 
eine  hdichige    unter    n   bestimmlen   Griissen   rcpräsentirt.     Man 

sagt  deshalb,  dass  daä  Wurzelzeichen  \^  in  dem  ersten  Falle  du 
eindeutiges,  in  dem  zweiten  Falle  ein  mchrdmtiges  und  ewar 
H-dmäigfji  sei.  Hierbei  niuss  aber  fcstgehftiten  werden,  da««  ein 
Zeichen,  insofern  o»  in  einer  Kechnuug  vorkommt,  jedes  Mal 
inuner  nur  eine  Gritsse  bedeuten  kann,  nnd  dass,  wenn  ein 
Zeichen,  das  mehrdcntigißt,  in  einer  Kcchnnng  vorkommt,  damit 
vorgeschrieben  wird,  die  Rechnung  mehrere  Male  anszntllhrea, 
und  dabei  jenes  Zeichen  nach  einander  durch  die  versehiedcuen 
Grössen  zu  ersetxen,  welche  dns  Zeichen  vertritt. 

Dieses  Sachverliilltniss  richtig  zu  ertasten,  ist  für  den  An- 
fänger uieiäteu»  schwierig;  die  an  uud  ttlr  sieb  vorhanden« 
Schwierigkeit  wird  aber  bei  der  Anwendung  des  Wuntelzeichens 
durch  die  Mtlglichkeit  der  Verwechselung  z^vi8ehcn  den  beiden 
angegebenen  Definitionen  nocli  vergtHsacrt.  Eine  solche  Ver-  ! 
weebselung  tritt  vorzugsweise  dann  leicht  ein,  wenn  es  sich  ura^J 

eine   reine  Gleichung  m"  =  A  +  B%  haudell,   in  der  die   Grüsse^ 
A  +  Bi  gleich   einer   reellen  positiven  GrOsse  C  ist    Dasselbe 


S5t 


AnwendoTifr  der  WarEclieichen. 
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Zeichen  l/c  hat  alsdann  nach  der  ertsten  Definition  nar  eine 
Bedeuivnyy  nach  der  zweiten  T'cfinition  dagegen  n  verschiedene 
BedetUungen,  ÜieBer  Unterschied  lUufl  Ijci  der  Quadratwurzel 
daran!'  hiuatit:.  dass  VC  vermöge  der  ci-sten  Definition  einen 
bestimmten  postitivcn  Wcrth,  verraüge  der  zweiten  Uetiuitlon 
entweder  den  erwälinten  poNiiiven  cid>iT  den  gleichen  and  ent- 
geffcn  gesetzten  Werth  bedeutet. 

Unter  Zugrundelegung  der  zweiten  Definition  des  Wurzel- 
zeichens cnttitehen  lUr  die  beiden  Wurzeln  der  allgemeinen 
(luaüratiscben  tileiuhuug 


nach  §28  die  AusdrUekc 


f.= 


2a„ 


+ 


i 


—  4H„a, +  o! 


4«: 


Ferner  nehmen  die  drei  Wurzeln  der  allgemeinen  cubificlieu 
Gteichnng 


naeU  §52  diese  Gestalt  an,  indem  w  mit  Vgj +-7-»   femer 


+ 


be- 


zeichnet wird  nnd  q>\f'  =  — ^  sein  musB, 


27         4 


3n 


+e' 


y 


27 


+  (? 


■V 


27 


+ 


[•'Br  die  im  vorigen  §  erürterte  Annahme,  da«»  die  Cofffi- 
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Reiflpieile. 


eimte»  da-  rubischett  Gleichung  redk  Grössen  sind,  enthfiU 
der  vorstehend  mit  $,  bexeichnete  Ausdruck  dk  Auflösung 
tir^r  cuhischcti  Ghkhttng  durch  die  Cardanhchc  Berfd.  Das 
Qu  ad  rat  IT  ui7.cl  zeichen  und  daa  Cubikwur7.clzeichc[i  sind  hier- 
bei im  reellen  Sinne  7.a  iiiterpreliren.  Damit  dann  der  in 
Rede    stehende   Ausdruck    reell    sei,    rouss    die    Verbindung 

■^  +  -r  positiv  oder  gleich    Nail  sein,    was   dem  ersten  and 

dritten  Falle  de«  vorigen  §  entsprieht.  Der  Fall,  in  dem  die 
genannte  Verhinihing  einen  ut^gativen  Wertli  bat,  and  der  mit 
dem  zweiten  Falle  des  vorigen  §  zasammentrifTt,  schien  anfangs 
der  Cardanischen  Hegel  zu  wiedersteben,  und  wurde  deshalb  der 
casiin  irrcducibilis  geuamit.  Nachdem  eine  vollständigere  Kr- 
kenntnii^ü  in  die  Auflös^uDg  der  retneu  Gleichnngen  gewonnen 
war,  tilgte  sieb  auch  dieser  Fall  dem  allgcniciocn  Gesetze. 

Zum   Schlüsse  m5gen   llir    die    Auftiisung  der    cubiscben 
Gleichung  7,wei  Heispiele  behandelt  werden.    Es  sei  eräten» 

f(x)=x'-Gx*+\bx  —  lZ; 
flann  gebt  durch  die  Substitution 

x  =  2  +  t 
die  Function  f(x)  in  die  Function 

Ober,  iDdcm&,=  3,  &,=  !  wird.  Jetzt  kommt  die  Gleichung 
mitbin  ist  *'*~-^  Vs,  und  daher 

Die  cnbische  Gleichung  f{^)  =  0  hat  demnach  eine  reelle 
uud  zwei  coni{itcxc  conjugirtc  Wurzeln,  und  deren  Werthe  sind 


I 


5.  =  2  + 


S.  =  2+? 


I+Vl 


j.=  ..,.}/^^.,|/=l=Vl» 


tfO  dasa  'fi  ^  ^  V^  wird.    Deshalb  ist 

Die  cubischc  Glcifhung  f{^  =  f>  hnl  dciminL'li  drei  vou 
eiiiAiidcr  verscliiedcnc  reelle  Wurzulii,  wulebc  durch  Uadikalc 
Inlgcndcrninssen  dargestellt  werden: 


> 1     

5i  =  — 2  +  c  r  — -3-+— ö^  ■*•  e  r  ^"öT T 


8 


8 


Um  dieselben  in  reeller  GeßtAlt  auszudrücken,  bemerken  wir,  dos» 


1 


1    .     i   ,/^  3n     ,    .   .      2« 


ist,  dase  also  bei  der  in  §  53  gchilitetcn  Gleichung  —  ^  4-  w  = 
P(coeÖ»+ i8iü<»)  die  Grösse  P=I,  der  Winkel  0  gleich 


2n 


wird.    Man  bekommt  dalier  die  ßestimmang       =-7ri  "^.r +"^ 
=  -r- ,  -g-  +  -s"  ^  — „— .  und   ttlr  die  drei  reetlcu  Wurzeln  der 

gegebenen  cubischen  Gleichung  die  DarsteliHng 

St: 


Boe 


AuRösanf  acnntnqiiadrBtischen  GlftlcliiiTif;. 


§  56. 


§  65.    AUgemetne  AoflSnng:  der  Oleloliang  dei  vierten  Qradea 
mit  einer  Unbekannten. 

Wir  wenden  nns  jetzt  zu  der  ÜBbnndlang  der  ßW- 
chuttff  drjt  i>i€rten  GratJes  oder  dtr  hiqundruti.'H'hi-»  GleirJtutu/, 
welche  aus  (IJ  des  ^i  -y^  durch  die  AiiDiilmc  n  =  A  horvorgcbt, 
näinticb 

(1)  ^+&,C'+^C+^  =  o, 

und  tjOtscn  C  gleich  einem  Aggregat  von  drei  Grüssco 

(2)  ;==/)  +q  +  r. 
Das   Ergcbniss   der  KinfUlirang   dieses   Ausdrockes  in  die 

Gleichung  ( ] )  liisst  sich  in  einer  dem  vorliegenden  Zwecke  an- 
gemesaeiieu  Weine  nrdmn,  wenn  mun  lllr  die  Iblgijnden  aymm*'' 
IriscJten  Verhmdwigfit  der  Grüsaen  p,  q,  r  und  der  Grttsaea 
p',  «7',  r*  besondere  Zeichen  auwendet 

pq+pr  +  qr=8^ 

(4)  p»  +  9'+r*=«. 

p*q*  +^^'+9^=«, 
p*q'r^  =  u,. 
Die  Erhebung  von  p  +  q  +  r  anf  da»  Quadrat  giebl 
^=i;)»+g»+r'  ^2pq  +  '2pr+  2f/r, 


das  ist 
llieraoB  fogt 
Man  bat  aber 

oder 

und  deshalb 


c*  =  w;+4«,«,  +4«;. 

jj  — «, +2S.S., 


Oemtiach  verwandelt  sieb  die  Glciehung  (1)  in  die  folgende 
(5)    Hj  +  4f*,s,-(-4«,  +8s„s,  +h,{H^  +  2s,}-b  b,s,  +  l\  =  0. 

Dieselbe  kann  in  der  Weise  erftllU  werden,  dass  erstens 
dns  Aggregat  der  Glieder,  wclehe  in  s,  inulti|>lieirt8ind,  zweitens 
duA  Aggregat  der  Glieder,  welche  in  s^  mnlliplicirt  sind,  nnd 
drittens  d;i9  Aggregat  der  noch  Übrigen  (Uicdcr  /.um  Ver- 
schwinden gebraelii  wird.    £)a  ßrbiilt  man  die  drei  Gloicbnugen 


Hierzu  kommt  durcli  Qaadriren  der  letzteq,  Gleichang  die 
BeetinimuDg 


(8) 


u^=^p'q'r'*^ 


,_»: 
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Vermitge  des  Umstände»,  das»  die  drei  symmetrischen  Vcr- 
bindangen  «,,  «,,  «,  der  drei  Grössen  j?',  q*,  r"  durch  die  Coef- 
ficienten  der  Gleichung  (1)  ausgedruckt  vorliegen,  lilsut  »ich 
jetzt  nach  dem  auch  Ihr  die  AuflüMung  der  eubischcn  Gleichung 
benutzten  Satze  des  §  46  diejenige  Futiction  des  dritten  Grades 
taner  Variable  u  anf^tellen,  die,  rfleich  Null  gesetzt,  die  Grössen 
jj',  g',  r'  als  iJu-e  drei  Wureeln  liefert.    Es  ist  dies  die  Function 

Demnach  hängt  die  Bestimmung  der  drei  Grössen  p',  q*,  r' 
von  der  Au/lommg  der  sugeordneten  citbischeti  Gleichung  ab. 
Dnrch  das  vorhin  entwickelte  Verfahren  werden  die  drei  Wurzeln 
'A*  li«  '?>  dieser  cuhi&chen  Gleichung  vermittelst  der  successiven 
Aaflü«nng  von  reinen  Gleidtungen  des  zweiten  und  dritten  Grades 
dargestellt,  and  man  hat  j)*  gleich  der  einen,  g'  gleich  einer 
zweiten^  r*  gleich  der  dritten  Wurzel  zu  nehmen.    Ea  sei 


(10) 


i»  ='/..  9  ='< 


=  I  .  r- 


=  1. 


dann  ist  zu  der  Determination   Ton  jj,  q,  r  selbst  nur  roch  die 
Ati/losung  der  reinen  quadratischeti  Gleichungen 
(II)  0:  =  ';..  <^>1='?,.  öj=-,, 

zu  bewirken  Hierbei  ergeben  sich  fUr  die  erste  Gleichung  zwei 
Werthe,  die  mit  fi",  und  —  Ö,  bezeichnet  werden  kJtnnen  und 
auf  gleiche  Art  fllr  die  zweite  Gleichung  zwei  Werthe  G/,  und 
—  Ö,>  fUr  die  dritte  Gleichung  zwei  Werthe  (-f^  uiul  —  W,.  Weil 
nan   tür   das   Product  jjgr  durch   die  letzte  Gleichong  (7)  der 

UpMfalu,  lAklyria.  14 
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AuftösnDff  der  biqoiilrotiechen  ßlfliohuo^. 


§  55. 


Wcrtb ^  vorgcschrtebcu  ist,  so  kann  raan  von  den  je  zwei 

o 

Werthen,  die  sowohl  fllr  p,  wie  auob  lllr  *?,  wie  ftucli  fUr  r  za- 

l&«8ig  sind,  bei  der  ersten  Crcisse  p  and  bei  der  zweiten  Gr(^e 

q  eine  beliebige  Wahl  trefTen,  erhält  aber  den  Werth  der  dritten 

Grösse  r  darcb   die   Gleichung  ji  gr=i ^  ,  woi'em   b,  nicht 

□ 

glek-ii  Null  ht  und  in  Folge  dessen  weder  ji  noch  q  noch  r 
gtcich  Kall  sein  kann. 

Von  der  Griteac  i,  darf  hier  olino  Verletzung  der  All- 
gemeinheit angenommen  werden,  dass  dieselbe  von  Null  ver* 
«chieden  sei;  wenn  nilndich  bs  =  0  ist,  so  geht  die  Gleichung 
(1)  in  eine  quadriUischc  Oleiclmng  für  ,'"  über,  und  die  Lu^iung 
folgt  aus  dem  bisher  Mitgctheilten,  Es  möge  nun  <v,  und  &, 
beliebig  gewählt,  und  iler  Werth  fi>„,  dfissen  Vorzeichen  verftigbar 
ist,  so  angenommen  «tin,  das»  die  drc)  Werthe  ö„  &^,  Ö,  die 
Bedingung 

(12)  0.Ö.,0,  =  -Y 

erfüllen,  dann  lassen  sich  die  zasammengcbörigen  Werthe  von 
p,  q,  r,  deren  IVoduct  unverilndert  den  Werth  ft»^  ft^  G^  haben 
routw,  nach  dem  so  eben  Gesagten  anf  die  folgenden  vier  Arten 
deterrainiren 

^j5=s  +  0„    g=  +  o,,   r— +6», 

li>  =  -®..    *  =  -©,.   f^-ö, 
iii  =  -<^„    <7=  +  ©„    r=-€>, 
\p=-^r    Q^~f^„    r=+&,. 
Ilicrdiiich  liefert  die  (ilcichnng  l'^p  +  ij+r  fiir  die   Wurseln 

der  aufsulüsenden  Gleirhuny  (I)  die  folgcnüctt  vier  Ausdrücke 


^ 


(13) 


(14) 


;.-=  +  '^^.-<y.-ö. 


Man  erkennt  zugleich,  das»,  wofern  die  drei  Wuraeln 
*if>  7ii  'Jb  '^^^  aufgestellten  enbischeii  Gleichung  auf  irgend  eine 
Art  unter  einander  vertauscht  werden,  wa«  auf  6  rerschiedene 
AHen  miigliüh  ist,  hieraus  eine  untspreehende  Vertauschung 


§  6Ö. 


AuSöeang  dar  biquadratieubeti  Oleiohting. 
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drei  Wcrtbe  ©,,  0,,  0,  hervorgeht,  dass  bei  jeder  dieser 
Vertauschungen  t,  ungeäudert  bleibt,  djigegc«  t,.  l,,  l,  unter 
sich  die  Bedeutung  wecbist'ln,  und  das»  deshalb  diesee  Ver- 
fahren keinen  neuen  Ausdruck  einer  Wurzel  zu  den  vier  ge- 
fundenen liinzufligt. 

Aebnlicb  wie  bei  der  cubiiw'hen  Gleiohuug  int  hier  die  Bc- 
merkoDg  hinzDzafÜgen,  das»  die  Ausdrucke  C„  C,,  C^,  t,  aucb 
bei  der  Annahniß  &,  =^0  anwendbar  bleiben.  Durch  diese  An- 
nahme verschwindet  dag  Prnduct  0J0J  0J  und  deshalb  einer 
seiner  Factoren.  Wenn  etwa  SJ^O  ist,  so  verschwindet  +0, 
nnd  —0a,  nnd   es   wird   llberflllRsig  und   nnni<%lich  durch  die 

Gleichung  0,0,0,= —  '  zwischen   den    Werthen   4-0,  und 

8 

—  0,  eine  Entscheidung  za  treffen. 

Die  Wcrthe  von  x,  welche  die  allgemeine  Function  des  vierten 
Grades 

^f(x)^x'  +  -»«'+  **•«•  +  ''•  a;+  "• 
««  a«         flo  "ü  fl. 

zum  Verschwinden  bringen,  werden  aoü  den  gefundenen  Aus- 
drucken al^leitet,  nachdem  diese  Function  durch  die  Sab- 
Btitutlon 

■Ja« 
in  die  Function 

transforrairt  ist.  Die  Coefficienten  i,,  &„  f'^  bekommen  nach 
den  GIcichangcn  (5)  des  §50  die  Ausdrücke 


a'a 


1  "» 


16  a! 


0. 


Demnach    Imhcn  die  vier  WHrzdn  der  Gteicinmg  [{1)^=0 
Ausdrucke 


SU 


Aaflösang  der  blquadratiiohen  0]«>ebu&£. 


8  65. 


06) 


^.  =  -  r^+e.  +  ör+e. 


+  0,-0,-©. 
-0.  +  0,-©, 


a. 

welche  aich  aug  den  CüefYicleDten  der  gegebenen  Gleichang  und 
den  drei  Wurzeln  von  reinen  quadratisoben  Gleichungen 
Öj,  ©,,  Ö,  rational  xusammcn setzen ;  die  tirBsaen  ©;  =  »;,, 
fe^J=^i;,,  öi^^iy,  sind  die  Wurzeln  einer  <-uliiseTien  Gleiebangt 
deren  Coefßcieuteii  rationale  Verbindungen  ftus  den  Coet- 
fieienteu  der  gegebenen  Liquailratisclicn  6leii;:bung  /*(!)=() 
Bind,  und  lassen  sieh  in  der  angiigehenen   Weise  darKtHlIen. 

Die  iiiquatlratiscbe  Glinchung  kann  aut<»er  diesen  vier 
Ausdrucken  keine  andere  Wurzel  haben,  wofern  diese  vier  Aus- 
drücke von  einander  vcrftcbicdcu  sind. 

Damit  dies  test^xestellt  werde,  betrachten  wir,  wie  dies  l>ci 
der  cuhisehen  Gleichung:  geschehcL  ist,  daa  Product  dar  sntmttt- 
liehen  aus  den  Amdrücfcm  ^^J  §,,  ^„  ^^  eu  bildenden  Differeruen  l{ 
^^  —  £a,  bei  deuf^i  der  Zeiger  a  Heiner   ist   als   der  ZrigtT  ß,  so 

dass  von  den  beiden  hus  denselben  Elemeutcu  entstandenen 
Differenzen  f^  — £„  und  ^^  —  f^^  immer    nur   die   eine   auftritt. 

Ans  den  Gleiebnngen  (16)  folgen  die  Glciehungeu 

Daher  erhält  dajt  in  Hede  tttehende  Prodnrt  11  C|„  ~^s)  ^'^ 
Darstellung 

(18)      //(^„-,t^)==2Mö:-0;)(0r-0:)(0;-0:). 

Wir  werden  dadurch  auf  die  merkwürdige  KräcUeinung  hin- 
gewiesen, dufli«  da^  lietretfcnde  DifTcrcnzcnproduct  gleich  dem 
Prodnct  aus  der  Zahl  Q*"  in  das  Differenzenproduel  der  drei 
Wurzeln  6"%  &\,  f^l  derjenigen  euitisclien  Gleieüuug  ist,  dnrch 
deren  Aullßsung  die  Darstellnng  der  Ansdriteke  f,,  f„  $,,  §^ 
gewonnen  ist,  und  die  dnreh  das  NulUetzen  der  obigen  Func- 
tion (9)  entsteht.     Das    Differcuzeuproüuct   der  Wuraeln    einf 
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cnhischen  Gleichung  ist  aber  nach  der  Formel  (4)  des  §  ö2 
gleich  dem  Product  des  Zahl<'n(af.tor8  ±.Sl/3  t  in  die  DitTerena 
r^»— i.''*der  beiden  Wurzeln  von  derjenigvu  quaih'HtiR-hen 
Gleichung,  von  der  die  Li^sung  der  eubisclien  Gleiehnng  ab- 
hängt. Die  Differenz,  der  beiden  Wiirz^In  der  betreffenden  qua- 
dratischen Gleichung  ist  endlich  gleieh  dem  doppelten  \Verthe 
der  Qandratwurzcl  ans  einer  rationalen  Verbindung  der  Coof* 
ficientcn  dieser  quadratischen  Gleichung.  \\m  wird  das  aus 
den  vier  Ausdrücken  |,,  ^^,  f,,  ^,  gebildete  Differenzcnproduct 
lt(S„— S^)  gleich  dem  Product  aus  dem  Zahlenfactor  2",  dem 
Zahlenfactor  ±3V^'ii,  dem  Zahlenfactor  2  und  der  Qnadrat- 
'vniriel  ans  der  zuletzt  bezeichneten  Verbindung,  die  durch  eine 
Reihenfolge   von    rationalen  0|>eratEoneu  aus   den  CoefHcientcn 

der  Fanetion   —fix)   abzuleiten    ist.     Diese  Verbindung    erhält 

Wr  beliebige  Wcrthc  dieser  Coel'ficienten  einen  von  Null  ver- 
ttchiedeuen  Werth.  und  deshalb  sind  die  gefundenen  AnsdrÖeke 
I,'  li.  ^»1  >,j  f<^tald  die  genannte  Verhinihing  nicht  verschwindet, 
von  einander  verschieden.  Diese  vier  Ausdrucke  reprüsentiren 
also,  wofern  die  in  Rede  stehende  Verbindung  nicht  gleich  Null 
ist,  die  vior  vfm  einander  versrhiedetiim^  M'tirzet»  der  biquadra- 
tischen  Gleichung  /*(^)  =  ft,  und  vermitteln  daher  nach  dem  Satze 
(2)  und  der  Gleichung  fU)  des  g  43  die  Zerlegung  der  Function 

—  fix)  in  vier  Fachren  des  ersten  Grades 

(19)  X*  -+•"'- 1"  +  -•  I'  +  -' X  +  "* 

*     '  n,  o,  a^  a, 

==  (X  - 1. )  (X  -  ^.Ka:"  I.)  {a:  -  f.). 
Aach  hier   findet  eine  Betnerknng  ihren  Platz,  die  in  ähnlicher 
Wcißc  fllr  die  Function  des  dritten  Grades  gemacht  worden  ist. 
Aas  (19)  folgen  die  Gleichungen 


in 
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unter  derjeiiijfen  Voraussetzung ,  unter  der  die  Zerlegung  ab- 
geleitet Würden  ist,  das»  nUmlieh  die  charactcrUirte  Verbindang 

der  Coefficicnten  der  Function       f(x),   deren    von    Null    ver- 

Bchicdener  Werth  die  Vererb ieden bei t  der  vier  Ausdrücke 
l»>  ^«1  li-  >t  zur  Folge  liat,  nicht  gleich  Null  sei.  Weil  aber 
die  GleichüDgen  ('JO)  auch  dann  gültig  bleiben,  wenn  jene  Ver- 
bindung  den  Wcrth  Null  Annimmt,  so    besitzt   die  in  (19)  ans- 

gedrückte  Zerlegung  der  Function     -  f{x\   nnd  die   zngebrSrige 

Darstellung    der    vier    Wurxeln    |„  ^,.  ^,,  f^    eine    unbedingte 

Gultigkcit.  I 

(  B4.    Dlioosilon  der  Besoliaffenhelt   der  Warxela   bei  einer 
blqnadratltchen  Qleiohong^,  deren  Coefflolenten  reell  ilnd. 

Sobald   die    Coeffkienien  der   Futtction   des  vieiien  (rrades 

—  fix)  reelle  Grössen  sind,  so  kann   die  zugeordnete  ßleiebung 

de»  vierten  Grades /"(!)=;  0  vermHge  §47  nur  entweder  picr 
reelle  Wur^ein,  oder  zmi  reelle  unä  ein  l'aar  von  complexen 
cor^uf/iriftn  W'urjieln,  oder  £wH  Puare  von  cotnplexen  confugirtm 
Wurseln   haben.    Die    reelle    Betichfiffynbeit    der    Coct'ticienteD 

—  fix)  zieht   die   reelle   BeschalTetibeit   der   Coefßcientcn   der 

Konction  — (f{»),  in  welche  — /"(a;)  transfnrmirt  worden  ist,  nach 

sich,  und  die  Oriterien  dafür,  ob  die  Wureeln  einer  gegebetten 
bigitadraiischen  (ihichung  mit  reelle»  CoefficietUen  in  die  erstCj 
Mweitti  oihr  dritte  Kainjoriv.  gehören,  sind  von  dfr  citbischcn 
Oleichimg  lu  CDtuchnicn,  deren  Wurzeln  im  vorigen  g  mit  i;,, 
V*t  'S'ii  bezeichnet  worden  8ind,  und  die  aus  dem  2<ullsetjKn  der 
Function 


hervorgeht,    Da  die  Grosse  S,  gegenwärtig  reell  angeuoimuen  ist, 

80  kann  da**  von  u  freie  Glied  — ^      niemals  einen    positirenl 

Wertb   haben ,   und  iuusö,    wenn  wir  in  Uebereintttioimnng  mit 
einer   im   vorigen  §    gemachten    Bemerknng   von  jetzt  ab  deaJ 


§  M. 


BiquadraÜHcbv  GleicTiunp  mit  reellen  Coefftcienlen. 


2t5 
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Werth    ft,  =  0  flUBschliesseu,  negativ  sein.      Üas    Glip<l  —    „-" 

ist  stets  gleich  dem  oegativ  genommenon  Product  iler  drei 
Wurzeln  »/„  9,,  j;,  der  vorliegcndcti  cnbisclien  Gleichung.  Wenn 
daher  diese  Gleiehung  drei  reelle  Wurjeetn  hat,  m  mlls«eu  die- 
selben, am  ein  Produet  von  positivem  Voiwnchpn  zu  linlern, 
eniieedcr  olle  drei  poaUiv  sein ,  oder  emci  derselben  netjafiv,  uttd 
eine  positiv;  wenn  jene  Gleichung  dagegen  nne  reelle  und  twei 
eompiexe  amjnffirte  Wurrdn  hat.  so  uiu.stj  die  reelle  Wurzel  zn- 
gleich  positiv  flcin;  denn  das  l*rodiict  der  hciden  comp]exei! 
c^DJugirteu  Wnrreln  ist  gleich  der  gemeinHnmen  Norm  derselben 
und  deshalb  stet»  positiv,  nud  bei  einer  negativen  reellen  Wurzel 
würde  das  Produet  der  drei  Wurzeln  negativ  ausfallen,  was  mit 
der  geltende»  Voraussetzung  im  Widerspruehe  steht.  Aus  diesen 
QrUnden  hat  die  betreffende  cubische  Gleichung  stets  wenigstens 
eine  reeUe  und  posiiive  Wurscl;  nennen  wir  diese  ij,,  ho  ist  Ö, 
immer  eine  redle  Grösse.  Die  gesuchte  Entscheidung  crgiebt 
sich  nun  folgcndcrmaßsen: 

Warnt  7;,,  ijj,  ij,  sämmtlich  positiv  sind,  sv  wcrdm  6»,,  Ö,, 
0,  sämndtich  redl.  und  die  vier  Wmsdn  der  biquadrairnkm 
Gleichung  $,,  ^,,  $„  ^.  alle  reell. 

Wenn  ij,  positiv  ist,  dagegen  ij^  und  ij,  negativ  wui  von 
tittander  verschieden  sind,  so  werden  i-i.^  und  (-i^  rein  imaginär 
lintl  nothivendig  voneinander  verxchitiden,  folglich  die  vier  Wursdn 
der  hiqttaärtttischcn  Gleichung  complcx,  und  ewar  wird  nach  der 
eingefiihrteti  Bcseichnung  $,  mit  §,  cot\jugir1,  und  ^,  mit  |, 
conjugirt. 

Wenn  r;,  positiv  isif  rj,  tmä  ri^  negativ  uttd  einander  gleich 
tdnd.  so  hmmU  ein  Paar  von  eon^lexen  conjugirteti,  und  ein  Paar 
HO»  einander  gleichen  redlen   Wurseln. 

Wenn  1,,  positiv  ist,  ;;,  und  i;,  complex  und  conjtigirt  sind, 
so  können  (i^  und  fJ,  so  gewählt  werdtfi^  dass  sie  einander  e6«i- 
faiis  eotyugirt  sind,  und  damit  ist  das  Vorseichen  der  reellen 
Grösse  6j  hestimnd.  Dann  werden  in  der  eingeführten  Bezeich- 
nung I,  %md  ^,  reelle,  dagegen  ^^  und  f,  comphixc  und  conjit- 
girte  Grösse»,  so  dnss  die  biguadraimhe  Gleichung  meei  reelle 
und  Jtu>ei  complexe  conjtigirie   Wurzeln  erhält. 

Ausserdem  erlaubt  die  Olciehuug  (18)  de»  vorigen  g  die  Kol- 
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gerung,  d&se  die  Wurzeln  der  biquad rat i »eben  GleicliiiDg  |,,  f„ 
fj,  £,  tinter  einander  verscliieden  sind  oder  zwei  einander  gleiche 
entlintten,  je  nacbdeni  die  drei  Wurzeln  der  zugchilrigeu  eubisehen 
Gleiclmnp  i;„  ij,,  i?,  unter  einander  verschieden  sind,  oder  zwei 
einander  gleiche  enthalten. 


§S7.  Verblndnn^eu  d«r  WoTKaln  tlnar  Oletobiuig:  deBZweit«n, 
dritten  und  vlertan  Oradei,  die  eine  bestimmte  Beziehaag: 
sn  der  Aoflösong  der  betreffenden  Olelohung^  haben.  Anzahl 
der  Wertbe  dleier  Vflrbindnng'on  bei  voIlstLndls-er  Ver- 
tatuohuns:  der  Wurzeln  unter  einander. 

Nachdem  die  all^nteine  Aaflt>Hung  der  Gleichungen  des 
zweiten,  dritten  und  vierten  Grades  in  der  Weise  entwickelt 
worden  ist,  dass  die  Wurzeln  der  betreffenden  Oleii^hung  mit 
Hülfe  der  Wurzeln  von  reinen  Gleichnngen  dargestellt  sind,  ge- 
währt es  ein  Interesse,  nach  einander  die  Wurzeln  der  Glei-' 
chungen  de»  zweiten,  dritten  und  vierten  Grades  als  gegeben 
zu  betrachten,  und  durch  die  gegebenen  Wurzein  die  bei  der' 
Auß^Bong  der  zugehörigen  Gleichung  eingeführten  HUlfegrösscn 
au^zudrttcken. 

Die  allgemeine  Auflösung    der    quadratischen  Oleichunff  istj 
iu  den  Oleichangen  (0)  des  §  28  enthalten 


(1) 


?.  =  - 


2(1. 


+  u 


—  w. 


wo  ta  die  Wor/el  einer  reinen  quaAratittehf^   GleirJtuttff  ItcdeutctJ 
Vermittelst  der  Addition  und  der  Snbtraction  dieser  GIcicbungeaj 

werden      ' 

gedruckt 


und    t-i    durch    f,    und    ^,    folgende nna«&en    hos- 


(2) 


-^  =  ^-^^. 


Die  erste  dieser  Gleichungen  enthält  den  Rchon  bekannten 
Salz,  dass  die  Summe  der  heidm  Wurzelti,  die  erste  der  in  §  46 
auDretenden   symm^n9chm   Verbindungen,   gleich  dem  negativ. 
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genommenen  CoefRcienten  — *-  ist.    Die  »weit«  GIpiehnng  lehrt, 

dasB  der  do|ipette  Wertb  der  Grösse  'f  gleich  der  Differens  der 
leiden  Wurtrin  f,— |,  ist.  Nan  sind  die  gegebenen  Worreln 
•  einer  Gleichung  immer  als  unter  einander  gleichlierecbtigte 
Grl^ssen  aufzufagsen.  Man  darf  daher  in  den  tIEeivhungcn  (l) 
mit  den  Wurzeln  5,  and  5,  die  einzige  Vertanschnng  vornehmen, 
deren    zwei    Grüssen    fähig   sind,    and  |,   mit  ?,    verwechseln. 


iDiese  Verwechselnng  änsi^ert  sich  bei  der  Oarstellucg  von 


'A. 


«nd  M  in  (2)  aal"  die  M'eise,  dass  die  äunirae  ^, +  1^  als  sym- 
metrische  VerbiuduHff  nngeändert  bleibt,  dans  dagegen  die  Diffe- 
renz It— 5,  sieh  in  die  Differti]/,  —  li  •+- i',.  das  heisst  in 
den  mit  der  uegutiven  Einheit  luultiplii-irtcn  tVuhcreu  Wertb 
rerwandclt.  Wenn  bei  einer  aus  einer  gegebenen  Anzahl  von 
Elementen  gebildeten  Verbindung,  die  wir  uns  als  einr  rationale 
ganee  VerbiTuluny  der  Elemente  denken  wollen^  alle  möglichen 
VertaaschuDgeo  der  Elemente  vorgcnomnieo  werden,  und  wenn 
die  Anzahl  der  von  einander  verschiedenen  Werthe,  welche  die 
Verbindung  hierbei  annehmen  kann,  mit  m  bezeiclmet  wird,  m 
^i»st  diese  Verbindung  ftinc  mwtrlhxge  Verbindung.  Nach 
r  Definition  wird  jede  symmetrische  Verfnndimg  der  Ele- 
icntc  aneh  rinc  einwcrihigc  Vfn-bindung  der  Elemente  genannt 
Die  Ihfferfti£  $^  —  ^,  iKt  aber  eine  ^wehvfrthigr,  Verbindung,  bei 
welcher  der  eine  Werth  durch  MultipMcatioa  mit  der  negativen 
Einheit  in  den  anderen  Werth  übergeht.  Durch  diese  iFwei- 
tcerthige  Verbindung  |j  —  §^  wird  in  (2)  die  Grosse  2  tu  ilar- 
ge&tellt. 

Das  Quadrat  der  Verbindung  ^,  —  |,  kann  nur  einu-erthiy 
sein,  da  die  positive  wie  die  negative  Einheit,  anf  das  Quadrat 
erhoben,  gleich  dor  positiven  Einheil  i»t.  Bildet  man  d»ber  die 
Gleichung 
(3)  4c.'=(^.-|,>«. 

»0  folgt  aus  derselben,  dass  4  <>*  gleich  einer  eimverthigen  oder 
symmetrischm  Verbindung  der  Gn'issen  5,  und  t,  nein  nmss.  Es 
iflt  aber  w  die  Wnrzel  einer  reinen  ([uadrutischen  Gleichung,  und 
zwar  hat  w*  nach  (7)  des  §  2ö  die  Bestimmung 


918      Au8g|(i«e!ehii«t«  y«rMadut)|^ii  dpr  Warnlo  vinsr  Gleichutigr.     §  57. 


4i«j  =  ri£^i+?L 

Folglich  ist  die  symmetrische  VerbinduDg  {|,  —  f,)'  gleich  dem 
vorstehenden  rationalen  ganzen  Aa^dmcke  der  Coefticienten  der 
betreffenden  qtiatlratiHchen  Gleichung 

(4)  (l.-^.V  =  =^°'^*±^- 

Die  ttllg«ineine  Auflrpgung  der  cubi^^cken  Gleichung  \m 
durvh  die  GieJchuDgcD  121)  dc8  §  T)]  dargei^telll,  in  denen  q  eine 
nicht  reelle  dritte  Trurzel  der  Einheit,  <p  eine  dritte  Wurzel 
aus  einer  gcwii^Ken  Grössen  Verbindung.  lU  ebenfalls  eine  dritte 
Wurzel  aus  einer  gewü^sen  Cri^eseurerbinduag  bedeutet,  ferner 

^>  mit  tf'  durch  die  Gletebong  ipt))^—     '-    verbanden  ist, 

9 


(5) 


^. 


_i-  +ypt+^^ 


Sobald  diepe  drei  Gleichungen  xu  einander  addirt  werden, 
so  vcrseliwindct  sowohl  der  Factor  von  (f  wie  von  tp  wegen 
der  Gleichung  ^•  +  p+l=:0.  Wenn  die  erste  uiit  I,  die 
/.weite  mit  ß',  die  dritte  mit  {i  nmltiplicirt  und  tiieranf  die  Ad- 

a. 


dilion    vorgenommen  wird,    so  wird  der    Factor  von    — 


3u„ 


aus  der  angegebenen  Ursache  gleich  Null,  der  Factor  von  tp, 
da  1  +  e*  +  ^*  —  1  +  e  +  e*  ist,  ebenfalls  gleich  Null,  and  der 
Factor  von  ff  gleicti  der  Zahl  3.  Wenn  die  erste  Gleiehang 
mit  I,  die  zweite  mit  p,  die  dritte  mit  g*  multiplicirt  und  dann 
die  Addition  ausgeftlbrt  wird,  so  verschwinden    der  Factor  von 

—  ~-  und   von  «r,  während   der  Factor  von  i/»  den  Wertb  S 

erhält.     Man  findet  aomit  die  drei  Bestimmungen 


von  denen  die  erste   die   von  früher   her   bekannte  Eigenftchatt 


der  symmetnsvhcn  Verbindung  f ,  +  ^^  +  ^j  ausspricbt.  Wir 
denken  nnt*  jetzt  die  3  OrOssen  f,,  f,.  f,  auf  alle  Arten  unter 
einander  vertÄusolit,  iiud  untcreuchen  die  Verwandlungen,  welche 
dadurch  bei  der  Verbindung  fj  +  c'  ^i+  P  1»  liervor gerufen 
werden.  Um  einem  Missverstiindniss  vorzcbeagen,  erinnere  ich 
hierbei  daran,  das»  zwar  Itir  q  jede  der  beiden  nicht  rellen 
dritten  Wurzeln  der  Einiteit  genninmen  werden  darf,  dass  aber, 
nachdem  eine  bestimmte  gewählt  iHt,  während  dc8  Ganges  der 
Betracbtang  diese   eine  nolliwenilig  beibi-liahen  werden  mu88. 

Man  kann  die  sechs  möglichen  Peruiutationcn  von  drei 
Elementen  in  der  folgenden  Weise  hervorbringen.  Es  seien  die 
drei  Elemente  etwa  auf  drei  in  einem  Kreise  liegende  Plätze 
vertheilt,  und  man  nehme  mit  denselben  eine  Permntation  vor, 
bei  der  jedes  Eleiiicnt  an  die  Stelle  des  nächstt'olgcuden,  das  letzte 
an  die  Stelle  de»  ersten  rückt;  eine  solche  Permutation  beisst 
eine  c^clische  Permutathn.  Dureh  eine  noc^hmalige  Wiederho- 
Inng  dieser  Pennutation  wiril  eine  neue  Anordnung  erhalten; 
wendet  man  aber  die  Pcrmutation  ein  drittes  Ma)  an,  so  kehrt 
die  arsprllnglichc  Anordnnng  wieder.  Durch  ct/clische  Vermuia- 
tioH  derselben  Anorihiun^  vcn  drei  Elemf^itim  werden  also  drei 
verschiedene  Atiortimmyen  und  nur  diese  erzeugt.  So  entstehen 
ans  der  Anordnang  §„  §,,  f,  nar  die  folgenden 

5u  5*1  S» 

$..  5..  If 

Nimmt  man  jetzt  mit  der  ersten  Anordnung  eine  Acude- 
rung  vor,  welche  nicht  diesem  Cyclus  angehfirt,  wählt  also  zum 
Beispiel  die  Permutaiion  |,,  f,.  f,,  und  wcndtit  auf  di^ne  die 
cyeliscfac  Pcrmutation  an,  so  erhält  man  die  drei  Anordnungen 
eines  zweiten  Cyelus,  welche  von  den  drei  Anordnungen  de« 
ersten  Cyclus  vcrsubieden  sind,  und  dcslifilh  mit  jenen  zusam- 
mengenommen die  (i  vorhandenen  Permutationeu  erschöptcn. 

Nach  dieser  Methode  mrigen  die  drei  Elemente  5,,  f,,  B, 
in  der  Verbindung  1,+  g*  ^,  +  e^,  permutirt  werden.  Dnrch 
cycli»che  Permutation  kommen  die  Aui^drtlckc 

^  +  e'?.+  ^^. 
?,+  e'  1,  +  ef 
?,  +  e'  ?.  +  p?..- 
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F 


Durch  VertaiiücLun^  der  I^leincule  if,  und  ^,  und  eine  hicraaf 
crtülgcnde  oyclisctlie  Penimtstion  ergeben  sich  die  ferneren  Aus- 
drücke 

Diese  Bochg  Ausdrucke  sind  sämmtlich  von  einander  ver- 
scliicden,  und  dafier  wt  die  Verhituhmff  ^,  +  e*  f ,  +  p$,  äne 
sechsuxrthige.  Allein  zwinclK'n  den  drei  Ausdrücken  des  ersten 
üyclns  findet  ein  merkwllrdiger  Zusaminenbiin^  Htatt,  und  das 
gicjclic  gilt  vnn  den  drei  Ausdrucken  de«  zweiten  Cyclas.  Die 
uiclit  reellen  dritten  Wur/elii  der  Einheit  liabcu  vcruirtge  ihrer 
Deliintionsgleirliung  (•*=  1  die  Kigcnsebatt,  dass  iu  der  Keihe 
der  Potenzen 

das  vierte  Glied   dem  ersten  gleich    i»t,   und    das^  vön  da  ab 

sieb  die  Glieder  regelmässig  wiederholen.    Au«  dicKpr  Ursache 

können  die   drei  Ausdrücke  des   ersten  Cyclus   so  dargestellt 

werden 

and  die  Ausdrileke  des  /.weiten  Oyclus,  wie  folgt, 

Die  Ausdrücke,  welche  au;*  der  Verbindung ^,  +  pf,  +  e'^, 
durtih  eyclisebc  Vertausehung  der  Elemente  ^,.f,.  >b  hervor- 
geben,  werden  alho  auch  dadurch  erhalten,  dass  man  die  Ver- 
bindung heziehuuf^sweiBC  mit  den  drei  dritten  Wurzeln  der  Einheit 

I.  e.  P* 
iiiultiplicirt.  Durch  die  Vertansrhung  der  Etenteuie  ^,  nnd  f, 
geht  die  ursprüngliche  Verbindung  $, +  p"^, +  e$,,  die  in  (6) 
den  Werth  ^tp  ausdrückt,  iu  diejcuige  Verbindung  Über,  welche 
in  (6)  den  Wcrtb  von  3t^'  darstellt,  und  die  Anivcndung  der 
cyclischen  Fermntation  auf'  diese  letztere  Verbinduuf;  hat  aber- 
mals dieselbe  Wirkung,  wie  eine  Mtiltiplicutiou  ntil  den  drei 
dritten  Wurzeln  der  Einheit.    Es    fallen   daher  die  sechs  durch 
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alle  möglichen  Vertansphangen  der  Klementc  ^(,|,,  ^n  ^^^  '^^^ 
Verbindung  ^, +  e*f, +  p|,  abzuleitcudcn  Ausdrücke  mit  den- 
jenigen Ausdrucken  xuäammen,  durch  welche  nach  (ti)  re&pective 
die  sechs  GrOssen 

dargestellt  werden.  Jetzt  liisitt  sich  der  Stdiluss  ziehen^  doius 
der  Ctibus 

bei  allen  möglichen  Vertanschnogen  der  Elemente  f,,|,,  ^,  nur 
JIM  von  etHander  vcrmfiiith-nc  Wrrthe  annehmen  kann.  Dnrch 
eine  cyciisehe  Fermutation  der  Elemente  bleibt  der  Cubas  utigc- 
3ndert,  da  zu  der  llasis  nar  eine  dritte  Wnrxel  der  Einheit  als 
Factor  hinzutritt,  und  jede  dritte  Wuritcl  der  Einheit  durch  die 
Erhebung  auf  den  Cubus  zur  poüilivcii  Einheit  wird.  Durch 
die  VcrtauHchung  von  ^,  mit  f,  geht  dieser  Cubuti  in  den  Cubu» 

über,  welcher  bei  einer  cycliaehcD  i'ermutation  sieh  ebentalls 
nicht  Undert.    Offenbar  wird  dnrch  (7)  die  Grösse  21  gt',  durch 

(8)  die  Grösse  27i/(*  ansgedrtlckt. 

Pie  ISeätiitiniuiig  der  Grilssen  if*  and  i'**  erfolgt  in  §1^1 
durch  die  AiifliisuiiK  eini.T  quadraÜschen  Ohkhun<j,  welche  man 
aufstellen  kann,  weil  bekannt  ist,  dass  die  Summe  <f>'  +  ip* 
gleich  der  Grösse  — ft^,,  und  dass  da»  Product  ift'',  wie  schon 
in   dem   gegeuwüitigen  §  erwilhnt   worden,   gleich  der  Grösse 

—    '   sein  muss.    Nun  liefert  das  Aggregat 

(9)  (£,  +  eVf,  +  e  I,)'  +  (?.  +  e£.  +  e'  ^.Y 

eine  Darstellung  der  ijuiuiue  21ff'+  27i/i»=  — 27A,,  und  das 
Product 

(10»  ^^  +  e'?,  +  e$J{?.  +  e?,  +  e^^) 

eine  Darstellung  des  Prüdiicts  9yi/'^  —  3h,.  Die  Verbindunt/en 
(9)  und  (10)  der  Eicnmitt  |,,  ^„  |,  erweisai  sich  aber  ofe  cin- 
tccrthig  oder  symnuirisch.  Denn  in  (9J  bleibt  bei  einer  cyclischen 
Peruiutation  jeder  Cuhus  ongeitndert,  und  geht  bei  einer  nicht 
cyclischen  Permutation  der  eine  Cubus  wecbsclsweise  in  den 
anderen  über.  In  (10)  bewirkt  eine  eyclisehc  l'ermututiuu,  duas 
zu  jedem  der  beiden  Faotoren  eine  dritte  Wurzel  der  Einheit 
als  Factor  hiuxukomnitj  jedoch  so,  dass  das  I'roduet  der  beiden 
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dritten  Wurzeln  der  Einheit  immer  gleich  der  positiven  Einheit 
ist;  eine  nicht  cyclischc  rcrmutation,  wie  die  Perrnntation  von 
^,  mit  ^„  hewirkl  dagegen  eine  gegenseitige  Verwandinng  des 
einen  Factor»  lo  den  andern.  Indem  die  Grössen  ä,  und  A, 
nach  {20)  des  U  51  durch  die  Cocl'ficienten  der  zuf^chörigen  all- 
gemeinen cuhiHchcD  Gleichung  ausgcdrtlekt  werden,  erhalten  die 
symmetriechen  Verbindungen  (9)  und  (10)  die  in  ßezug  auf  die 
Coef'Qcienten  der  Gleichoog  rationalen  ganzen  Auädrlicke 

(11)  (?,+(.■  i,+ti.)'+ (f.+s?.+s%v=-  -;.' + °-f^-^'. 

(12)    (l.+e'r.+e^.)(ir.+e^.+e%^)  =    4"  t^- 

Wir  hetrfichten  jetzt  die  allgemeine  Anflnsnng  der  biqua- 
ärtäischen  (Heirbutttf.  Die  vier  Wurzeln  f,,  f,.  1,,  f,  werden 
durch  die  Gleichungen  (16j  des  §55  auHgedrUekt,  nämlich 


^S--Ä^  +  ö.  +  ö.  +  ®. 


(13) 


4o 


+  «.  -  0,  -  '=^. 
-  0,  +  0,  -  0, 


wo   ©,,  Ö„  0,    Quadratwurzeln    aus    bestimmten  Gr538enTer- 

bindnngen  sind,  welche   der  Bedingung  «,,  0„  0, 

gcnflgcn.     Um    dtette    4    Gleichungen    naeh    den    Unbekannten 

--,  0,,  0„  0J,    anf7,nlo«en ,    multipliciren    wir    dieselben    der 

Rt'ibe  nach  mit   pas^send  gewählten  Factoren,  und  addiren  sie 
hieraur.    Die  Faeturcn  »ind 

erstens  H-  1,  +  I,  +  1,  +  1, 
7.weitenft  +  1,  +1,  —1,-1, 
drittens  +  I,  —  I,  +1,  —  1^ 
vierten»  +1,-1,  —  1,  +1. 
Dadurch  entstehen  die  folgenden  Resultate,  von  denen 
erste  wieder  bekannt  ist, 


I 


Die  Anzahl  der  sämmtlichen  PennuUtionen,  welche  mit 
den  vier  FJcineitten  5,,  ^„  ^,,  $^  ^ebüdol  wiüi-dcn  kcioncn.  hctra^-t 
uacb  der  io  8  4B  angcgcbcucu  Regel  vier  und  Kwaoxig.  Die  Ver- 
biodung  i",  4-  i'i  —  5,  —  f^  bleibt  aber  ungeäutleit,  wenn  die 
beiden  ersten  Elemente  vcrvveehselt  werde»  und  wenn  die  beiden 
letzten  Elemente  verwecb^clt  weiden;  dadureb  lallen  immer  die 
Wirkungen  von  vier  Pcrmatationeii  zusammen  und  diese  Ver- 
bindung nimmt  nur  sechs  Mon  einander  vcrscktedene  \VeHhe  an. 

Vier  Elemente  lassen  siyb  auf  dreierlei  Art  in  zwei  Paare 
abtbeilen,  and  bei  jeder  von  die»eu  Tbeiluugen  ist  eioeVertau- 
schnng  des  einen  Paares  mit  dem  anderen  innglich.  Setzt  man 
feel,  dass  bei  den  Elciuenten  i',,  ^j,  £,,  ;,  die  Kiemente  des 
einen  Paares  mit  dem  positiven  Zeiclien,  die  Element«  des  an- 
deren I'aares  mit  dem  negativen  Zeichen  verseben  und  alle  vier 
addirt  werden,  so  entstehen  die  seclis  verschiedenen  Ausdrikhe 

in  welche  die  Verbindung  f ,  +  ^j — ?»  ~  ?«  Ubentugehen  im 
Stande  ist.  Jeder  in  der  zweiten  Zeile  iR^ünilliohe  Ausdruck  wird 
aas  dem  darüber  stehenden  dureb  Multt[>lieatioD  mit  der  nega- 
tiven Einheit  hervorgebracht,  nnd  nach  Maitsgahe  der  Gleichan* 
gen  (U)  dienen  die  scchß  vorstellenden  Ausdrltckc  beziehnnga- 
weise  zu  der  Darstellung  der  scehs  Gri^ssou 
4Ö„        40.,        40, 


—  4«, 


40,.   -40.. 


Da  bei  der  Erhebung  auf  das  Quadrat  die  negative  Ein- 
heit zu  der  positiven  Einheit  wird,  so  ist  das  Quadrat 
(15)  (,c^  +  ^,_|,-^^V 

eine  dreitcerthitje  Verhindnng  der  Klementc  ^,.  $,,  i",,  f..  Vermöge 
dieser  Verbindung  und  ihrer  unter  einander  difterenten  Peruio- 
lationcn  werden  die  tiriissen  1^0*,  16 0J,  I60||  dargestellt. 

Nun   rllbrt   die  Bestimmung  der  Grössen  fi\,  ÖJ,  0J  von 
den  Glciehungen  (7)  de^  ^  55  hur;   denn  diei»clbcu  liefern  dio 


Coefficientcu  tlcrjenigen  cubischm  (rlctchunfj,  deren  Warzeln  die 
(irHsfien  p'  =  t:,.  </'  =  »;, i  •''  =  Vi    sind,    während    andcrcrseitoi 


ö;  = 


Vi' 


<,,   genommen 
nacb  tllr  0,,  Ö„  0,  die  Gleichangcn 


betttehen 


flß) 


0;0;  +  0j9;  +  ®;0:=     ^-^ 

0.0.0,--    g^ 


(n) 


Die  linken  Heilen  dieser  Gleiehungen  werden  darcli  die  Elemontei 

^1-  liit^K  ?4  folgender massen  ausgedrückt 

!256(&;0;+0;0j+ö;0;)=(^.+^^-f,-£.i«if.-|.+|.~^.V 


1 


Üci  den  hier  erseheinenden  Verbindungen  der  Elcmeote 
^11  ?»  ^»»  ^.  '•^'^t  flbeinialfl  die  KigeiiHrhsilt  hervor,  eintcerthig  zn 
sein.  Die  rechte  Seite  der  ersten  Gleichung  ist  die  Summ«  der 
drei  vcrschiedetien  Weitfte  deji  AusdrueJies  (f,  +  ^,  —  |,  —  f,^'» 
die  rechte  Seite  der  /.weiten  (ileichung  die  Summe  aiis  d*H  JVö- 
dwim  von  je  swei  Werthert  des  Ausdriicles  (|,  +^, —^,  —  ^,V; 
hier  simi  nur  dicjcnigrcn  i'erinntalionen  von  Hcdeutung,  durch 
welche  die  vorkommenden  <^ndrnfe  eine  Aendernng  erfahren, 
itiid  /war  wird,  iudciu  timn  lllr  die  Zeiger  I,  2^  3,  4  sneeetiftivc 
die  Zeiger  1,  3,  4,  2  und  die  Zeiger  1,  4,  2,  3  einsetzt, 
^.  +  f.-£>-|.  »n  t,_£^+t^_|„  dann  in  f.-f.— ?,  +  ?<| 
^,-|.  +  l«-f.  in  ^^—L-L-^^,,  dauuin  ^.+|,-r.-?< 
^-^,-f,  +  f.  in  ?,  +  £.-^.-f.,  dunnin  r,-f.  +  f«-?J 
verwandelt,  80  riaas  jene  beiden  Summen  nngeändcrt  bleiben 
müssen.  Die  reehte  Seite  der  tetxten  Gleiehimg  behält  iür  die 
so  eben  bczcicLneten  I'ormutationen  ihren  Wcrth,  indem  vod 
den  drei  Faotoren  jeder  in  den  nüehnt  folgen  den  und  der  letztdH 
in  den  ernten  tiberKcht.     Die  Perrmilntionen    nher,    bei  welchen 


die   aul'lrctcDden  Quadrate   uugeUndert   bleiben,  Üben  auf    das 


i 


Product  dcslialh  keinen  Eiiifluss,  weit  vcrinUge  derselben  von 
den  drei  Factoren  immer  zwei  zugleich  in  den  cnt^egcngeHctÄlcu 
Wertl»  übergeben,  wabrend  der  dritte  Factor  sieb  nicbt  iUidert. 
Die  aus  den  Elementen  ^,,  ^„  £„  ^.  gebildeten  in  Kedc  stehen- 
den symmetrischen  Verbindungen  können  aU  rationale  ^awxi 
Ansdrttc-kc  der  Cocffieicuteu  der  botn^fTcudcn  biqnndrntittcbcD 
Gleichung  dargestellt  werden,  indem  man  in  diu  obigen  Glci- 
chungeo  {16}  die  ans  (15)  des  g  r]5  entnommenen  Auädrilekc  von 
'',.  A^-64  einftlhrt.  Das  Ergebnis»  hievon  sind  die  folgenden 
OleiebuogcD 


2' (©jfit;+ö;  «;;+©;  e;)= 


30? 


3«!. 


+ 


16a,  (J. 


*    16  a;  _  61  g^ 
4g,g,         8a, 


'    '    *        «:        0;         a.  ' 

wbiche  mit  den  obigen  Gleichungen  (I4J  vereinigt  werden  mllaBeu. 


I  58.    Darstellbarkelt  der  rationalen  ganzen   «ymmetrisolien 

Verblndunsen  von  n  Elementen  dorota  /*  ■ymmetriache 

Grund  V  erli  lud  un  g'en. 

Bei  der  im  vorigen  §  augestelltcn  Erörterung  der  Auflö- 
sugen  von  den  Gleichungen  des  zweiten  bis  vierten  Grades  ist 
die  Ilcobaohtnng  gemacht  worden,  das»  die  auftretenden  uns 
den  Wurielu  einer  Glcicliuug  gebildeten  symmetrisi^hen  Verbin- 
dungen als  rationale  ganze  Ausdrüekc  von  den  Cocfficicntcn  der 
betrciTenden  Gleichung  darstellbar  «ind.  Die  Coetlieienten  der 
Gleieliuug  sind  aber,  wie  zuerst  in  §  4G  hervorgehoben  ist,  mit 
uitwecbsclnden  Vorzeichen  geuorameu,  glcieb  den  syiumetrlHi^hcii 
Grmidverbindungen,  oilmlich  gleich  der  Summe  der  Wuraclu, 
dci  Summe  auR  den  l'ioducten  von  je  zwei  Wnrzeln  ii.  s.  f.  In 
der  That  ha1>cn  wir  c»  hier  mit  einem  Satze  zu  tbun,  der  sieb 
auf  die  symmetrischen  Fnnctioncn  von  beliebig  vielen  EJemenlen 
bezieht  nnd  der  folgende mia.sflen  auBgcsp rochen  werden  kann: 

Jede  üigfhrttiarlu^  rationtile:  «jansr.  sytmm-trisrhr  Vn-hindmHj 
von  n  Ettmtentnt  ^*„  |„  .   .  ^  ^««n  o/^  pi»  rrtdouahr  ijanset-  Aua- 

UpMblli,  Aulyita- 


druck  der  «  si/mmetriscitm  Ormuiverbindunge»,   der  Surmm  derM 
EUmmte  ^    £  .  der  Sutimie  der  Productr  ti>n  je  sivn  ElentetUm 


2    .  ?  f„  u.  8.  f.  bis  Bu  dem  Prcdttct  aller  Elemente  f  ,f  , . .  5 

dargi'sUilli  werden,  und  cwar  mir  auf  eine  ä.tuigc   Wf^p,, 

Jode  gegebene  rntlonnic  gnnzc  s^nnniotrJsche  Verbindung 
a  der  H  Elciucntc  ^,,  f„  . . .  g^,  ist  glcicb  einem  Aggregat  einer 
endliclieu  Znlil  von  Gliedern  von  der  folgenden  Gestalt 

wo  lue  Exponenten  X,  /*, »-. . . ,  A',  ^',  *' . .  positive  ganze  Zahlen 
mit  RinttcliInfiK  der  Null  sind,  nnd  M,  M', . .  Coeflicient*n  Itedeu- 
tcn,  die  von  den  Elcmcuien  su^i'-'^u  "'clit  abbilngen.  Man 
stellt  sieb  vor,  Ja»»  die  Glieder  de«  gcget)cneu  Aggregats,  wclelie 
Kicb  nur  in  Betreff  der  Cocfticicnten  anten*cbeideu,  immer  durcU 
Addition  zu  einem  Gliede  vereinigt  siud,  so  dass  fllr  je  zwei 
(ilieder  der  vorliegenden  Darstellnng  (l)  näcbt  gleichzoitig  die 
Gleiebnngen  }.=^X%  t'—f''>  v  =  v', ..  bestehen. 

Wir  wollen  nun  ein  Trincip  autstellen,  nach  welchem  die 
einzelnen  Glieder  geordnet  werden  kennen.  Den  Elementen 
^1»  !«•- ■  In  ^^'•■''■'^ß  C'"C  gewisse  Reihenfolge  gegeben,  welche 
durch  die  lUtibenfolgc  der  Zcigor  \,2,..n  auagedrUckt  ^iu 
mygc.  Bei  v.wci  verschiedenen  Gliedern  werde  d:iun  /acrst  dcr- 
jcDJgc  Exponent  vergtichen,  mit  welchem  in  denselben  daii  erste 
FJemonl  f,  behaftet  ist;  wenn  einer  der  beiden  Exponenten 
Ä  utui  }.'  grüsscr  ist,  so  niiige  dem  betreffenden  Gliede  eine 
höhere  Ordnung  zukoumien.  Wenn  dagegen  A  =  A'  ist,  so  wenle 
der  Exponent  vergliehen,  zu  dem  in  den  beiden  Gliedern  da« 
zweite  Elenient  erhohen  ist;  wofern  einer  von  diesen  beiden 
Exponenten  fi  und  /('  den  anderen  Übertrifft,  so  nn'igc  wieder 
das  betreffende  Glied  das  Glied  der  höheren  Ordnung  genannt 
werden.  Auf  diese  Weise  ist  so  lange  fortzufahren,  bis  nmu  iti 
den  beiden  zn  vcrglciehcndcn  (üicdcm  auf  zwei  Exponenten  des- 
selben Elements    kommt,   die  einander  nicht  gleich  sind.    Von 

luv  l'     u'    v* 

den  beiden  Gliedern  ^ff,  ^^  f ^  . .  undJf  ^^  f^  $^..  beisst  aI»o 
das   erste   das  Glied   der   hlibcren  Ordnang^   wofern   entweder 


I 


FunduneniftteiKcniictiaft  der  tymtncirHch«n  V«rbiniliin^iL 


Aggrega ts nicht  lue  9ilmnit]icliciiGleicliungenA  =  i',^  =  (t',i'^v',.' 
erfüllt  sein  dUrIcn,  so  gehören  nacb    dem   angegebenen  Princip 

alle  versübiedenen  Glieder  de«  Aggregats  ku  veisebicdciicn  Ord- 
noDgen. 

Dieses  Prineip  ist;,  wie  man  sieht,  auf  jeden  rationalen 
ganzen  AiiHdrock  gegebener  Klemcntü  an^rentlbar,  und  fallt  bei 
einen»  Ausdrneke,  der  nur  ein  Clement  enthält,  mit  der  Ord- 
nung nach  den  PotenKen  dieses  Clements  zusammen,  wclehc  fUr 
die  r<UiotiaIm  gatiseii  Fimctionen  einei'  Variable  in  S  23  -einge- 
fllhrl  nnd  seitdem  beibehalten  ist.  (>ebraucht  man  das  Trineip 
bei  zwei  rationalen  ganzen  AusilrUckcn  gegebener  ßlenieote, 
multiplicirt  diese  Ausdrucke  nut  einander  nnd  ordnet  Ja«  Pro- 
dact  nncli  dcniKcIlHn  I'rincip,  so  zeigt  sich  durch  eine  oinfacbe 
Uclierlegiiug,  dass  die  (jlieder  der  höchsteu  Ordnung,  die  in 
jedem  der  beiden  Ausdrucke  vorkommen,  mit  einander  niutti- 
plici)%  d:LS  Glied  der  htUdisten  Ordnung  hervorbringen,  das»  In 
dem  gebildeten  Produkt  anftritt.  Desgleichen ,  wenn  mehrere 
ralionalc  ganze  Ausdrucke  derselben  Elemente  mit  einander 
luultiplicirt  ^verdeu,  erzeugen  die  Glieder  der  höchsten  Ordnung, 
die  in  den  einzelnen  rationalen  ganzen  Ausdrücken  vorhanden 
sind,  dureb  MultipHcation  da«  Glied  der  lirtehstcn  Ordiiuitg, 
wulebes  in  dem  aus  der  Multiplication  der  einzelnen  rationalen 
f^nxen  Ausdrllekc  entstandenen  Productc  vorkommt. 

Die  KigeuÄchuft  ein*;«  rationalen  ganzen  Aiisilnuike«  gege- 
bener Elemente,  in  Bezug  auf  diese  Elemente  spnmidrisch  zu 
)>cio.  zieht  eine  besondere  BcschnfTcnbeit  des  Gliedes  der  bUcbsten 
Ordnung  oacb  «ich,  welches  in  dem  Ausdrucke  enthalten  i^L 
Es  Rci  in  dem  Kymmctrisoheu  Aufidruckc  a  das  Glied  der  hüchstcn 
Ordnung 

luv  ta 

(2)  J!f^,  s^^...-l.. 

dann  gilt  flir  die  Exponenten  X,  fi,  v, . .  lo  das  Gesetz,  dnss  jeder 
E^tponent  tlen  folgentlen  Übertreffen  oder  ihm  wenigstens  gleich 
fiein  innsB.  Der  Grund  hievon  ist  leieht  einzusehen.  Da  sich 
der  Ausdruck  a  bei  keiner  niiiglicben  Vcrtausebunt;  der  Klomcntc 
fii  ftr-^ii  Ündcrn  darf,  so  niUsaen  in  dem  Aggregate  von  UMedern, 
an«  dem  a  bejttcht,  aneh  alle  diejenigen  Glieder  enthalten  sein,  die 
an»  dem  Qliedc  dev  hi'»chstcu  Ordnung   durch  irgend  eine  Ver- 
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tnusctinng  der  Elemente  entstehen.  Hesetzt  nun,  es  wäre  ia  ('2)j 
der  Exponent  /.  kleiner  als  der  ExpoDciit  ft.  Jetzt  urnas  in  <r 
auch    daHJeuige   Glied    vorkommen,    welches    aus    den»    Gliede 

M  §^  ^  §^...Sa  durch  VertauHchnng  der  beiden  Kiemente  f,  nnd^^j 

hervorgeht.    Dies  ist  das  Glied  31  i,  s»  f,  ■  •  •  l„  •  Wofern  al 

X  kleiner  wSre  ab  ft,  so  wUrdc  das  Glied  M  $^  ^  ^, 5„  v< 

niedrigerer  Ordnung  sein,  als  jene«,  und  da^  widorspricht  der] 

bcstchendcD  Voraussetzung,  dass  M  ^,  ^,  1, . . .  |„  das  Glied  der] 
hlicb^ten  Ordimng  sei.    Durum  ifit  die  Annahuie,  das»  ).  klcinci 
sei  als  /(,  unzul!l88ig.     Ein    ähnlicher  Widerspruch   crgiht  sich,] 
wenn  angenommen  wird,   d:uss  zwar  l>fi,  dagegen  ft<:r  rcL] 
Denn   alsdann   wllrdc   das   nothwendig   in  0   enthaltene  Glied] 

^^,ft^-  Ci  welches  aus  dem  Glicdc  ^  ii  ^  fi  ■ .  ^  durch 
Vertaiischung  der  Elemente  £,  und  ^^  entsteht,  von  h«hercrOrd-1 

nung  sein,  als  da»  Glied  der  höchbtcu  Ordunug  Jtf  |,  f|  $,  ..^J 
Das  fileiche  gilt  von  jeder  Aiinalinio,  welche  doni  anfgestclltco] 
Gcflctzc  zuwider  läuti,  so  das»  diiwselbe  vollmundig  hcwicscn  iHtj 
Wenn  man  jetzt  ans  den  Exiwneuten  >., /i,  k,  . .  c^  des  io] 
dem  Antulrucko  a  vurknnimendcn  GliedcB  der  liüchslcn  Ordnung 
die  DifTerenzen  hildct,  und  die  Heihe  der  Differenzen  mit  deqtj 
Exponenten  w  von  ^„  schÜeast, 

80  mnfiH  jede  dieser  Zahlen   entweder   pOHitiv  oder  gleich  Nnll' 
sein,  und  man  kann  jenes  Glied  (2)  folgendertnasseu  darstcllcaj 

Betrachten  wir  die  symmetrischen  GrundverhinduDgeo 


■•f.f.--f„. 


so  siucl  die  Glieder  der  hEJchsteu  Ordnung,  welche  in  dcuiaelbf 
auftruten,  nach  der  Reihe  die  folgenden 

»»»  »1  ft»  St  St  Ss«  •  •>  5i  >«  •  •  5d*  ' 

Wenn  man  daher   den  Coeffieienlen  M,  die   zn  der  nicht 

negativen  ganzen  Potenz  des  Grades  l  — /*  erhobene  Verbindung 

^'(t^„,   die   zu   der   nicht   negativen  ganzen   (/i  —  f)  t«u    Tuteuz 


I 


crliobcne  Verbindung  3^^  S^  §^,  u.  e.  f.  bis  zu  der  uiclit  nega- 
tiven gauzcn  reiten  Potenz  der  Verbindung  li  f«  •  •  ^^  t  ZQ  einem 
Prodacte  vereinigt, 

(3)  p  =  if{J„i-„) 

«o  ist  dasselbe  ('in  aa«  den  w  RvmmelrischenOrnndvcrbjndtintjcu 
gebildeter  ratioiinler  ganzer  Aut^druc-k,  und  zugleich  eine  syni- 
metrische  Verbindung  der  h  Elemente  ^j,.  .^,  bei  der  nach 
einer  vorhin  gemachten  Bemerkung  das  Glied  der  höchsten  Ord- 
nnng  dem  Glicde  der  h^ch&ten  Ordnung,  dnn.  in  it  vorltnmmt, 
gleich  ist.  Wird  daher  die  Differenz  u~p  genomnicn,  sti  lullt 
in  derselben  jene«  Glied  der  htlchsten  Ortlnnng  fort.  Die  Diffc- 
ren»  u^jj  ist  also  eine  »yniractrisiche  Verbindung  der  n  Kle- 
menle  f,,  f,, . .  fjj,  in  welcher  nur  Glieder  vorkommen,  deren 
Ordnung  niedriger  int,  als  die  Ordnung  des  in  a  befindlichen 
Gliedes  der  hOebsten  Ordnung. 

Das  Glied  der  höchsten  Ordnung,  welches  in  der  symme- 
trischen Verbindnng  a  —  p  enthalten  ist,  sei 

Ibc  mos«,  wie  aus  dem  eben  Gesagten  folgt,  von  niedri- 
gerer (trdnung  sein  als  da>;  Glied  der  hrrebsten  Ordnung  (2)  in 
der  Verbindung  n;  es  muss  ferner  in  seinen  Expnueiitcn  day 
Gesetz  befolgen,  welches  wir  für  die  Exponenten  eines  Gliedes 
der  b^fchsten  Ordnung,  das  in  einer  symmetrischen  Verbindung 
vorhanden  ist,  nachgewiesen  haben,  so  dass  von  den  ganzen 
Zahlen 

^|— ^'..  f.—  ^..    ■•.'". 
keine  negativ  ist.    Man  kann  demnach  das  Product  aufstellen 

(5)  p,  =  AI,  (J,.  ^J'^''  (2„^  ^  ^,  i^) . ,  {^,  ^, . .  §f\ 

welohe«  ein  rationaler  ganzer  Ansdrnck  in  Bezug  anf  die  «  sym- 
ntetrischen  Grnndverbindungeu  und  eine  -symnielriseho  Verbin- 
dung der  H  Elemente  ist,  die  dasselbe  Glied  der  höchsten  Ord- 
nung hat,  wie  die  Verbindung  a—p.  Vermöge  dessen  cntbiLIt 
die  anrt  a—p  durch  Snbtraetion  von  p^  hen'orgehende  .symme- 
trische Verbindung  fi  —  p^p,  our  solche  Glieder,  die  von  nie- 
drigerer Ortlnung  sind,  ab  das  Glied  (4),  welches  in  der  Ver- 
bindnng a—}t  die  hftehsle  Ordnung  vertritt 
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Dieses  Verfaliron   lässt  sich   fbrtectseo,   indem  man  n 
einander  immer  neue  l'roducte  aus  den  anftretendon  CoeFüt^ientc 
und  hestiiumteu  ijositivcn  Potenzen  der  n  symmetrischen  Grund' 
vei-hindun;;i-.n  bildet,  die  p„pi,  -.  f^nannt  werden  mUgen,  und^ 
dasselbe  erreieht  notliwendig'   nach    einer  befltimtnten  Zahl  von 
Wiederiioliingen    sein   Ende.     Denn    das    i){i>i:hstc  Glied   in  der 
\'erbiadung  p,    ist   von   niedrigerer  Ordnung,    als  das    bMchste 
Glied  in  p,  und  überhaupt  folgen  die  Ordnungen  der  hiicbstcB: 
Glieder,  welche  in  p,  p^,  Pf>--  vorkonmicn,  einander  in  abstei 
gcndcr  Keihe.     Die  Auznhl  von  Gliedern,  die   in   einer  symmo^ 
triufheu  Verbindung  die    hücbste  Ordnung  einDchnicn  kiinnen« 
und  deren   Ordnnng  zugleich   niedriger   itit,   als  die   Ordnung 
eine»  beBtimmten  Gliedes  dieser  Art,  ist  aber  eine  heschräiiktCÄ 
In  einem  Glicdc,  welches    in    einer   gymnietri sehen  Verbindung™ 
die  höchatc  Ordnung  einnehmen   kann,   darf,  wie  wir  gesehen 
haben,  der  Exponent  von  f,  von  keinem  der  Übrigen  Exponenleoif 
ühertrolTcH  werden;    damit   ein    solelies  Glied   von    niedrigerer" 
Ordnung  sei,  als  das  höchste  in  der  Verbindung  a  vorkouiuiendo 
Glied  (2),  in  welchem  die  Kxponenten  von  f„f„..^  ebenfalls 
nicht   gr^sKcr   «ein   dürfen,   nie   der  Expouent  ).  von  f,,  ist  ca, 
HnmHj;:lich,  \\sim  in  dem  betreffenden  GHedc  irgend  ein  Exponent! 
einen  Werth  habe,  der  Ober  }.  liegt.  Weil  daher  in  einem  soleheit] 
Grade  die  Bämmtlichcn  Exponenten  aus   der  Reihe   der  ganzei 
Zahlen  Ü,  l,  2,  . .  i  genommen  sein  niHssen,  so  kann  die  Anzahf 
der  Glieder  dieser  Art,  die  in  einer  symmetrischen  Vcrhindung 
die   höchste  Ordnung  einKunehmen  vcrnüfgen  und  von   niedri^| 
gercr  Ordnung   sind,   als   das  Glied  ('i),   nicht   Über   eine  feste 
GrcHÄC    liinausgehcn.    Die  Verbindung  a  wird    deshalb   durch 
die  aufeinander  folgende  Subtraction   der  Ausdrucke  p,p,ip,j. 
Kuletxt  erachftpft;,  und  man  gelangt  zu  der  Darstellung 

durch  welche  der  erste  Theil   des   aufgestellten  tiatxes  er^yi« 
sen  ist 

Dem  Beweise  des  zweiten  Tlieüps,  welcher  die  Behauptung 
enthält,  liass  eine  Darstt'Uimg  der  </c</cba\cn  nt^mmtrischen  Ver- 
himhtmj  a  als  rationaler  gaiuer  Äu.'idruck  der  n  stpHmctriiU.him 
Gnmdverbittdungen  nur  auf  eins  einsige  Weise  ausgeführt  werden 
könne,  ist  ein  Hitifssatz   voranzusehicken.    Durch   den  tiatz  (3] 


lls 

ntfl 
mm 


KigenBcfaifl  der  ralioDmleu  ganzca  Functiooeii. 


dc8  g  43  ist  tcat^estellt  worttcD,  daäs,  wenn  eine  rationale  f^atizc 
Function  de8  «len  (irades  einer  Variable  x  tUr  meiir  als  »  vod 
uiDaiidor  vcrsehiedciie  Wcrthe  von  x  versch windet,  die  t^^uimt- 
liehen  Cuet'fieienten  der  Function  ^leicli  Null  sein  müssen.  Dieser 
Satz  lässt  sieb  auf  rationale  ganze  Functionen  von  zwei,  drei 
und  beliebig  vielen  Variabcln  ausdebuen.  £»  ist  sclion  ange- 
deutet worden,  diibs  das  In  dum  gegen wilrti gen  g  entwickelte 
Princlp  brauchbar  ist,  um  die  Glieder  einer  jeden  rationalen 
ganzen  Function  von  beliebig  vielen  Variabeln  x,  y,i,..  %m 
urdaeu.  Kine  solche  Function  f{x,  y,  2, . .)  kann  aber  auch  in 
der  Weise  geordnet  werden,  das»  mau  zucrnt  nur  auf  eine  Va- 
riable, etwa  die  Variable  .r,  RUckäictit  nimmt^  alle  diejenigen 
Glieder  znsamnier taust,  welche  in  <lieselbe  Potenz  van  x  multi- 
plicirt  sind,  und  die  betreffenden  Ausdrücke  tmcli  der  nbslei- 
gcaden  Keibeutblgc  der  Potenzen  von  x  aneinander  Algt.  So 
ergiebt  üinh  die  Darstellung 

fix,  y,  je,  .  .)=Ä^  X*  +  ^,  x'*"'+  -.  +  A^^ 
in  welcher  die  Ausdrucke  ^„,  ^,, . .  ^In  rationale  ganze  Fuuetioncn 
der  Variablen  y,», ..  sind,  die  Variable  x  jedoch  nicht  enthalten. 
Jede  einzelne  dieser  Knrctionon  läset  sich  in  derselben  Weise 
nach  den  Potenzen  einer  zweiten  Variable,  zum  Beispiel  der 
Variable  ^,  ordnen,  wodurch  die  ÜargteHungen 
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entstieben,  in  denen  die  Faet^jren  der  Potenzen  von  y  nur  die 
Variabein  r, . .  aber  weder  x  noch  y  enthalten.  Und  go  kann 
man  tbrttabren,  bis  man  zn  Ausdrücken  gelangt,  die  nach  den 
Potenzen  der  letzten  Variable  geordnet  sind  und  bei  denen  die 
Coet'ticienten  von  keiner  der  Variabeln  f ,  v»  '^>  - .  abhängen.  Da 
die  anzustellende  lietracbtiing  dnrch  die  VcrgriJsBcrung  der  An- 
w»hl  der  Variabein  in  keinem  wcHcntlicben  Sttlcke  geändert 
wird,  so  m<>gc  von  jetzt  ab  angenommen  werden,  daäs  iu  der 
gegebenen  Function  nur  die  beiden  Variabeln  x  und  y  vorhan- 
den sind;  dann  werden  die  (Jrössen  A^^,.  .Ä„,^,^\  -4„_o,..jä„  „. 

Fon  ilen  Variabeln  x  nnd  4/  unabhängig,   nml  reprftsentiren  die 


CoctYicScnten,  mit  denen  in  der  gegebenen  Fitnetion  f{x^  y)  die 
vcrscliifilL-ncn  Producte  der  Potenzen  von  x  und  ron  y  niuUi- 
plicirt  üiud. 

Es  sei  m  die  gr<3a8C9tc  unter  den  Zahlen  m„,  m, . . .  fn,, , 
welche  den  (jirad  der  Functionen  ^„,  ^,,..^  in  licxug  auf  die 
Variahlc  ^  ausdrucken.  Wenn  nun  mit  i",,  5,  ...£„+1  eine  Reihe 
von  » -1-  1  verschiedenen  Wertftett  der  Variable  x,  and  mit 
9ij  11«  •  •  •  "Jm+i  ß'^ß  Reihe  von  «4-1  verscfiiethncn  Werlhen  der 
Variable  y  bezeichnet,  nnd  zut;Icich  vorausgesetzt  wird,  <lass 
die  gesehene  Fnnction  f{x,y)  fllr  jede  Comhination  von  eittem 
(/«««•  Wcrffu:  für  X  nnd  a'rteiw  rfieser  WcrOtc  für  y  gleich  Nnll 
sei,  »o  Ul8»t  sich  zeigen,  da»8  die  gftmmtlichcn  CoefücieDtcn- 
^0.»»  •  •  •^•JD«  ■'  •  •  ^n,  Ol  •  ■  A,jn^  gleich  Nnll  sein  mllssen.  Legt  nma ' 
ntUnlicb  der  Varial)lc  je  einen  bestiinintcu  cler  vorgeecbriebencn 
Worthe  r;,,  und  glcicb«ciiig  der  Variable  xsucccssivc  die  Wcrthe 
li>  ?>'• -In+i  **^^i  *"*  ^^^^  ^'®  Function  f[x^y)  nach  der  Voran- 
setzung immer  gleich  Nnll.  Picselbc  lUsst  sich  alsdann,  weil  y 
stets  demcllven  Werth  ;,  erbalten  hat,  als  eine  Function  der 
Variable  x  vom  nteu  Grade  aiiftasscD,  und  es  ratl^iteu  bei  der- 
»elben  vermöge  des  erwähnten  Satzes  die  Factorcn  der  sämmt- 
licben  Potenzen  von  x  gleich  Null  sein.  Dies  sind  die  Functio- 
nen Ä^f  A^,..  A^f  in  denen  filr  y  der  besondere  Wertb  ;;,  sub- 
Btituirt  ist  Dieselbe  Scblnssweise  ist  göltig,  wenn  mit  einem 
anderen  bestimmten  der  Wertbe  i?,,  r*^  , .  iy„+i  ebenso  verfahren 
wird,  wie  uiit  dem  Wertbe  ^,  gescbeben  ist  Dnber  mOi^Ken  die 
Functionen  A^,  Ay, .  .  A^  sowohl  bei  der  Substitution  y=/;,,  me 
auch  bei  der  Substitution  der  übrigen  bezeichneten  Wertbe  vonf 
y  verschwinden.  AVeil  aber  die  Wcrthc  »?,,  i;„..i7ni+i  nach  der 
Vorauösetz-utig  sänimtHch  unter  einander  verschieden  sind,  und  weil 
ferner  m  gleich  der  grossesten  Zahl  nnlcr  den  Zahlen  «*„, m,,...m^ 
ist,  die  den  Grad  jener  Fnnctioncu  in  Bezug  anf  die  Variable 
(/  messeu,  so  müssen  nach  dem  so  eben  angewendeten  Satze 
in  Icder  dieser  Functionen  die  sÄmnitlichen  Coetlicienten  ver- 
schwinden, mithin  werden  die  sümmtlichen  Coet'ficienten  der 
Function  f  {x,  y)  gleich  Null,  und  das  war  gerade  behauptet 
worden.  ^ 

£b  leuchtet  ein,  daas,  wenn  die  gegebene  1-^ction  f{Xj  y]B 


fUr  CID  unVf^immtcs  x  and  ein  unbesiimniies  y  gleich  Null  wXy 
aof  l>ciliehige  Art  «+  I  verschiedene  Werthe  des  x  und  m-¥  I 
verschiedene  Wcrthc  des  y  aulgestcllt  weiden  können,  tHr  deren 
s^Unmtlichc  Combinationcn  /'(T.y)  gleich  Null  winl.  Auch  hat 
das  L'ebcrtragcQ  der  Bcwcisnihrucg  auf  eine  rationale  {;au%o 
Function  von  drei  und  mehr  Variaheia  keine  äebwierigkcit. 
Man  darf  daher  den  Satz  lormolircn,  dass,  wenn  n»«  ralionule 
gante  Function  von  beliebig  vielat  Vari<ib<^n  [{Xyy.s^..)  für 
mbe^iumUe  Wcrihn  der  Vtiriabeln  verschwindet,  die  smttHtliciien 
I  CotifirimteH  der  verscfUedvncn  Productc  (««  ifcn  Folctutn  (ter 
l        Variitblcn  7Wthuvndiff  yleicJt  Null  situl. 

^B  Um    mit  Benutzung   diese»  Satzes   die  vorhin  uutgc»« tollte 

^^Tleliiinptung  zu  reclitlertif^n,  werde  nrigononuiicn ,  dass  die  ge- 
r  gt'beuc  symmulrischc  Verbindung«  aut"  zwei  vcrechiedeiic Arten 
aU  rationaler  ganzer  Ausdrnck  der  «  symmetrischen  Gmnd- 
verbindnngen  dargestellt  sei.  Der  eine  dieser  Ausdvtlcke  werde 
«,  der  andere  s'  genannt.  Jeder  von  beiden  ist  ein  Aggregat 
von  Bestand thetleu,  die  aus  <lcr  Multiplication  von  den  Pro- 
dnclen  der  Ptttenxen  der  n  symmetrischen  Grundverhindungen 
in  unahhängigo  Coeffieieutcn  hervorgehen.  Wenn  daher  die 
Differenz  5 — *'  gebildet  wird,  so  niuss  dieselbe,  da  s  von  s' 
verschieden  sein  soll,  ein  rationaler  ganzer  Ansdrark  der 
«symmetrischen  Grnndverhindungen,  das  heisst  ein  Aggregat 
von  Bcsbindtheilcn  der  bcÄeichneton  HcBchaffeuhcit  sein,  hei 
dem  nach  vollständiger  Znsarainenfasisnng  aller  gleichartigen 
Bcstandtheile  nicht  alle  Coefficienten  verschwinden.  Demnach 
sind  in  dem  Ansdrueke 

(7)       *-y-sije(-.,-/(-.,^^„$/..(?,£,,.,^„/  +  ... 

die  Coefficienten  3)?,...  als  nicht  verschwindende  Grössen  and 
die  einzelnen  Bestandtbcite  als  unter  einander  verschieden  vor- 
sinäznsetzcn.  Es  mltsüte  nun  die  rechte  Seite  von  (7),  wenn  die 
getroffene  Annahme  '/ulässig  wäre,  dass  lltr  die  symmetrische 
Verbindung  a  <Iic  beiden  vcrsebicdcncn  Darstelinngen  n  und  »' 
vxistireu,  die  Eigenschaft  haben  zn  verftchwinden,  sobald  die 
angedeDtoten  Prodncte  von  Potenzen  der  symnietrischen  ßnind- 
vcrbindnngeu  ansget'Ilhrt  werden,  nnd  zwar  konnte  dies  in  Folge 
de»  soeben  bewieseneu  UUItssatzes.  da  die  Elemente  $1,1» ••In 
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yollkonmien  nnhcRtitnmt  hioiben,  iiicbt  amlere  i^cschchen,  als 
imleni  nach  voMcudctcr  KccIjuuiik  iliu  »üiuuitUclicii  (.'oüKiciciUcn 
der  vuracliictleuen  IVodiutto  au»  den  rotenxcn  tlcr  Eic-inento 
^1'  ^«'  li.  s'c'*"!»  Null  werden.  Sobald  aher  die  einzcltiCD  Be- 
standtlicite  der  rechten  Seite  von  (7)  entwickelt  and  nncb  dem 
fUr  die  Bjniiinclrisclien  Verbindiiiifjen  oingcllibrten  Priiieip  ge- 
ordnet werden,  so  Inssim  sieh  verniiigc  der  aufKf^'beucu  Vor- 
Bcbrlften  die  ans  Jedem  lieHiandLhcil  hervurgeliendcn  Glieder 
der  hncbsteii  Oriliiimi;  leinbt  bezeichnen.  Der  erste  Bestand- 
thcil  erzeugt  das  Glieil  der  litjehsten  Ordnung 

(8)  wrr*-"  t  ■■*'■■  c 

und  die  tlhrigon  ßet>tnndthcile  briogeu  entsprechend  gebildete 
Glieder  der  hl^chäteii  Ordnung  hervor.  Alle  diese  Glieder  der 
hOebaten  Ordnung  niUsson  in  IJezug  auf  die  Ilcihe  der  Expo- 
acntco,  zu  denen   die  Klemcnte  |,,  i\, -.5^  erhoben  sind,  diffc- 

riren.  Denn  sollte  lür  ein  anderes  von  diesen  Gliedern  der 
böehüteu  Ordnung 

und  fUr  da»  :&uert)t  genannte  Glied  (8)  oiue  Uchoreinstimoiung 
aUcr  Exponenten  bestehen,  so  wäre  ucDthweudig  auch 

a  =  fi',  b=b'.  .  .  f^l', 
und  dies  Widerspruche  der  Bedingung,  dass  auf  der  rechten 
Seite  von  (7)  nur  noch  vcrscbicdeno  Bcstaudthcilc  vorkommen. 
Unter  den  in  Rede  stehenden  von  einander  verschiedenen  Gliedern 
der  höchsten  Ordnung  rnnss  somit  i^n  Glied  eine  Ordnung  balien, 
welche  die  Ordnung  der  übrigen  ttbertrifft.  Es  sei  dies  etwa  das 
Glied  (8).  Dann  ist  dieses  Glied  erstens  von  bfihercr  Ordnung  als 
die  sämmtliebcn  ilbrigeii  Glieder,  die  aus  der  Entwickelung  des 
KUgeordncten  ersten  Bestandtheiles  hervorgeben,  nnd  zweitens 
von  hiJbercr  Ordnung,  als  die  sämnitlicfaeD  Glieder,  die  au«  der 
Entwickelung  der  sHnimtliohcn  Übrigen  Bestandthcilc  entstehen. 
Wenn  daher  nach  Vollendung  aller  Entwlckclungen  die  Coef- 
üeicnten  der  gleicbniimigce  Troilueto  der  Poleuzen  von  5,,..^^ 

(iherall  addirt  werden,  so  bleibt  das  Glied  (&)  fiir  sich  allein. 
Damit  8  —  s'^=^0  sei,  müsson,  wie  liemerkt  worden,  die  sämmt- 
lichen   CoefRcienten    der    versehieilenen    Prodnete  ans  den  Po- 
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tenzcu  ilcr  Elcuicntc  §,,  |,, . . .  |„  gicicb  Nail  werden,  niid  des- 
halb auch  jcucr  CoclTicicut  9)1.  Anderei-seits  war  vorRnsgeactxt 
worden,  das«  derselbe  eino  von  Nnl!  veisüliicdt-ne  ({rüsse  sei. 
Wir  gelaugtm  daher  diirr.h  die  getroffene  Annahme,  dass  e«  lllr 
die  symmetriache  Verbindung  a  zwei  von  einander  verschiedene 
DarstcIloDgen  s  and  s'  gehen  könne,  za  einem  Widerspruch 
and  erkennen  daraus,  dass  diese  Annahme  nnstaUliatt  und  die 
entgegenstehende  Behauptung  richtig  ist. 

Die  Methode,  wetebe  vorhin  henutzt  worden  ist,  uiu  eine 
synmetriitchc  Verbindung  n  alei  rationalen  ganzen  Aa^druck  der 
n  8jniinetrischen  Gmndverbindnrgen  darzustellen,  gewahrt  die 
Einsiebt  in  eine  merkwürdige  Eigensobiilt  des  betreffenden 
Ansdruekes.  Die  zur  Anwendung  konimendcn  Operationen 
lassen  keinen  Zweifel  darUher,  dags  die  in  dem  geftindcnen 
Aobdruckc  aurtretenden  Coel'fieicnten,  mit  denen  die  Prodiu^le 
der  Potenzen  der  m  symmetrischen  GrundverbiDdungeu  multi- 
pHcirt  sind,  sich  aus  den  In  der  synimetriächeu  Verbindung  a 
vorhandenen  Coelticieulen,  mit  denen  die  Prodactc  der  Potenzen 
der  n  Elemente  l^,  ^„  .  .  £^  multiplicirt  sind,  so  zusammen- 
setzen, diiss  die  erstem  Coefficionten  entstehen,  indem  die  letztem 
Coefficienteu  mit  positiven  oder  negativen  ganzen  Zahlen  multi- 
plicirt und  dann  addirl  werden.  Da  nun,  nie  soeben  howieaen 
ist,  die  heztlgür.he  Darstellung  einer  syuimctrischen  Verhindung 
der  gegebenen  Elemente  ^,,  g„...$^  nur  anfeine  einzige  Weise 
bewerkstelligt  werden  kann,  so  kommt  die  liervorgehobene  Eigen- 
scbafi  einer  solehcn  Darstellung  an  sich  zu,  auf  welchem  Wege 
diese  Darstellung  auch  gefunden  sein  mfige. 

§  59.  Belipldle  zn  d*m  vorigen  g.  Differeuzenproduot  der 
gABTObenen  Wurzeln   einer    Oleiohanff.     Dlioriminante  einer 

OlelohnniT. 

Der  abstrautc  Charakter  dor  im  vorigen  §  gebrauchten 
shlUssc  macht  es  wUuscheiiswertli,  das  erörterte  Verfahren  znr 
Darstellung  einer  symmetrischen  Verbindung  von  »  Elementen 
durch  diu  »  t^ynnnetrischcn  Oriuidvi^ibiudungcn  au  einigen  ein- 
fachen Beispielen  durdizugchcu.  Ks  sei  die  Zahl  »  der  Ele- 
ment« gleich  ncei,  and  man  habe   die  symmetrische  Verbindung 
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BeiipielA. 


9  SO. 


Dag  hBcbste  Glied  ist  bicr  das  Glied  B';  mithin  ninHS  der  Aus- 
druck ^bildet  wcrdeu 

(2)  p=i^,  +  i,y- 

Uicrau»  iblgt'die  Differenz 

deren  einzif^cs  Glied  von  niedrigerer  Ordmiiij?,  als  das  Glied  S* 
Zuglüieh  ist  |[  $,  eiucsyiiiuK'triiivbc  UriiudverbiuUuu;?  der  EU 
iDcntc  f,  and  £„  mitbin 

Die  gcsneliLc  DarstellnDg   der  »ymmctriäcbcu   Verbindung 
^  +  £J  wird  dalicr  durcb  die  Glcicbuug 

gclietert.  Wenn  man  sich  ^^  und  ^.j  als  die  WurÄcIn  ctn( 
qundnititicbcii  Glciehiiug  denkt,  und  die  i»yuinictri»vbeu  Grum 
Verbindungen  iiarh  (4)  cleM  §  4fi  durch  die  CoelTieienlen  de 
GleicbuDg  orHetzt,  »o  koramt  diu  Resultat 

E«  sei  zwcileuii  die  Zubl  n  der  Klcnicntc  glcicb  drei,  and 
die  «ytnmctriöchö  Verbindung  gegeben 

Wegen  des    bücbsteu   Gliedes    |;  ist   zuerst  der  Ausdruck  auf- 
zuH  tollen 

(0)  i)={^.  +  ?.  +  ?,y. 

Demnach  wird 

D88  hier  vurlumdcnu  höchste  Glied  —3^^,  Hlbrt  zu 
Bildung  des  AusdruckeK 

(7)       P.='~-Hi,  +  ^,  +  h)i^j,+ij,-\-u,)- 

Nunmcbr  folgt 

"—i^—i>.=  3  I.I.Sa» 

CS  ist  also 

und  man  erhält  die  Darittcllung 


(^) 


t»   j_  tu 


+  ^";=t^^  +s.  •+•5.y■ 


Vermöge    der  Gleichungen  (4)  des  §  46  verwandelt  sieb  di&- 
dieselbc  in  die  t'olgentle 


Dio  beiileii  helinndelteu  Beispiele  gehfiren  zu  einer  Gattung 
von  syminctrisclien  VcrbiiidanguD,  die  in  ilcr  Analysis  rielfaob 
«Dgcwendet  werden,  nündieh  7,a  den  Sttmmeti  de-r  gleich  hohni 
Patetuen  voti  n  I-ümw-nien,  Kine  allgemeine  Metlioilc,  um  dicKC 
Verbind uDgcn  durch  die  n  syiutnctrittchcn  Grundvcrbindun^a 
auüzudrUcken.  schliesAt  sich  an  g^^wissc  in  dem  nächsten  Ab- 
schnitt mitxutheilende  Keflaltate  ^cnau  nn  und  nird  dcnhalb 
dort  ftuseinaudergesct/t  werden. 

Unter  den  syiuaictriHubeu  Verbindungen  von  m  Iillementeu 
giebt  es  eine,  die  tltr  die  Wertbe  n=2,  -l,  4  bei  der  Auflijsung 
der  Gleichungen  von  den  behaglichen  Orodon  hervorgetreten 
ist,  und  die  in  der  allgcmdncn  Tbeoric  der  Gleichungen  eine 
grosse  Redcutnug  hat.    Man  kann  auii  n  Elementen  ^^,  |,, . .  ^ 

in  dem  Sinne  die  sümmtHchen  Differenzen  bilden,  does  alle 
CoDibinationen  vmt  "je  zwei  verficbiedenen  Klementen  £^^  nnd  |j  auf- 

gesnchl  werden,  nnd  l\lr  jede  solche  Combination  fine  IHfftrmz 
genoniniCD  wird,  und  man  kann  dann  von  diesen  s^niiutliuhcn 
Difiercnzen  das  Product  aufstelleu;  um  aa»  den  Elementen 
f„  und  fj  eine   hrstimmte    Differmz   zu  erhalten,    läRüt  sieb  die 

Hedingung  fcgtsctzcn,    dasa   der  Zeiger  a  kleiner  sei  als  der 

Zeiger  p.    Auf  diese  Welse  entalebt  das  Frodwi  von  ^—r — - 

Factorcn 

(10)  (|,_|,){^,-_£J, 


n— I 


weTclies  filr  den  Worth  «=2  in  die  Differenz  ^,  —  5,  llbcrgelit, 
fllr  den  Wertb  n  =  3  in  §  ö2,  und  Rir  den  Wcitb  n  — 4  in 
§  Tiö  betrachtet  .worden  ist.  Das  Pro<itict  (10)  ist  llibig,  sobald 
die  Elemente  §„  ^„  .  .  ^,  auf  alle  möglichen  Arten  unter  ein- 
ander vertauscht  werden,  i^ivm  von  (riturndtr  durch  das  Vor- 
ecichfin  vcrsehUideru;  Werthe  zn  erhalten.  Wenn  man  uamlieh 
uiit  deu  Elemeutcu    eine   beliebig   bcHtininitc   Fcrmutatiim  vor- 

2 


nimmt,  so  verwandelt  sieh  jede  der   vorhandenen 


Prodoct  rou  DiilerenMA. 

Differenzen    wieder   in   eine  Differen'/.   vnn  zwei  verschictlenen 

ElemeutcD,   nnd    zwar    mllsscu    auch  diese   - — —^ dcucd 

DifferenMU  sünimtlicb  nntcr  einander  ver^chiedea  sein.  Ver- 
gleictit  mau  jede  der  DiiTereiizen  uiit  der  aus  den  entsprecben- 
den  Eleinentrn  ^bildeten  neuen  DiflVrcnz  dem  l'rndnrti^  {\0),  w 
gehiirt  /u  jedor  neuen  Differenz  eine  und  nur  eine  der  tetztüron,  and 
C8  koniHit  uurilnrauf  an,  zu  beurtlieilen,  wann  in  dcu  zusauioien- 
gebtirigcu  Differenzen  das  Vorzeiebcu  einen  Wccbnel  erfahren 
bat ;   denn  aus  zwei  Klcmentcn  ^^  und  £/,  entflieht  nur  entweder 

ttic  Differenz  >„— ?^  nder  die  Differenz  f;}— 5«  =  —  (5^— ?^)- 
So  oft  eine  neue  Differenz  das  entgegengesetzte  Vorzeicben  trigt, 
wIq  die  in  dem  Prnduct  (10)  vorkommende  zugehtlrige,  so  oft 
darf  man  sicli  den  Wcrth  des  Products  (10)  mit  der  negativen 
Eiiilieit  nmitiplieirt  denken;  je  naclidem  die  Anzahl  der  ent- 
gegcngcsetztcn  Vorzeichen  gerade  oder  ungerade  ist,  crbält 
d&her  das  nenc  Froduct  entweder  den  gleicbon  oder  den  cnt- 
gegengeselzteu  Werth  des  ur^iprlinglicben  Products. 

Es  lassen  sieh  ahei-  aus  n  Elementen  auch  in  dem  Sinne 
die  sämnitlichcn  Differenzen  nehmen,  das«  von  jedem  Clement 
nach  einander  alle  Übrigen  abgezogen  werden;  diese  n{n  —  ]) 
Differenzen  mit  einander  mnitiplicirtf  Hefem  das  Product 


(H) 


Vertauscht  man  hier  die  n  Elemente  auf  alle  miiglichen 
Arten,  so  wird  dadurch  der  Werth  offenbar  nicht  geändert.  Das 
ProihiH  (U)  ist  somit  eine  rationale  t/anse  sjfltmtctnsche  Ver- 
binHutiff  der  n  Elenu:nte  ^^,  ^,,  .  .  ^p'  ""*'  '"**•*  "**'  deshalb 
nach  dem  Satze  des  vorigen  g  auf  eine  und  nur  eine  Weise  als 
rationaler  ganzer  Ausdruck  der  n  symmetriecben  Orundverhin- 
dnngen  darntellen.  Wenn  daher  ftlr  die  «  Gritmen  f„  £,...-  ?„ 
nach  (I)  des  S  46  die  zugc-hllrige  Function  de«  nten  Grad( 
einer  Variable  x  gebildet  wird 


(13) 


--f{x)  =  x  +   } 


+  . .+ 


"«-1 


«  + 


SO  darf  man  die  h  syninietri eichen  Ornndverliindiitif^on  der 
II  Elemente  S^,  f,.  .  .  .  §„   respective  durcli  ilie  mit.  nbwccbscln- 

den  Zeiufaen  gCDommenün  Coefficienten  der  Function  -~—  /*(«), 

nämlich '-,—'—,..  [—!)"--    ersetzen,  und  das  Produet 

(11)  wird  gleich  einem  tmit  diesen  Coeffidetüen  der  Function 
—  f(x)  oder  der  Gleichung  /"(^j  =0  iusanitnfngesetsien  rationalen 
ganten  Att^dnickc  'S).  Dieser  Ausdruck  ist  von  Gauss  die  Dettr- 
minante  der  Function  ~~f(x)  genannt  worden,  und  wird  gegen- 
wärtig meintens  als  die  IHscritninante  der  Gleichung  /'(^)=^0 
bezeichnet. 

Djis  Prodnct  (10)  steht  zu  dem  Prodiicte  (U)  in  der  Be- 
xiehang,  da^s  ftlr  je  zwei  verschiedene  Klcmente  ^^  uud  |,  das 
erstero  die   eine  Differenz  ^^^  —  |a,   dagegen   das   letztere   da« 

Produet  der  beiden  Differenzen  (^„  —  ^^)C^^ — ^„)  entliält.  Wenn 

man  daher  das  Prodnct  (10]  mit  einem  anderen  Prodticte  mnlti- 
plieirt,  das  ans  (inj  dureli  die  Umkehrung  der  Vorzciehcn  in 
allen  Uifferciixcu  entstanden  iHt,  «o  wird  das  hervorgehende 
Resultat  gleich  dem  Produet  (U).    Weil  nun   das  Prodnct  (10) 

tos   —^-x —      Faetoren  besteht,  ao   bewirkt  die   Umkebrung 

der  Vorzeichen  in  allen  Differenzen  dasselbe,  wie  eine  — ^r—^  mal 

wiederholte  Multiplication  des  Products  (10)  mit  der  negativen 
Einheit.   Auf  diese  Weise  ergicbt  sich  der  Satz,  das*  das  in  die 

— ^— s — ^fe  PatenJi  der  ntf/cUiven  J-Atihctt    muUiplifrirtß  Quadrat 

^er  aus  den  Elementen  ^^,  |,,  .  .  ^^  gebildeten  aweiwerihigen  Vcr- 
^ndtmg  ( 1  Oj  gleich  der  ans  dcnjitlhen  ElmmUen  hestchendcnaymmeiri- 

nehm  Vrr7rindtmg{l\)ist.   Die  Zahl  --'^P^*  erhält  fllr  die  Werthe 
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tNtertmiäftnU  ahtäf  Oleichaag. 


n^2,  3,4,5, .  .  respective  die  Werthe  1,  3,  R,  10,  . . ,  von  denen 
abwechselnd  je  zwei   nngcrndc   und  dünn  je  zwei  gerade  aua-_ 

n  [n— I) 

fallen ;  die  Potenz  (— l )  iKkommt    derogcmilss   die   eon 

Bpfindircnden  Werthe  —1,  — 1,  +1,  +  1,  .  .  -  .  Ea  ist  deslialb^ 
insbesomlere 

Ol»)  ««  =  3,2)  — (^.-5,VCf,-?.y(5.-f,)* 

Auf  Grnnd  der  so  eben    nacligewiesenen   Eigensebart  de«' 
Producta  flO)  erklärt   sieh   die  Beobn.ebtnng,   da»R  dasselbe  fllr 
die  Bpeciellen  Werthe  h^^2,  3,  4  bei  der   AutlDsnng   der  Glei-; 
chtni^n    \tm   ile»    corre!4{M)ndirenclen  Graden  eine  DarKtellunf 
als  die  Qundratwnrzel  axia  einem   rationalen  ganzen  AnsdruckAl 
der  Coeftieicnteu  der  zugehörigen  Gleichung  geftiudeu  hat.    Dies« 
HestiniiuuuKüii   tlihren,    indem  das   Quadrat   des  FraJucteu  (IO)j 
gebildet  wird,   gleichzeitig  dazu,  fllr  die  Gleichnngcn  der  cnt 
spreehendcD  Grade  die  Diäcriiiiinunte  'S)  selbst  darzustellen. 

Für  awei  Elemente  |,  und  ^,  ist  in  §  57  Formel  (i)  die] 
gynnnctrisL'he  Verbindung  ff, — ^,V  durch  die  Cocffieientcn  der] 
zugehfirigt^n  qnaiiralificlirn  Gleichung  fi^l=(^  dargestellt  worden.' 
Eh  5nilct  sich  daher  vcrraüge  di^  Doli nitioiisgle ich ung  in  (II*) 
1)=— (f,  — ?,)*  der  Ausdruck  der  Düictimtiantc  tler  tültt^wrium  \ 
OlcifJutttg  des  ateeiien  Gradtss 
(13)  %^    4o,«.— gj    . 

Man  sieht  jetzt,  ^\ie  tief  die  Dixcrintinantc  ^  in  die  Theorie 
der  cjnmiratischeu  (ileichung  eingreift    Auf  einem  Slan(]|)unkte^J 
für  den  die  Rechnung  mit  complcxen  Grössen  noch  nicht  exiütir^i 
und  von  dem  au«  der  §  21  verfasst  ist,  entscheidet  die  Diäcrirot* 
nante  2)  durt-.b  ihr  Vorzeichen  zwischen  den  qnadratischen  Glel-j 
chungen,  die   befriedigt   werden  können,  nnrl   denjenigen,    die« 
nicht  befriedigt  werden  kUnncn,  oder,  was  daran»  folgt,  zwiächeo 
den   Functionen  zweiten  Grades,  die  in  zwei  unbestimmte  Fac- 
toreu   de«   ersten   Grades   zerlegbar,    und    denen,   dtc   es    nicht 
sind.    Nach  der  Einlllbrung  der  Rechnung  mit  complcxcn  GrOsseo 
gibt  die  Discriminantc  %  hei  einer   quadratischen  Gleichung, 
deren  Coefficienten  reell  sind,  daHCriteriuin  für  die  Besehafleuheit 


§S9. 


DticriminanlR  einer  Gleiehutii^. 
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der  Ijeiden  Warzeln,  so  dass  dnrch  cioen  poftitifm>  Werth  von 
'X>  Jfwei  eomplcxe  cm^ugirte  HWrWw,  durch  einen  negativen  M'erth 
von  SJ  £icfii  verschiedene  reelle  Wurseln,  und  dtitrh  den  Wrrth 
Null  von  ®  jneei  einander  gleiche  reelle  Wureeln  angezeigt 
werden. 

Das  Prodact  (10),  bezogen  aof  die  Voranssetaung  «  =  3 
ond  die  drei  Wnrzeln  der  nllgenioincn  oulünolien  Gleichang, 
wird  vermöge  der  Gleiehungen  (4)  und  (Ty)  des  S''*2  gleich  dem 
I*mduct  aoB  dem  L)ifloreQKen]iroduet  der  dritten  Wurzeln  der 
Einlieit  (t  — p)(l — e')(ß  — p')  in  den  doppelten  Wertl»  der 
Griisse  ti*.  welche  gleich  einer  Quadratwurzel  aus  dem  Ausdruck 

^+-p   ist.    Das  DiffercnzcnproduL't  (1 — ß)  (1 — c'){f  — e'> 

bat,  wie  dort  bemerkt,  den  Wcrth  ±  3  \/^3  i.  Hieraus  ergiebt 
sieh  wegen  der  Üeßnitionsgleiehuug  in  (II*) 

nir  die  Dixmmintniie  !B  der  allgemeinen  cuhisehm  GieifJtung  die 

Darstellung 

(U)  ^=46J  +  27J;. 

Durch  die  Gleichungen  (20)  de»  Jj  51   klinncn  h^  und  h^  in  den 

Coefticicnten  der  betreffenden  cabischcn  Gleichung  ausgedruckt 

werden,  und  nian  crbüH 

\      al  a„    I      \    a'^  at  a„    f* 

mithin  nach  ausgeführter  Rechnung 

4a;a, 


at 


a!  a*  rt! 


Der  §  r)3  hat  gelehrt,  dass  bei  einer  cubiRchen  Gleichung, 
deren  Coofficicntcn  reell  sind,  die  Natur  der  Wurzeln  wteder 
ana  der  IJeschaffenheit  der  Discriminante^  allein  erkannt  werden 
kann;  ein  positiver  Werth  von  ^  bedingt  fiinc  reelle  und  swri 
rtjmplexe  conjugirte  Wttrteln,  ein  negativer  Werth  rott  X  drei 
mtUr  einander  verschiedene  redle  WurzeJny  ein  versrhmndrmler 
Werth  von  %  drei  rcvUe  Wursvln,  von  denen  nvci  eiTtamler 
gleich  sind. 

Ein  Ausdruck  des  Products  (10)  Rlr  die  VnraiisActznngf 
daSB  M=4  sei  und  dass  i;",,  ^„  ^,„  ^^  die  vier  Wurzeln  der 
allgemeinen  biquaitrati sehen  Gleichung  seien,  ßndct  sich  in  der 


ä43 


Disariminantn  einer  Gleielinni;. 


8B9. 


Gleiiliiiug  (18)  des  §  55  als  rrniluct  der  Zahl  2'  in  das  Diflfe- 
reiiÄCUprodiict  vnii  den  Wurzeln  derjenigiin  culiixi^licn  OIciuliiittf;, 
auf  deren  Uisuiig  die  Lüsung;  der  l)L(|uadraUschci]  Glcichnu^ 
zui-Uokgenüii*t  worden  Ut,  und  die  durch  das  Null^etzen  der 
Fnnctinn  (9)  des  anf^ci^hrten  § 


64 
erlmlteu  wird.  Wenn  man  daher  die  Piseriiniuaute  die 
cuhischon  Gltiieliunjf  mit  'S),  lw/.eiebriet,  »u  Inlgt  fllr  die  Discrr-' 
UHttiintf.  I)  fier  in  llrde  f^teJiaulen  tdlgeaiehum  bitjuadraliachim 
OU-ichung,  welche  iiaeh  Ihrer  Definition  iD  (U*)  dorn  Qua/irair 
dc8  auf  der  linken  Seite  der  Olcicliung  (18)  de«  §  55  auf- 
tretenden  Diflercnzeuproductj^  gleich  ist,  während  die  Disc.rl- 
iniuanie  3),  dem  negativ  gennnmienett  QwuhfUc  dcfi  auf  iler 
rccIiU'n  Seite  derscUien  Gleichung  hcfiudlichen  DiffercnzcD- 
proditctes  gleich  ist,  die  Darütcllung 

Die  Coct'lieicntcn  der  herxielineten  cnhiiHchcn  Oleichnn;; 
werden  dnreh  die  CoefHcienteu  der  gc^el»cncn  Uiquadratiäclicu 
OIcieliiing  niittuli^t  der  Glciebungcn 

K 1  M<  _     Sa,  \ 

2  2*  \    a:  o„    / 

16        4        2"  \  <  al     ^       «:  nl~         a, 

fi*        2"  \     «;  ^      «;  a,  I 

nusgcdrilt-kt,  wie  dies  gegen  das  Enile  des  §  57  zar  Ahloitang 
der  durligen  Gleichungen  (IB)  geachehen  ist,  iiml  hieten  dadnreh 
die  Mcij^liebkeit,  die  Diucriuiinunte  ^^  in  den  Cocftieientcn  der 
biqnadratiHehcn  Oleiclning  daraustcllcn. 

Ikti  der  in  i)  i'si^  angestellten  nnd  m  chca  benutzten  Unter- 
Huebnng  des  aas  dou  drei  Wuritclu  der  allgemeinen  cubiaclicu 
Gleicliunggebilikteit  rtiffercnzcnproduets  (|,  — 1»)($,  -  li)(>,— f,) 
»ind  wir  auf  das  aus  den  drei  dritten  Wurzeln  der  Einheit  ge- 
bildete Difl'ereü/.enprodnct  (I  — (j)[1  — (.'')(e — g*)  gcfllbrt.  worden, 

dessen  Wcrth  gleich  ±  3  K^  •  gefunden  war.  Hiernach  hat  die 
Uiscriminante  X)  der  reinen  (Gleichung  dos  drittf^i  Grades 
^'  -  1  =  0    den    Wortl    —  (l  -pjMi  -    9^)^  {g-  (?')'  =  27 J 


(iC)' 


DtBCriminante  einer  Gleiehaiig. 

Man  kanu  aber  aoch  den  Wertb  der  DiscriminnnteTi  der  rciucn 
GleiuliuDg  dcH  nten  Grade» 

allgcmciu  bestimmen.  Wenn  die  Bänimtliclicn  Wnrzelit  dieser 
Gleicbnug  durcb  die  Potenzen  einer  primitiven  ntcn  Wurzel  der 
Einbeit  ausgedruckt  werden,  welolie  wie  in  §  48  die  Wurzel 

u  =:cos +  tarn 

'  n  n 

mOgei  BO  crbült  da»otji{^c  I'rodtict  (II),  dcuscn  Werth  dnrr.b 
Discriminante  3)  ausgedruckt  wird,  die  OeBtalt 

(Ifl)  (1-wJ       (l-wj).  ..     (!-«""') 


ffc,,     — I)(w,     ~wj..(to,     — w,     ). 

Der  Wnrth  des  Products  der  in  der  ersten  Horizontal  reihe 
enbaltencu  Faetoren,  ist  nun  uacb  der  Cleicbung  (9)  des  an- 
llthrten  §  48  uninittclhnr  gleich  der  Zahl  n.  Das  Prodiiet  der 
Faetoren,  welche  sich  in  einer  beliebigen  anderen,  etwa  4lcr 
{i  +  Uten  Horlzonlalrcihe  befinden,  erlaubt  aber  nus  jedem  Fartnr 

dicGrUsse  (j,    bcrauszuzieben,  und  wird   dann  gleieb  doni  Ans- 
drucke 


w. 


i(»-i> 


(1— w, )(!—<). .{I 


w. 


')■ 


Denn  nach  einem  in  g  20  bewiesenen  Satze  werden  die 
Bammtlichcn  Wuracin  der  Einheit  iür  jedeu  Wertb  iler  Zahl  l 
auch  durch  die  Keibe 


— t 


-t+i 


— t+u— I 


dargestellt.  Das  bezeichnete  Product  ist  alü»  gleich  dem  iu  die 
l'nteiiz  w'/"  "nnilliplicirtenI'roditrte(l— of,  )(!—('<; )..(!— m','  », 
dessen  Wertb  gicieb  der  Zahl  m  gefunden  ist.  Ilietnach  cFgicbt 
frich  tUr  da«  Product  (Ifi)  und  dadiucb  Itlr  die  Discriminante  3> 
die  Wertbbesttmuiung 


(n-I)      «n-O 
W, 


(17)  %=i^i\    "  m\      '  .  .  (J-,  n 

F«s  ist  da»  Product  der  sfimmtlicben  Wnrzeln  der  reinen 
Gleiehnng  (/  — 1  =  0  gleich  dem  in  (— irimiltiplicirten  letzten 
Coefficienteu  der  OIcicbuug  —  I,  daa  istgleich  (—1)"     -  fflelhrh 
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ÄuflösiMrtuit  einer  &l^bnii»cbeii  Oleictiun^. 


CO. 


Feruer  liat  iiiaii 


i.wj.w:...wr'==(- »)""'. 


(D-l)  ■( 


Weil  aber  (—  1)""'  seinen  Wcrth  nicht  ändert,  wenn  man 
(Inniit  in  die  Einheit  hinciiiilividirt,  m  ist  der  Fact»r,  mit 
welchem  n"   nof  dev    rechten    Seite  von  (17)  multlpliLMrt    wird, 

clK'utalls  gleich  (  — l)*^'  ,  nnd  die  gesuchte  Diacriminante  2) 
wird  durch  die  Ulcichung 

(18) 
ans^edrllckt. 


5)=(— I)     n 


%  flO.   AoflSsbukelt  einer  algebraisolien  Oletohnnff  überhanpt. 

Anflttib&rkelt  einer  alg^ebraiaohen   OlelobunK  daroh  ZnrtLck- 

fttliniBer  ftuf  r«lne  Olelohim^en. 

Die  Auffindung  der  Ausdrücke,  durch  welche  die  Wurzeln 
der  alltjüineiiicn  Gleichungen  des  zweiten,  dritten  und  vierteu 
ürudes  mit  Hülfe  der  Auflösung  von  reinen  Gleichungen  dar- 
gestellt werdcu,  reizte  dazu  an,  Itci  dt>H  at  Ige  meinen  Glcii^^hungCD 
des  tJhilLeu  Grades  und  der  höhercu  Grade  eine  ähnliche  Auf- 
h'isuug  zu  suchen.  ludcMcn  alle  auf  dieses  Ziel  gcricblcteo 
Iteniillinngcn  hHchcn  erfolglos,  und  er&t  alluiäblich  wurde  die 
ErkennlniRri  gewonnon,  dass  hier  zwei  voneinander  verschiedene 
Frageu  zu  beautwortcu  sind. 

Die  er^te  Frage  geht  dahin,  ob  es  mötflkh  xei,  jede  aige- 
ftraisr.he  Gleirhung  vrm  mtu^t  brlkhigm  Griuh  dadurch  su  hr- 
friedigen,  dassntan  du:  UttlteJ^anntti  tjlcv-h  i-itm-  hestiiMntnn  rt-eUtm 
oder  eomplexm  Grösse  sefst.  Die  zweite  Frage  ist  die,  ob  es 
möglich  sei,  die  Auftrisung  der  allgemfitten  algehraisehen  Glctekuag 
vom  fünften.  Grade  und  von  nnetn  h'ikcren  Gradf.  attf  die  Attf- 
Ivsuntj  von  reinm  Gleichungen  etmickeuführcn.  üie  prücise  Auf- 
fassung von  beiden  Fragen  wird  erleichtert,  sobald  man  sich 
die  C'oeflicienlen  der  gegebeneu  aPgebraiseUen  Gleichung  als  reelle 
(Trü8.>4en  denkt.    Es  möge  zuerst  die  erste  Frage  erwogen  werden. 

Wir  haben  gesehen,  dass  Gleichungen  des  zweiten  Grades 
cxistiren,  welche  durch  keinen  reellen  Werth  der  Unbekannten 
befriedigt  wurden  kliiinen.  Unter  der  Voraussetzung,  dass  die 
Rcehnung  mit    complexen   Orüsscn  zugelassen  ist,  cxistirt  tllr 


I 


jede  Gleiclmng  de»  zweiten  (iradci*  ein  reeller  oder  coniplexer 
Wcrtli,  der  sie  crfilllt,  nml  dann  existirt,  wie  wir  weiter  Hahen. 
auch  rtlr  jede  Gleivliuu^  des  dritten  und  do»  vicrtCD  Oradett  ein 
reeller  oder  poioplexer  Werth,  der  die  j^f^ebeiie  Gleiehnng  be- 
ftiedigt  Allein  von  vorne  herein  weiBS  man  nicht,  ob  hei  der 
Zulassung  der  Rechnung  mit  oomplexen  Grö&sen  auch  lllr  jede 
al^hraiscbc  Gleichung  eines  btihcrcu  als  des  vierten  Grades 
stets  ein  reeller  oder  complexer  Werth  vorhanden  sei,  welcher 
dicselho  befriedigt,  In  Betreff  der  Äwcitcii  Frage  steht  so  viel 
(est,  das8,  wofern  die  erste  Frage  nicht  bejaht  werden  kJinntc, 
auch  die  zweite  verneint  werden  mttSHte.  Wenn  algebraische 
Gleichungen  existirten,  die  weder  durch  einen  reellen  noch  einen 
conipU'xen  Werth  erfüllt  werden  kJinntcn ,  so  dHrfte  von  einer 
ZurtlckfUbning  ihrer  Äufivsung  auf  reine  Gleichungen  gar  nicht 
gesprochen  werden.  Aber  in  dem  Falle,  daas  die  erste  Frage 
bejaht  werden  niüsRte,  würde  sich  daraa»  flir  die  Iteautwnrtung 
der  zweiten  Fra^c  nichts  ergeben.  Wenn  es  sieb  bestHtigt,  dass 
eine  allgenteiue  Gleioliung  von  einem  die  Vier  Übertreffenden 
Orade  stet«  durch  einen  reellen  oder  complexen  Werth  erflillt 
werden  kann,  so  folgt  daran»  keiueswegH,  dnss  es  mtigüch  wi, 
die  AuHOsung  dieser  allKcmcinun  Gloicbnug  auf  reine  Gleichungen 
zu  rcduciren. 

Gauss  bat  in  seiner  I70f>  erschienenen  Inanguraldisser* 
tation,  welche  den  Titel  fllhrt  ileniotistriUio  tiovu  (hcnrctnatis, 
omncm  /unetiumm  tdgthraicam  ra/ionahfii  iiififfram  tinius  variw 
fiiiis  in  factoms  reales  jw-tmt  vel  secundi  graätis  resotn  pauste  zum 
ersten  Male  mit  cntsidi eidenden  Gründen  bewiesen,  das«  die 
vorhin  bcxcitbuete  erste  Frage  unbedingt  zu  bejahen  ist.  Der 
Aa»idruck  den  von  (lattss  formnlirtcn  Theorems  be/Jcht  sich  auf 
Functionen,  deren  Cocfficienten  reelle  Grössen  sind,  and  ver- 
meidet die  RrwUbnung  der  imüginSren  GrilsHcn.  Auf  welche 
Wciiic  die  Kcnntnica  eines  reellen  oder  coiuplexcn  Wcrthes,  der 
eine  solche  Function  zum  Verschwinden  bringt,  zur  Anfstcllnng 
eines  nlgcbrniRchRn  Factors  der  Function  vom  ersten  oder 
zweiten  Grade  dienen  könne,  ist  in  §  47  ansei nandci^esetzt 
worden.  Man  Überzeugt  sich  Übrigens  sehr  leicht,  dass,  wenn 
jede  algt^raiscbe  rationale  ganze  Function  einer  Variable  mit 
reeUeo  CoeflficicnteB  in  reelle  Factorcn  des  ersten  oder  zweiton 
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Aunöabarkc'it  einur  ftlftebraiuihcu  GleiobuQg. 


§60. 


Ptrude»  zerlc^lmr  int,  unter  der  Voraussetznng  der  Kephnnng  mit 
cftmplcxcn  Gr)>sseu  jede  algebraische  rationale  gnuze  Function 
einer  Variable  mit  reellen  oder  comiilcxcn  CoctTicicntcn  in  lauter 
Pnctoren  des  erÄten  Grades  zerlegbar  sein  mnss. 

Die  augefllhrtc  Sebrift  von  Gatifis  enthält  eine  eingebende 
Kritik  aller  frtlheren  Fersnche,  da?  in  Rede  stehende  Funda- 
tHentiilllieontn  der  Theorie  der  aJffcbraischcn  Gleichungen  zu 
beweisen.  Als  die  erste  von  diesen  Unter«ucbungen  wird  eine 
Arl)cit  von  d'Alctiibcrt  nngcführt,  reehcrches  snf  h  caicul  intrijrtd, 
hisloire  do  l'ac.  de  ncrlin,  ann<ic  I74i>.  Naclidem  fimtss  eine 
lleihü  von  Einwürfen  gegen  die  Stiohbnltigkeit  der  von 
d'AlemUert  gegebeneu  Ueweiatllhrung  entwickoll  bat,  seicbuot 
er  die  Arbeit  dnreb  das  folgende  IJrtbeilaui}:  „An^  den  angcfllhrten 
QrUnden  kann  ich  d' Alemherts  llewei;*  nicht  ftlr  genügend  halten. 
Trotzdem  ac-beint  es  mir,  dass  der  wahre  Nerv  von  A\ih:^dtrrt8 
Beweis  durch  alle  gemachten  EinwUrfc  nicht  zerstört  werde, 
und  ieh  glaube,  dass  auf  dieselbe  Grundlage,  wiewohl  in  ganz 
anderer  Weise  und  jitdenfalls  mit  grilsserev  Vorsicht,  nii'ht  nur 
ein  strenger  Beweis  des  in  Rede  stehenden  Fnndamentaltheorcms 
gebaut  werden  kann,  sondern  da»is  »lob  hieraui;  auch  alle»  das- 
jenige entnehmen  lässt,  was  in  BetretT  der  Theorie  der  trans- 
cendeulen  Gleichungen  verlangt  werden  kann."  —  Auf  die 
Kritik  der  i'rilberen  Beweise  lässt  Gauss  den  eigenen  ncaen 
Beweis  folgen,  und  giolit  am  HchlusHe  die  Skizze  eines  zweiten 
auf  dem  Trincip  d' Aienihcrts  beruhenden  Beweise».  Der  Beweis 
desselben  Theorems,  den  Legmdre  in  seiner  thiarit  dvswmihrts 
culwickell  hat,  stHt/i  sich  nach  meinem  Dnri^lrhalten  ebenfallH 
nuf  da«  Frineip  ä\ilembtrts.  (Jaurhy  bezeichnet  den  von  ihm 
in  seinem  coura  rf  analysc  mit^cthcilten  Beweis  als  einen  solchen, 
der  mit  Ij-gcnäres  Beweis  dasselbe  Princii»  habe,  wodurch  zu- 
gleich die  innere  Verwanfltschaft  von  Caurhtfs  Beweis  mit  dem 
Frincip  d'Alctnhcrts  angedeutet  ist.  GnusH  hat  jenem  ersten 
Beweise  im  Laufe  der  Zeit  noch  drei  andere  binzugoiVgi,  vnn 
denen  der  zweite  und  dritte,  die  Entdeckungen  neuer  Priiicipicn 
enthalten,  wiUircnd  der  letzte  sieh  dem  ersten  Beweise  nühcrt 
und  flabei  eine  Function  mit  complexen  Cocflicicnten  unmittelbar 
ins  Auge  fasttt.  Der  im  Folgenden  zn  entwickelnde  Beweis 
Bcbliesst  sieh  an  das  Princip  iCAUniberts  au. 
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In  bc'zu^  auf  diu  allgcmuiuu  Auf)(}»uii^  der  ali^oltruiscbcii 
Gleicliunf;:ci]  drtlckt  Aich  (juugs  in  der  »nKcflihrtcn  Iimu{;QraI- 
dUsüftatioD  »ii  au^,  dn?^s,  Tiachdeni  in  clietser  Ricbtuug  iju  violc 
vcrgdiliche  Au^trouguuf^cn  gcmaetit  worden  ucieu,  es  immer 
walirsclieinlii'licr  werde,  dass  eine  idlgcmcine  Aaflüsun^,  die  in 
der  Zurltt-kltihrnng  aut'  reine  Gleicliungen  bentche,  unnijiglioh 
»ci;  ferner  bemerkt  (raitsn.  dnsH  es  vielleicht  nicht  8u  webwierig 
sein  würde,  die  Unniögliebkeit  selioti  rtlr  den  ftiuften  Grad  mit 
aller  Strenge  zu  beweisen,  und  vcrj^priclit  si-inc  biertlber  an- 
gestellten Lnlersnchuiigen  an  einem  anderen  Orte  vorzulegen. 
Dio9C  Absicht  ist  jcdoeb  nicht  7,or  Ausl1Hirun{|^  gekommen.  In 
demselben  Jabre.  iu  dem  die  Inauguraldissertation  von  f-rawrs 
erarhicn.  verüffontlichte  7'.  liuffmi  zn  Bologna  eine  Schrill  von 
zwei  Itänden  mit  dem  Titel:  AWjent(nne  Tiunorie  der  (llciihmujen, 
IN  redcker  bewiesen  wird,  dass  die  algebraische  Ätt/löstmg  der 
aUgemeinen  Gleichutiffen  von  hf'ihercm  ah  dvm  vitrien  Grade  tm- 
mifßich  sei.  Diese  SchrilY  \^i  indessen ,  nnd  wohl  znm  grosEien 
Tlieil  wegen  der  schwer  zu  libersehendeii  Art  ihrer  Darstellung, 
wenig  bekannt  geworden.  iUrlnlialt  kiiuu  an  der  gegenwUrtigcn 
Stelle  keiner  genancven  ICrürlcning  unterzogen  werden;  doch 
wäre  eine  knappe  Zusanmietilassuiig  des  von  P.  Httfjini  ge- 
liefertou  Beweises,  mit  der  eine  Prllfung  der  angewendeten  Me- 
thode   verbunden  weideu  müsste,   gewiss  »ehr  wlluschenswerth. 

Auf  einem  nen  geschaffenen  Wege  erledigte  Abd  die  be- 
trefTendü  Frage  durch  die  Abhandlung:  /hmonstraiion  de 
Vimjtossibilite  de  la  rvsoluHon  algchrique  des  t'qttutioiis  genäralcs 
quipusscnt  k  guatrii-me  dcgri-,  welche  1820  in  deutscher  UebeP- 
setznng  in  dem  ersten  Bande  des  von  CreUe  gegründeten  Jonr- 
nals  für  MatUf^naHL  pnlilJL-irt  wnrdc,  und  später  in  der  tranzii- 
si»cheu  Urstlirtlt  in  AUi'a  gesaninielle  Werke  aufgenommen  ist. 

Aid  crwäliiit  in  einer  zweiten  Abhandlung,  die,  nicht  voll- 
endet, zum  ersten  Slale  nach  seinem  Tode  in  den  gesanimelten 
Werken  erschienen  ist  uud  den  Titel  hat:  sur  la  rholution  cd- 
gibrit^ue  des  eqtiatioits,  die  gciiaunte  Arbeit  -f.  littff'mis  uud  sagt, 
dieselbe  sei  so  verwickelt,  dass  es  sehr  schwer  sei,  Über  die 
Uichtigkcit  der  von  dem  Verfasser  benotzlen  .Schlussweise  kd 
urrheileu;  doch  scheine  die  Schlussweise  nicht  immer  vollkommen 
bindend  zn  sein.    Eine  Darstellung  von  Abels  angcillhrteni  ße- 
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FmidaTncutaltats  der  AlgebrmUalwa  Gleicbunften. 


§  6i. 


weise  iiiitzuthcilcn,  liegt  «icht  in  dem  Plane  des  vorlle^ntlon 
BuchcB,  and  cn  mnüi»  in  dieser  Hinsicht  auf  die  Originalnbbaod- 
lung  verwiesen  werden. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  der  Mittlicilung  eines  BewciscH 
filr  das  Fundamcntaltheorcni  der  Theorie  der  a1f;el>rai sehen 
GleicbungCD. 

%  Ol.     BaweU  d«a  8&tx»,   dasi  jede  algrebraliolie  GlelobiuiK 

mit  einer  Unbek&nnton  durch    einen  reellen   oder    oomplexea 

Wertfa.  befriedigt  werden  kann. 

Eü  aei  eine  rationale  ganze  Function  des  »tcn  Grades  einer 
Vnriabe  x  gegeben 

(1)  /■(a:)  =  a„a:"  +  a,z^^+  ..  4- iv_,x  +  a^, 

deren  CoefHcicnten  beliebige  reelle  oder  coin)>lexe  Wcrthc  habeu, 
wuhrcnd  der  Coefficient  a»  nicht  gleich  Null  iflt.  Durch  die 
Sonderung  des  reellen  und  des  iinagiuüreu  Tlieiles  in  den  C<»el1B- 
cieutea  bcküinuic  mau,  wie  in  §  47,  die  Ausdrücke 

(2)  a„  =  0,  +  DJ,  a,  =  C\  +  I),i,..a,  =  C^  +  D^L 

Hobald  in  der  Function      fix)  die  Variable  x  darch  einen 

beliebigen  complcxcn  Wcrtb  p  't-qi  ersetzt  wird,  8<i  entsteht  ein 
coniplexer  Worth.  der  mit  t  +  tti  bezeichnet  werden  miigc, 


(3) 


1 


f{}}+qi)  =  t+ui. 


Damit  p  +  qi  eine  Wurzel  der  Gleichung  /'(^  — 0  sei,  mvurn 
l  4-  Hl,  mithin  sowohl  ilie  reelle  Gritese  t  wie  auch  die  reelle 
(irrtsse  M  gleich  Null  sein,  und  iu  Folge  dessen  i'+«\  die 
Xonti.  der  comfkn-n  Grösse  /-f-iH,  also  auch  die  positive 
Quadratwurzel  aus  der  Norm  \/t*  +  W  oder  der  absohUe  Be- 
trag der  Grösse  t  +  tti  versehwinden.  Zugleich  gilt  das  Unig;e- 
kchrtc,  dass,  wofern  der  absolute  Betrag  l//'  +  «'  gleich  Nall 
ist,  sowohl  die  reelle  Grösse  t,  wie  auch  die  reelle  Grösse  «^ 
uml  deshalb  auch  die  complcxe  GrHsac  t  +iu  verse.hwindcn 
muss.    Man  kann  daher  statt  der  Frage,  ob  es  Wcrthc  p  +gi 

fllr  X  giebty  welche  die  Function       f{z)  zu  Null  macheo,  die 
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Ffjige  anfwcrfen,  ob  os  Wcrthe  p  +  qi  fUr  x  giebt,  bei  deren 
Anweadoog  der  vertnfjge  der  Gleiclmng  (3)  deßDirte  Betrag 
K<*  +  m'  gleich  Null   wir<I.    Wenn   nun   ein   beatimintcr  com- 

plwerWerthy-'+g*"*!  den  Ausdruck  -^  /•(ji^"V/'i)-("'+r, 

einKweilerlwstimratercomplexcrAVertli  p    ■¥  q    i  den  Ausdruck 

^/'(p"*+ «'"«)='"'+»'"•   liefert  u.  8.  f.,    wenn  die   Beträge 

k7*»7* +«'"'<?",  l^("' /"+«">«">..  ein  solche»  Verhalten 
zeigen,  dass  ein  jeder  kleiner  Ist  als  der  vorhergehende,  und 
wenn  ihre  GrJ'gge  nach  and  nach  unter  einen  beliebig  kJdnm 
gegebenen  WerOt  berahäiokt,  so  nrdwrn  sich  die  Mcträge  der  Null  als 
Grenze.  Wofern  eich  dann  bei  den  bczliglichen  coinplexen  GrUssen 

p™  +  q^'i^  p"'+  }*'*», . .  dor  recUc  Tbcil  einem  bestimmten  Grenz- 
wcrthe  «  nähert,  und  der  reelle  Factor  von  i  einem  bestimmten 
Greuzwerthe  (i,  ho  bewirkt  dor  der  Variabio  x  beigelegte  Werth 
a  +  (ii  daH  Verschwinden  des  Betrages  K^*  +  u',  und  in  Folge 
defisen  ist  a  +  ,ii  eine  Wurzel  der  Gleichung /"(D^O.  Es  wird 
jetzt  gezeigt  werden,  dass  sich  in  der  Tbat  stets  ein  Verfahren, 
welches  den  l)ezeichneten  Erfolg  hat,  aunftlhren  lässt,  und  damit 
ist  dann  für  Jede  alyebraisdic  Ohichunff  /■(^)  =  0  die  Sxisiene 
einer  Wtvjxl  uacbgewiesen. 

Bei  der  vorzunehmenden  Unterauchung  kommt  C8  häufig 
ilaranf  an,  ftlr  den  Betrag  von  complexeu  Griisgen,  welche  als 
die  Aggregate  ror  zwei  oder  mehreren  eomplexon  Grössen  gc- 
gcl>en  »ind,  obere  und  untere  Grenzen  zu  iindeu.  Unter  einer 
oberen  Grenze  wirtl  ein  Werth  verstanden,  dcv  immer  grösser 
oder  doch  wenigstens  nie  kleiner  ist,  als  der  abzuschätzende 
Betrag  nnd  anter  einer  unteren  Grenze  ein  Werth,  der  immer 
kleiner  oder  doch  wenigatcns  nie  gröüser  ist,  als  jener  Betrag. 
Für  ein  Aggregat  von  zwei  complexen  Grössen 

(4)  (a  +  fit)  +  (c  +  äi) 

lägst  sich  dieser  Zweck  anf  die  folgende  Art  erreichen.  Es  gel 
flir  den  Angenbliek  r  der  ahsolutc  Betrag  von  a  +  bi,  s  der 
absolute  Betrag  von  c  -h  dt,  und  man  habe 

(5)  a  +  bi^  r(co80  +  isinfl),  c+  di=s  (cos gi  + 1  sin  y>), 
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dann  kann  der  An.sdruck  (4)  die  Gestalt  erhalten 

(6)  r  (cos  ö  +  » sin  «)  +  » (eo8  71  +  •  ßin  y)  ^ 

=  (co8W+  isinrt)  (r +  .s(cos((f  —  #)  +  i8in{<jp— ^).         ' 
Die  Norm  der  linken  Seite  ist  gleich  dem  Pmdnct  von  den  Nennen 
der    beiden    Facloren   der  reehtcn   Seite,   und    de*lialb,   weil 
cos'fl  +  sin'ft  =3 1  itit.  gleicli  der  Norm  des  zweiten  Factors,  die 
vermöge  der  «o  ehen  angegebenen  Helntiou  gleicL  dem  Aasdrucke 

(7)  r»  +  2r5C08f7;— ß)+s' 
wird.     Der  Cosmns  des  Winkels  »/■ — ft  hat  die  negative  Eii 
hcit  za  ticinem  kleinsten,  die  pasitive  Kinheit  zu  äciuctn  grösäcstc^ 
Wcrilie;  rinher  bestellen  die  Ungleiehkeiten 

(8)  r«  — 2r»  +  s*<r'  +  2rsefls(7)  — ft)  +  s«<r*  +  2r8  +  s«. 

lliernus  folgt,  da«s  das  stets  pogitivc  Aggregat  t-\-s  unbe- 
dingt eine  obere  Grenze  fllr  den  absointen  Hetrag  des  Af^nregats 
(4)  bildet.  Um  für  denselben  Betrag  eine  untere  Grenze  za  er- 
halten, mnsB  man  wis»en,  ob  die  positive  Quadratwurzel  aus 
dem  Ausdruek  f"  — 2rs4-s*  mit  r— s  oder  mit  ^  — r  zu  be- 
zeichnen sei.  Wir  nehmen  an,  das«  /•:>s  aei,  milliin  das  erstere 
gelte,  und  zicheu  dann  aus  (8)  die  CoBi>equeuz 
(9}  0<:r  —  s<(/r''  +2rscöa~('r— ")  +  s' <»*+». 
So  entatebt  der  Satz,  dass  der  Betntg  des  Aggregats  von  Jtwei 
complcxett  Orvssen  niemals  grosser  ob  die  Sunmit  von  ihn 
Ikirüijm  der  hdäni  BcstandthfAk^  und  tticmaln  kleiner  ist  (du  der 
absolute  Werth  der  Differens  von  dett  Betrüge»  der  beiden  Bt- 
standthtHe. 

Um  den  Betrag  eineti  Aggregats  von  mehr  alö  zwei  Be- 
fltaudtiiciion  in  äbnlichor  Weise  alrzuäcbtltzcu,  miJgc  vorausge- 
setzt werden,  da»n  die  obige  Orfissc  c  +  dt  gleich  dem  A^regat 
von  mehreren  eomplexen  Grox^eu  sei,  deren  Ucträge  be^iebunga- 
weisc  mit  w,,«a,..Sj,  heaeicbnot  werden.  Dann  lehrt  die  wie- 
derholte Anwendung  der  in  ('J)  zur  Aultindiing  einer  oiwreu 
Greu/,e  gegelwneu  Vorschrift,  bezüglich  des  Iktragcs  s  der  Grö8M_ 
e  +  di,  dass 

(10)  S<_S,  +  S^  +  ..+8f, 

sein  muss.    In  Folge  dieser  Ungleichheit  ist 

r  -i-  8^  +  s,  +  . .  +  s^  >  r  4-  s, 

r~s,-~s,  —  ..  —  Sf,^t  —  8i 
wir  tilgen  nun  die  Voraussetzung  hinzu,  dass  r>if, +  5,4-.. 
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sei,  dann  mass  r— $:p>0  Bein,  nnd  mit  Hülfe  von  (^)  folgt  die 

RcUtion 

(11)         0<r— Ä,  — »,..  —  *„  ^V^r"  +  2rsco8((p— /*)+«' 

V^r«  +  2 rff coe ((|p—  fl)  +  s'  < r  +  s,  +s,  +  ..+  i-^, 
welclie  in  Worten  so  aii^jj^esproclien  worden  kann:  Für  den  Be- 
tray eiwcs  Affffrcffatfi  von  mehrt^vn  cmnplvxeti  Grtmvn  entstdd 
dnr  of/erc  Gtctur,  iruleni  die  Bctrnye  aRcr  einseiften  lirntwuf ff  utile 
addiri  werden,  daytt/cn  eine  imi«re  (Jrenxc,  indem  der  Bdray 
nn/w  Besta/iuUhtiUt  posiiit:  tfitiommen  wird,  uud  vott  dit^sem  die 
Seträye  der  sämndliriirn  ühriyirti  Ikattindthi-ile.  mhfnthirt  werdiM, 
«v&ej  vorausyescUl  ist,  du.ss  der  Ueherscfni^  positiv  sei. 

Wir  knoDcn  mit   dietioiii  Leiuma   in  Bezug  auf  die  com- 

plexe  Grösse   -  f(p+ qi)=i-i'ui  den  Satz,  beweisen,  dasB,  wo- 

fem  der  Itctritf;  r  der  Gröasc  p  +  qi  iiiclit  unter  einer  fiewiseen 

deiuDilchst  zu  hcstinimendcn  Grösse  liegt,  der  Betrag  {/^t*  +  »' 
aber    einer    gewiasen    von    jener    abhängenden   OrHssc   licgcu 
iuu!4^  und  daher  unniijglirh  glcicli  Kuli  sein  Itann. 
Es  werde  der  absolute  Betrag  der  Orössfc 

-  =  -y^-T^  .  ""it  L,,  der  Grösse  -^  =    '  ,   , ' .  nnt  L. 

l>eÄeicbüet,  u.  s.  f.:  der  absolute  Betrag  einer  Potenz  der  Grüsgc 
p-i-qi  drückt  sich  durch  die  betreffende  I'otenz  des  absoluten  De- 

tragesraus.    Sobald  nun  in  deuiAusdrutke  dcrGriJssc      f(p  +  qi) 

=  /  +  «»,  weU'lion  die  Gleii'hung  (3)  cntbült,  fllr  daa  erste  Glied 
Rein  Betrag  r" ,  für   jedes    folgende    Glied   der   mit  negativem 

Vorzctclien  genommene  Betrag  —  L^  '*'*"  <  —  ^', '""*■■  -^  ^u  gö- 
»etzt  wird,  untl  soliuM  das  Uesidtat  der  AiMItiou  aller  Bestaiid- 
dicile  einen  positiven  Werlli  hat,  !fO  biUh.'t  dieses  Resultat  nach 
dem  Lonima  eine  untere  Grenxe  lllr  den  Betrag  }/t*  +  u*.  Es 
ist  daher  unter  der  erwiihiiten  Yoraiusotzong 
(12)  0<f''— /.,  r"- -X,  r"-'-  . .  L^<Vt*-i-n\ 

Damit  der  Ausdruck  r°  —  i,  r""  ...  —  /-„  [jositiv  sei,  atcllcn 
wir  die  Forderung  aut,    dass   die  Grüsse  r  den  Bcdiugangcn 

pentigo 

(13)       r>-(n  +  1)  L„  !•*>(»>  +  1)  /.., . . .  r"  :=>(«  +  1)  £„. 


kleiner  al»  der 
und  deshalb  die  Differenz  r"  —  J^, »""^  — ...— 

Demnach  liabon  die 
dingnngeD  (13),  statt  deren  auch  die  Ikdinguagcn 

(15)  r>(u+  1)L.,  r>l^(n+l)Z;,..r>l/'(n"+Tri;. 
treten  küunen»  den  Eiiblgj  douti 

(16)  — —  <  !/'('  + u» 

sein  muss. 

Die  Bedingungen  (10)  siud  »o  hei^ohaff'enf  dasa,  sobald  die- 
selben Ulr  einen  bcütiiuiiitcu  WcrtU  r=2i  befriedigt  tiindt  sie 
um  Bo  mehr   fUr   alle  Wcrthe  von  r  gelten,  die  nicht  kleiner 

^1  '     -Irr      FiiraUe 
Werthe  p  •{•  qiy   (lerat  Betratj  nicht  klritter  ist  als  2i,  ühcrtri/fi 


daher  vermöge  (16)  der  Setrag 


den  Werth 


der  aufgestellten  Ikdiaoptung  eoteprieht. 

Wenn  man  der  compicxcn  Grössep +5i  =  r(co8fl  + isinö) 
nach  der  (faM,v5'gchcn  Intet-pretation,  die  in  g  42  entwickelt  ist, 
einen  Punkt  der  Ebene  mit  den  rechtwinklige»  Coordinaten  j> 
und  q  entsprechen  läsul,  so  bezeiclinet,  wie  dort  erörtert  worden, 
der  Betrag  r  den  abi^iduten  Wcrth  de»  AtjstiLndc»  xwisebcn  dein' 
betreffenden  Tunkte  nnd  dem  Anfangspunkte  der  Coordinaten 
und  der  Winkel  ß  denjenigen  Winkel,  welchen  eine  von  dem 
Anfangspunkte  drr  Coordinaten  uaoh  dem  betreffenden  Punkte 
gezogene  gerade  Linie  mit  der  positiven  Seite  der  Axe  der 
reellen  Werthe  bildet.    FHr  jede  complexe  Grösse  p  + 51  erhält 

die  Function  — fip  +  gi)   einen  bestimmten   complexea  Wcrth 

t-i-ui;  7,u  jeder  complexon  Grosse  p  +  ^i  gehört  ein  bestimmter 
Punkt  der  Ebene;  wenn  es  daher  complexe  GrOssen  p  +  qi 
gicbt,  tllr  welche  t  +  ui^^Q  wird,  so  cxisüren  auch  bestimmte 


Funil&mftntiluU  dar  ftlgebr^iebeD  Oteicbungvo. 

Punkte  der  Ebene,  (llr  welche  t  +  m  i  =  0  ist.  Die  complexen 
Grössen  p  +  qi,  deren  nbsoluter  Betrag  r  einer  I>e8liiunitt;u  GrÜSBC 
li  gleich  ist,  werden  durch  die  Tunkte  der  Kt>ene  rcpräscntirt, 
welche  auf  einem  nm  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  mit 
dem  Radius  R  hcsclirie heuen  Kreise  liegen;  d^n  coniplexen 
Grössen,  deren  absoluter  lidrag  r  grimer  als  Jl  ist,  correspon- 
diren  die  Punkte,  welche  »ich  auns^rhalb  jenes  Kreiaes  befinden, 
lind  den  complexen  Grftsßen,  deren  ah.<inlutr-r  Jkirag  r  kleiner  als 
R  ist,  correspondiren  die  Punkte,  welche  sieh  inneriiallf  des  br- 
Sfiehneten  Kreiste  belinden. 

Wir  haben  vorhin  eine  GrJissc  Ti  so  gewählt,  dass  sie  den 
ne<1ingnngcn  (15)  genügt;  dann  lehrt  die  ftlr  r>'i2  bewiesene 


Un{i;]eicbheit 


»+i 


V'i"  +  h',  duss  rar  keinen  Punkt  p  ■¥  qi, 


welcher  siph  ausserhalb  des  mit  dem  Radin»  7f  nni  den  Anfangs- 
punkt der  Coordinaten  bcschricbcucn  Kroises  oder  anl  diesem 

Kreide  beOndet,  die  Grösse  —  /'(/)  +  g»)  =  i^  +  HigleiehNnlI  sein 

kann.  Wotcm  alBO  Werthe  p-f?*  existiren,  für  welebeZ  +  wi^O 
wird,  das  hcisst,  wofern  es  Wurzeln  lllr  die  Gleichung/*(5)  =  0 
gieht,  so  umsä  deren  nbsoluler  Betrag  r  kleiner  sein,  als  die 
gt^wähltu  Grösse  H,  und  die  Punkte  der  Ebene,  welche  den 
Wurzeln  entsprechen,  liegen  uothwendig  innerhalb  des  Kreises, 
der  mit  dem  Kiidius  U  nm  den  Nullpunkt  beschrieben  ist. 

Es  sei  zum  Beispiel  die  Function  des  sechsten  Grades 
gegeben 

(10)  f{x)—x*-¥  3ä*— 2a;'— 12a: +  8. 

Dann  ist  nach  der  aufgestellten  Vorschrift  der  Wcrth  R  grösser 
so  nehmen,  als  jede  der  Grössen 

V'^"%  K7T2,  V^TTTä,  T/tTs 

Dieser  Besliinuuuig  gcuUgt  der  Werth  Ä  =  5.  Man  em- 
pfängt demnach  die  Siclierheit,  dass  hei  der  vorgelegten  Function 
Rir  jede  complexe  Gr(l>>se  ju+  2«,  deren  Betrag  r  grosser  als  5 
oder  gleich  5  ist,  der  Betrag  l/T'  +  «"  einen   grösseren  Werth 

erhlUt  als  den  Wcrth  y,  wid    dass,   falls  die  betreffende  Oiei- 

cbnng  lUwrbaupt  eine  Wurzel   hat,  der  ftltsolute  Betrag  jeder 
Wunctd  kleiner  sein  muss  als  die  Zahl  '>. 


7U 


FiindamcnihUfttz  der' 


taehcn  (Ileichnogen. 


§63. 


$  62.    Fortietxnng'. 

Wenn  man  dun  BuwuU  der  Exititeuz  uiuer  Wurzel  tXlr  eine 
beliebig  gcgct)cne  nlgchniisclie  (Üeicliunj;  hur  diT  Voramsrlzring 
abluilei)  kann,  üiisa  die  nikiisfnialriijt^t:  (ägrf tratsche  <ih:ichung 
immer  eine  Wureel  l*abe,  »o  ist  «Icr  in  Rede  stchcudo  ßcwcis 
iyedingunij&lofi  gültliift:  iIiMin  da  die  Kxi»tcuz  einer  Wiir/.el  für 
die  allgiiinciueD  (Sleichuiigen  der  vier  ersten  Grade  teetfltelit,  so 
folgt  auf  dem  bczeiclinctcn  Wege  die  Kxitileaz  einer  Wurael  ftir 
jede  Oioicliuug  des  Hlnften  Grades  und  weiter  fortscb reitend 
lllr  jede  algebraische  Gleichung  eines  beliebig  hoben  Grades. 
Snhaltl  ferner  fUr  alle  algf:brais4:beu  Glciehungen  Iüh  zu  einem 
gewissen  Grade,  diesen  Grad  eingeaehlossen,  eine  Wurzel  existirt, 
so  crgicbt  DJeh  aus  den  Errirterungcn  des  §  4r)  fUr  jede  algc- 
brainehe  rationale  ganze  Function  einer  Variable  x  und  von 
dem  in  Itede  stehenden  Grnde  eine  Zerlegung  in  lauter  Faetoren 
des  ersten  Grade».  Diese  Zerlegung  ist,  wie  sich  dort  gCKcigt 
bat,  eine  vi'dJig  bestinimte,  jeder  der  Faetoren  hat  die  Gestalt 
X—  I,,  und  die  Kiinuiitlichen  Grötwen  /;  sind  die  sümmtlieben 
Wurzeln  der  hexUgltchen  Gleicbnng;  bei  der  Zerlegung  k'.lnnen 
die  unter  einander  gleichen  Faetoren  des  ersten  CJrades  zu  Po- 
tenzen vereinigt  werden,  Wenn  ein  IxiBtimmter  Factor  des  ersten 
Grades  x~  i/  hiiiaX  und  nieht  irfler  vorkoinuit,  so  befinden  «ich 
unter  den  sUmmtlicben  vorbandenen  Wurzeln  genau  h  Wurzeln, 
die  gleich  f,  sind,  und  t,  lieiHst  eine  h  larlie  Wurzel  der  betref- 
fenden Gleichung.  Die  Anzahl  der  sämmtlichen  Faetoren  des 
ersten  Grades  ist  uothwendig  gleich  dem  Grade  der  zerlcgtCD 
Function  und  deulmlb  hat  die  betreffende  Gleichung  genau  so 
viele  ganz  bestimmte  Wurzeln,  als  ihr  (irad  Kinheitcn  entbillt 

DafUr,  dass  eine  Wurzel  ij  eine  i  fache  sei,  ist  in  dem 
letxten  Satze  des  g  49  ein  Kriterium  angegeben  worden.  Wenn 
man  von  der  in  Rede  stehenden  Function  die  crsfi;  eiodte,  . . 
(/y— I)/r,  htr.  Ablcifuttg  aufstellt,  so  iwt  es  nothwendig  und  hin- 
reichend, daH»  diese  Ableitungen  mit  Ansnahnie  der  6ten  Ablei- 
tung durch  die  Einsetzung  des  Werthcs  x=i,  ta  Null  werden, 
dass  dagegen  hiebe!  die  '>tc  Abicituug  einen  von  Null  verHchic- 
dcuen  Werlb  erhalte. 


4 


{CS. 


FiindnmonUtsntK  ilsr  alftebrainchen  flleichungen. 


ttS 


Wir  bilden  jetzt  von  der  l'Ninction  des  nt«n  Grades      /"(arX 

die  den  Betrachtuu^n  de»  vorigcu  §  /.u  Grunde  gelegt  ist,  die 
erste  Ableitung 


1 


X        +  .  .  + 


n-l 


[2)  ■  f'{x)=nx^'  ^{n^\)-' 

[wetcbe  oine  Function  des  (h—  l)tcu  Grades  top  x  ist.  Wenn 
filr  die  GIclL-btingun  bis  /.um  (« —  l)teu  Griule,  dietten  eiiige- 
8chb«ficn,  vAwv  Wur/X'l  vorhanden  ist,  so  folgt  darau.";,  wie  wir 
uns  flberzeii^t  haben,  für  die  Oleichnng  f'(t^)=:{i  das  Vorhan- 
densein von  H  —  I  vüllig  beHtininiten  Wurzeln 
<»)  'a.  '^a>  ■■■';«  1- 

Von  diesen  Wiiracin  kJinnt'n  mehrere  unter  einander  gleich 
■  Ehiniit   eine    bestimmte   Wur/.cl  z/^,  wo  g  nach  der  Reihe 

[^eich  I,  2,  3|..n— I  ißt,  eine   bestimmte  Zahl  von  Malen,  and 
Mr  h^  mal,  aaftrctc,    niUsHcu   die   Ableitungen  der  Functionen 

^'(x)   bis  zu    der  &„ ten    Abluitang     die    vorhin     bezeichneten 

Kigcnscliftften  haben.  Weil  aber  nat-h  §  49  die  zweite  Ableitung 
Yon  f[x)  gleich  der  ersten  Ableitung  von  fix),  die  dritte  Ab- 
leitung von  fix)  gleich  der  zweiten  Ableitung  von  fix)  ist 
n.  8.  f.,  so  sind  llir  den  g&nannteu  Zweck  die  Ableitungen  von 
fix)  bis  zu  der  (&g  +  IJtcn  Ableitung  zu  bilden,  uud  die  Be- 
dingung dnllir,  dass  »'  eine  b^  te  Wurzel  der  Gleichung 
'(r;)  =  0  sei,  besteht  darin,  dat^s  die  Gleichungen 

gelten,  nnd  da-sa  f^*    (ly^ )  nicht  gleich  Nnll  sei. 

Von  nun  an  soll  die  VoriiuRsetznng  bestellen,  das."*  fllr  die 
Oleiehimgcn  bis  zum  («— I)tcu  Grade  eiiisehlicKHlivh  die  Exi- 
stenz ciaer  Wuneei  erwiesen  sei.   Dann  haben  wir  Itlr  die  Func- 

\ 
tJon  de«  (n— I)ten  Grades —/*  (ar)  die  Zerlegung  iu(»i  — I)Fac- 

toren  des  ersten  Grades 

hier    mlige    der  einzelne    Factor   t  —  i}     die  Anzahl    b      von 
Malen  vorhaiidcu  sein.    Die  Wnrzeln  ij,,  i;,, ...  »;a^i  sind  jetzt 
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der  Reihe  nach  in  die  Function  — /"(x)  statt  x  zn  substitniren. 
Wenn  -     f{x)    für    eine    diener    Wurzeln    versehwiiidct,    so   ist 


d., 


1 


ö       /■(!)=  0,   und  die 


diese  zugleich  eine  Wurzel  der  Gleicbun, 

Existenz  einer  Wm-zcl  der  letztem  steht  fest. 

Eine  bestinmitc  Wurzel  i;  ,  welche  zDj^leich   eine   Wnrael 

der  Gleicliaiig  /'(5)  =  0  ist,  rauas  nach  dem  aufgestellten  Kri- 
terium, weil  sie  eine  6^  fache  Wurzel   der  Gleiehung  /"'{»;)  =  0 

ist,  die  obigen  Gleichungen  (4)  befriedigen,  und  detthalb  eine 
(\  +  I)iaehc  Wurzel  der  Gleichung  /"(£)  =0  sein. 

Wir  haben  aber  nur  noch  in  dem  Kalle  den  Ksiatenz- 
beweis  fllr  eine  Wurzel  der  Gleichung  /"(f)  =  0  zu  lllhren.  daas 
dieselbe  durch  kciiicu  der  Werthe  »;,,  »/,, .  .  %^i  crnillt  wird. 
Deshalb  sclilicsscu  wir  die  VorausHctzung,  dai^  flir  irgend  eine 
Wuracl  t;^  auch /"(//^ ) ~  0    sei,   von    der  ferneren    Uetrachtnng 

ans,  nnd  beseitigen  hiermit  gleichzeitig  die  Annnhnio,  daBs, 
wenn  fix)  Hherlumpt  i'Ur  einen  Werlh  r=^  verschwinden  kann, 
der  betreffende  Wcrth  $.  die  Gleichung /'(^=^0  criiUle  und 
eine  mehrfache  Wurzel  der  Gleichung  f{^)=^0  sei. 

Die  coni|)lcxcn  Grüsscu     Yf^,),    -f{f',^f — A"?»-!)  **nd 

zufolge  der  gemachten  VorauHsetsung  sS-mmtlich  von  Nall  vor* 
schieden,  und  deshalb  sind  es  auch  ihre  rcspeetiven  KetrUge 
j4,,  ^,1 . . .  ^„_).  Diese  vergleichen  wir  ihrer  Grüsnc  nach  unter 
einander  und  wählen  den  kleinsten  «IcrKclben  aus,  wler,  falls 
es  mehrere  gicbc,  die  nicht  grosser  sind  als  die  Übrigen,  ciueu 
beliebigeu  von  den  gcuanatcn.  Es  sei  dies  der  zu  der 
Wurzel  //,    gehörende  Hetrag  A^.    Die  eomplexe  Grösse 

dann   der  erste  Wcrth ,   welcher  in  die  Function 

X  Rubfilituirt  werden  wird,  nm  von   da  ab  eine  Beihe  von  com- 


(!) 


jv 


(3) 


m 


plexen  Grössen  p    +  ^    ',  i>    +9    i,  ...  zu    bestimmen,    bei 
deren  Substitution  fllr  x  die  Betrüge  von  — f{x)  immerfort  ab* 


nehmen  sollen,  und  deshalb  sünimtlieh  kleiner  sein  mUsiien  ala 
der  Betrag  A^  der  Grlrsse       /"(»/i). 


«0. 


{■'uodamentRiaatiE  tter  Klgebnüscben  (ileiohnnf^. 


96? 


Im  vorigea  g  ist  gezeigt  worden,  dabs  keine  Grüßse  p  +  qi 
eine  Wuracl  der  Oleicliuog  /"(D=0  sein  kann,  dcrcu  absoluter 
Betrag  r  nicht  kleiner  ist,  als  eine  Griisac  /i',  Itlr  welche  die 
dortigen  ßedingangen  (15)  erfüllt  sind.  Auch  die  Itcträge  der 
luitlicheu  GrOsöCD  17,  ij„  .  -  ij,^i  mUsscn  kleiner  sein  als  eine 

[Bok'he  Grljsse  R.    Setzt  man  nämlieh    iu  die  Gleichung  (2)  ttlr 
X  eine  beliebige  complexe  Grösse  y  ±  qi,  so  kommt 
(6) 

H»  (»0  flu 

Kacb  dem  schon  angewondetcn  Lemma  des  vorigen  §  ist 
der  Betrag  der  GrÜBse  —  /"'(p  +  fl»)  nicht  kleiner  al»  daa 
Aggregat 

welehes  ans  der  rechten  Seite  von  (fi)  entstanden  ifit,  indem  fttr 
das  erste  Glied  sein  Betrag  selbst,  fllr  die  Hbrigcn  Glieder  ihr 
Betrag,  negativ  genommen,  gesetzt  ist;  dabei  musa  die  lic- 
dingnng  erfüllt  sein,  dass  das  Aggregat  (7)  die  Nnll  Ubertretfo. 
Sobald  nun  der  Betrag  r  der  Griisse  ji  +  57  f  nicht  kleiner  ist 
alä  eine  Grüsse  J?,  flir  welche  die  Bedingungen  fir»)  befriedigt 
sind,  so  werden  diese  Ungleichheiten,  wie  schon  an  jener  Stelle 
erwUbnt  ist^  auch  durch  den  Betrag  r  selbst  bel'ricdigt.  In  Folge 
der  Ungleichheiten  ist  aber 


(8) 


nr     — (n  — l)i,r      — ..  — I^_j 


/  (n-1)        («-2)  1       \    "-1 


Nim  ist  die  Summe  der  nattlrlichen  Zahlen   1  +  3  +  3  + . .  +  n—  1 

auf   der 


gleich  der  Zahl     -  -^  \  folglich  der  Factor  von  r" 

Mb 


rechten  Seite  von  (8)  gleich   dem  liruche  b  — 


»(»1+3) 
2(«  +  l)  ' 

nr     — (n  — l)£,r 


~[n-l) 
2(n+l) 


oder 


Daher  hat  man  die  Ungleichheit 


(8*) 


■-a  ,         «  H  +  3)      n-l 

1 


Mitbin    ist   der   Betrag    der    complexen    Grösse     '  f'{jf  +  qi), 


LipAcblla.  AnalfBU. 


17 


FuDduneotalsaU  dor  Rlgabr«iMlioo  Gleicbangvn. 


Rubaldr*  >Ji  ist,  grtiaserals  der  positive  Werth  ~~ TV"'"'*"  i\ 

and   kaaa    deshalb   oicbt  vcrscbwindcn.     Also  inllsscn  die  Be- 
träge der   OrJiBßen  ij,,  ';«-..jJb_,»  dnrch   welche  die    Grüsse 

f'{p+qi)    mm  Verschwinden    gebracht    wird,    notbwendigj 

kleiner  sein  als  jeneGrOsse  Ji,  und  das  war  ausgeftogt  worden.  ^ 
In  der  SprA<^be   der  ^^at^^s'scben  geometrischen   Interpre-J 
tation  heisstdies,  diiAsdie  fn— IJPnnktc  der  Kbono  ';i>1«'"'^_it 
filr  welche  die  Function  f'(x)  gleich  Null  wird,  von  denen  aber 
mehrere  in  je   einem    Punkt  vereinigt  sein  k<inncn,  notfawcudig 
innerhalb  des  mit   dem  Rndins  H  am  den  Nallpunkt  bescbrie-. 
benen  Kreises  liegen. 

Wenn  ilir  das  in  dem  vorigen  g  gewHiiItc  und  mit  (10) 
bcÄcidincte  Beispiel  einer  Function  des  sechsten  Grades  f(x) 
die  erste  Ableitung  gebildet  wird 

80  kann   diese  Function    des    Hlnften   Grades  in  der  tolgendcn 
Weise  in  awci  Factorcn  verlegt  worden 

(10)  T(x)=^B{x*-1){x''^  2). 

Der  erste  Factor  verschwindet  für  die  drei  dritten  Wur/xln  der 

Einheit    1,  p,  e*.  wo  wie   frtlher  p  =  —        , 

3  3 

sein  m?!gc,    der  zweite    Factor  ttir   die  beiden  rein  imaginärca 
Werthc  »l/2"iiml— il/2.    Die   fünf  Wurzeln   der  Gleichung, 
f'{Tj)  sind  mitbin  die  folgcndcu 

(u)  I,  e,  e%  il/2".  -iVi. 

Die  Substilution  dieser  Werthe  in  die  Fnnetion 
giebt  die  Resultate 

Ai)=-2, 

/•(il/'2)=  12 -  IC  V2. i,  f(-iVV  =  12  +  ir,]/2  .  ü 
Demnach  erhalten  die  zugehörigen  Normen  /IJ,  A\,  AI,  A\,  AI 
bc'/iehnugsweise  die  Wertbe 


I 
4 


i  63. 


FondamfmtalMtz  d«r  al^braischen  Oleiehun^n. 


4, 

305        305 
2    '        2   • 
ß56,         G56. 

Da  hier  die  erste  Norm  den  kleinsten  Wcrtli  hat,  so  litt 
die  Wurzel  *,^  ^  1  diejenige,  welche  die  oben  Iiervor(;^liobene 
uuKgez«ftcl]iK>to  Eigenschuft  bes^itzt;  iimu  bokuiuiut  dütitialb  die 
BcslimniaD^D 

Was  den  abs^oluten  Betrag  der  silmintlicben    tttnC  Wurzeln 
(It)  anlangt,  so  ist  derselbe  der  Keibo  nach  »o  anzugeben 
(12)  1,  I,  1,  1/2.1/2  . 

Der  im  vorigen  §  bestimmte  Werth  der  GriiRse /£  war  gleieh 
5,  und  die  in  (12)  bezeichneten  nbsnintcn  Beträge  liegen  dem 
zuletzt  bewiesenen  Satze  gemäss  unter  dieser  ÜrJlsse. 

%  63.     Fortsetzung. 

Um  den  Werth  der  Function  —  fix),  welche  zu  einem  be- 

sthnmton  complexen  Werthe  x=p  +  g'^  i  gehört,  mit  dem 
Wcrthe  der  Function,  welcher  zn  einem  andern  complexen 
Werthe  der  VerUndcrliehen  x  gebürt,  äh  vergleichen,  kann  man 
nach    ^  49    die    Variable    x  durch    das   Aggregat   der    Gn'Issc 

p  ■¥  q  i  und  einer  neuen  VerUnderlichen  e  ersetzen,  und  anf 
diese  Weise  die  I'\inclion  f{x}  in  eine  rationale  ganze  Fnnc- 
tion  des  nten  Grades  von  m  verwandeln.   Indem  in  den  dortigen 


inj 


m 


Gleichungen  (l)  und  (i))  tllr  die  Grösse  fr  die  Gr!5ia8ep     +  g 

oingeßlhrt  wird,  entsteht  f^r  die  Function  — Ap'"*+  9!**^  »  +  ■*) 

die  nach  den  ganzen  Potenzen  von  e  bis  zur  nten  Potenz  fort- 
schreitende Entwickelnng 

(i)    „^^(p'%  ff%4-.)=i-ni='"'+  7•^)  +  ^r(;/%  ?'^> 

Wenn  s  den    nbfiohiten    Betrag   der  complexen   (IrKsRe  r 
und  if  den  correspondireuden  Winkel  bedeutet,  so  dass 


fiindtincntalsaU  der  al^brnischen  Gleicbunf^n. 


§  63. 


(2) 


s=^s{cos  <f>  +  isId^)) 


ist,  so  tritt  das  Aggregat  ^p"  +  g  i  +  8{cmif  +  isnup)  sn  die 
Stellt;  der  comptnxeii  Grös«e  p  +  f  i,  welche  bis  dabin  atatt  der 
VerHniler liehen  x  substitnirt  worden  war.  Anf  die  eouiplexe 
Or«s8c  p  +  qi  int  dio  Gows'schc  geometrische  InlcrprctiUiou  aa- 
geweodet  worden.  Aus  derselben  üicsat  vermöge  des  §  42  die 
folgcDdc  Construction  des  bezeiclmclen  Aggregat«. 

Von  dem  Punkte  der  Ebene  p  +  q  i  au«  zielte  man 
erstens  eine  Parallele  zu  der  Ilalbaxe  der  reellen  itoftttiven 
Wertbe  und  hicranf  eine  gerade  Linie,  welche  inil  der  crstcren 

den  Winkel  <(■  bildet,  man  scbucitle  ferner  auf  der  letzteren  von 

dem  Punkte  j)^  ■¥  q  i  »an  eine  Strecke  ab,  die  durcb  den  ab- 
Koluten  Betrag  s  gemessen  wird,  alsdanu  rc]tr3isentirt  der  andere 

Endpunkt  der  Strecke  die  Grösse  />"'+ ^'"i4-«(cos7' + /sin^). 
Hiernach  ist  es  klar,  da«8,  sobald  ein  bestimmter  Wertb  5 
des  nbHoliiten  Üctrages  s  JCHtgehaltcn  wird ,  und  gleichzeitig 
dem  Winkel  */>   die  Wertbe    von  0  bis  2  n  beigelegt  werden, 

der  Puuktp'''*  +  y'"s  +  8(cos7H-t8iu9^)  um  den  Punkt;»'*^^*'^! 
einen   Kreis  von  dem   Kadius  S  be-sebrcibt;  desgleichen  folgt, 

dass  ein  Punkt  ^''  +q  i-i-e,  bei  dem  der  absolute  Betrage« 
von  3  kleiner  ist,  als  jene  Grüsfic  S,  innerhalb  des  bezeichneten 

Kreises  liegt,  ond  daas  ein  Punkt  //*"  +  j*''^"  +  £,  bei  dem  der 
absolute  Iletrag  ä  von  s  grösser  ist  als  die  genannte  GrOsse  5, 
sich  ausHCrbulb  Jenes  Kreises  befindet. 

FUrp^''  +  ff*'i   mfige  gegenwärtig  der  im   vorigen  %  ge- 
wühlte   coraplexe  Werth    ;/,    genommen    werden,    welcher   die 

Gleichung /"'(r^.i^^O  befriedigt  und  der  Function      f(x)  einen 

von  KuH  verschiedenen  Wcrth  verleibt,  dessen  Betrag  mit  A^ 
bezeichnet  worden  ist.  Subald  /^,  eine  einfaebc  Wurzel  der 
Gleichung  /''(rj)— 0  ist,  so  niiwn  fir,,)  von  Null  verschieden 
sein;  wofern  aber  ly,  eine?»,  fache  Wurzel  ist,  so  verschwinden, 

wie  dort  bemerkt,  die  Ableitungen  /""(»/,),../"'''  '  (»;,)    nnd    die 

Ableitung  f  '*  (?;,)  ist  von  Null  verschieden.  Demzufolge  ver- 
scbwimleii  auf  dcT  rei-liteii  .Seite  von  (l)  die  belrt-fTeuden  CtR'f- 
ticienteu,  oud  die  Kntwickclung  erhält  die  folgende  On^tjüt 


ü 
4 


Es  soll  jetzt   der   complcseo  Orüsse  e  ein  solcher  Werth 
z     beigelegt  werden,  das»  der  Betrag  der  Grösse — f(rii-i-M    \ 

kleiner  anäfallt    aIs  der  Betrag  der  Orilsse  — fi>it)'i   der   Be- 

trag  der  coraplexen  Grösse  —  /*'()?,  +  /  )  bekommt  dann  noth- 
wcndigeincnvonNullvcrschiedcnco  Wcrth.  Der  Betrag  der  Grt^ssc 
— /"'{^i +  ')  verschwindet  nur  mit  dieser  Grösse  zusammen,  und 
die  letztere  verschwindet  nur  flir  die  «  — 1  Wertlie  r/,,  7^^^,.%  j 
dcrGrü88Ci;, +^.  Nun  ist  aber  der  Betrag  Jt,  von  — /"(i;,)  kleiner 

ala  jeder  der  Betrage  — /"(f?Oi  •  ■  — fi%~t)  ^^^"^  höchstens 
einem    von    ihnen    gleich,    deshalb    kann    der    Betrag    von 

—  /"("i.  + «  )  niemals  kleiner  sein  als  der  Betrag  von 
*•• 

—  /*(»;,),  sobald  s     plcioh  einer  dorDifferenzon  r;, —  '?ii"*),_i~*flx 

wird,  die  nicht  gleich  Null  ist. 

Um  der  fiir  die  Grösse  t     ansgesprüchcncii  Fordcrnni;  zu 
genügen,    werde    eine  rerUe  positive   unter  der  ICiTi/ieit  lügauie 

Grösse  h  angenommen,   nnd   die  Grtissc  £  '  so  bestimmt,   das» 

Ijei  der  iSubstitation  ;  =  «*'*  das  zweite  Glied  der  rechten  Seite 
von  (3)  dem    in  die  Grösse  (— ä)  multiplicirten   ersten  Gliode 

gleich  wird.  So  entsteht  fUr  /"  die  reine  Gleichung  des 
{bt+l)teu  Grades 


(*) 


I    f^'^'^M  „^*y .1 


Dieselbe  hat  flir  jeden  Werth  von  &,,  wie  1'rüher  nach- 
gewiesen i«t,  (fi,  +  t)  von  einander  versebiedcnc  Wurzeln,  die  aus 
einer  beliebigen  derselben  durch  die  Multiplieuliunmitdcn  sämmt- 
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liehen  {b,  +  l)tcn  Wurzeln  der  Einheit  erhalten  werden.    Ana 
jeder  Wurzel  der  Gleichung 

^i+i^_     C*-t-l)I/"('j,) 


(5) 


(.Ci».+0 


M 


gotstebt  uiue  Wurzel  der  Gleichung  (4),  indem  mau  die  creterc 
mit  der  itositiveu  C^,  +  I)ten  TpVurzel  ans  der  positiven  GröBsc 

i 

h,  welche  durch  A  """'■'  bezcidmet  werden  ni«ge,  uiultiplicirt 
Ea  sei  C"*  eine  bestimmte  aber  beliebig  gewühlte  Wurzel  der 
Gleichnug  (5),  so  erzeugt  dieselbe  ftlr*'  den  Werth 

(6)  /'»^c^^ä'«'^. 

Die  Gleichung  (3)  nimmt  durch  Giunihrung  dieses  Werthes  die 

Gestalt  au 


(7) 


1       /•**''*'"  ir 


+ 


1   Ö5iL£<"'a^. 

1«        n.' 


Jet7,t  kaun  mau  dureb  A'm  Wahl  eines  hinreiclieud  kleinen 
Werthes  der  reellen  Grösse  h  erreichen,    dass  der  aulgesleUlen 

Forderung  entsprechend  der  Betrag  der  Grösse  — /(17,  +  ■?*'  )  in 

der  That  kleiner  wird   als   der  Betrag  der  Grüsse   — /"(»/,). 

Aul'  der  rechten  Seite  der  ersten  Gleichung  (7)  lassen  sich 

die  beiden  ersten  Glieder  zu  dem  Aq^drucke  (1  —  A)         f  (ij,) 

vereinigen,  wo  1  — A  einen  reellen  positiven  Wertb  hat  Das 
in  §  til  bewiesene  Lemma  lehrt  nun,  iljiss  der  Betrag  der  oum- 

plcxen  Grösse  /(';i  +  ^^^)  nie  grösser  sein  kann,  als  das  Ag- 
gregat  der  Beträge  von  den  compIexcnGrÜssen  (l— A)  /"('a)  ^nd 
K+ifi.    Der  Betrag  der  Grösse  (1— A)  — 1^(17,)  ist  gleich  dem 


I 


I  68.  PiindB.Rient«lt)«(e  dar  algebraisehcii  GleioliungeD, 

Product  des  jKisiüven  Factors  (1— A)  in  den  aljsolutcu  Betrag 
A,  der  Orüsse    — /"(i?,)-    Insofern  aU  ly,  *J>e  Stelle  der  Grö»»e 

p*"*  +  2^*'i  ctngcnoiumcD  bat,  setxeu  wir       /"('/,)  =  t^^+u^''\ 

und  ha}>eu  die  OIcicImng  -4,  =  Ki^")*  +  ul»!".  Vermügc  dcs- 
Keltien  Lciimia-s  erbiklt  man  einen  Werth.  welcher  den  .-ünKulatcii 
botrag  der  Orf^sBC  l  +  tfi  llliersteigt,  sohnid  man  ciuc  positive 
Gr(3siH;  %  die  den  absoluten  Betrag  von  jeder  der  Grösacn 

'  fl.      (6. +  2)!     ^  •■•d.  nf    "^ 

iiticrtriffl,  autjwäblt  und  den  Aut>(lruL'k  bildet 

t 
Weil  aber  h  ein  positiver  ecbter  Rnicb    inid   daber  A 
cbcnlalla  ein  positiver  echter  Bruch  ibt,    so  wird  der  Ansdnick 
(U)  noch  weiter  vcigrüsdert,  indem  die  Bäiiiiiillichen  vorkommen- 
den gchroehcnen  Potenzen  von  A,  deren  Angabt  n— ft,  — I  be- 

b,  t-l 

trägt,  durch  die  Potenz  h  '  ersetxt  werden,  deren  £x|>onent 
der  ninlrigste  i»t  Der  Betrag  der  Grüssc  A  +  ift  igt  somit 
kleiner,  al»  der  den  Ausdruck  (0)  Ubertretfende  Werth 

Ans  diesen  Grtlndcn  liegt  der  absointo  ßetrag  der  Grosso 


(10) 


Ji) 


—  f{Vx  +  '   )  tnter  dem  positivon  Wcrtbc 


(11)  (i_A)|/'(to)*+Mi"''  +  («~ft,~l)*I}Ä'"' 

wo  der  Exponent  -j^ am   den    positiven   Brach  • .       . 

grosser  ist  al»  die  Kinheit.    Es  lässt   sieb   nun  die  reelle  posi- 
tive Grfissc  /i  so  anDehmon,  daas  die  Bedingung 

erflillt  ist,  und  sobald  dies  geschieht,   wird  der  Ausdruck  (11) 
kleiner  als  der  Wertb  K;'^J*-f  m*"^'.    Milbin  wird   der  absolut« 


SM 


FundEoioDialsatK  der  algobrajsdbca  GleiohuQgea. 


§03. 


Betrag  der  Grösse — /"(ij, +*'')  kleiner  als  der  absolatc  Betrag 

der  Grüsse  —f{t}i\  und  die  vorhin   angegebene  Fordcrcing  ist 

erfllllt. 

In  unserem    Beispiele  war  ftlr  ly,  der  Werth  1  gefunden. 
Man  hat  demzufolge  x=\+b  zu  setzen,  und  den  Ausdruck  za 
bilden 
(IS)  /•(!  +  ^)  =  -  2  +  27e'  4-  30ir'+  18ir'+  6  s*+  z\ 

Da  i/^I  eine  cinfaehe  Wurzd  der  Gtcichnog  /"'CiJssO 
ist,  so  ist  die  mit  6,  bezeichnete  Zahl  gleich  der  Einheit  und 
der  Fatittr  von  s"^  io  der  Entwickclung  von  /'(l  +  ^)kunn  nicht 
gleich  Null  ecin.  Demnach  ergiebt  sich  fUr  die  Grösse  t  die 
reine  quadratitiche  Gleichung 
fU)  27r"=2, 

welche  die  beiden  reellen  Wurzeln 

liefert.    Sowohl  wenn  die  eine  wie  aach  wenn  die  andere  inr 

^  *gt-'*vällilt  wird,  nniHs  naoh  der  aufgestellten  Vorschrill  dieZ-ald 
$  grösser  genommen  werden,  als  jede  der  positiven  GrOssen 

Weil  *herl  — j    *^V   **''  ^°  ^^^"^  "**"  «og****"^'    ***"* 

$=t  2  gencninien  werden  kann.  Der  absolute  Betrag  K  /****  +  m^" 
der  Grösse  /( 1)  ist  gleich  "2,  die  Zahl  n  —  6,  —  1  =  4,  folglieli 
genttgt  es,  die  Grösse  h  durch  die  Forderung 

('*'  2>4.3.». 

XU  beschränken.  Mau  darf  deshalb  eine  der  beiden  Bestimmungen 

wählen 

) 
I 


(17) 


-O) 


-ur 


B 


.1') 


sobald  /*  ^  kleiner  als 
wird. 


1 


,  das  ist,  h  kleiner  als 


Ans  der  Gleichang  (6)  das  vorigen  §  ergiebl  sieb,  indem 
fSx  X  ein  den  nnf^^cgtelltcn  BcdiDgungen  ^cntlfi^endcr  besonderer 

Wcrtb  A'    f^cuomnicn   wird,   als   ein    tWr  x  zu  setzender  Wcrtb 
der  folgende 

WO  c'  eine  he^tinimte   aber  Iwliebigo  von  den  h,+  \  WurKchi 
der  dortigen  Gleichung  (5)  ist.    Der  Werth  (1)  hat  die  duppeltc 


kleiner 


Eigensebal^  dass  der  Betrag  der  Grüsse  —  f(_p  '  +g'    i) 

ist  alH  der  Betrag  der  Grüssc      firu),  und  dass  der  Betrag  der 


Grüsse 


^f'ip^  +9»)  von   der  NaII  vcraebieden  ist.    Wenn 


x=/'+A-  +  ^ 


der  Betnig  der  GrBase  —/"(/"  + ^'"O  den  Werth  Null  erhält, 

iM)  ist  in  (1)  eine  Wurxel  der  vorgelegten   Gleichnng  dargestellt 
«nd   unser   Ziel  erreicht    Ftlr  jeden    anderen    Fall   wird  da« 

Verfahren  fortgesetzt    Wir  sabstitniren  in       f(x)  statt  x  das 

Aggregat 

(2) 

nnd  erhalten  vermöge  der  ans  >f  41)  entnommenen    Kcsultatc  die 

narh    den   Potenzen   <^r   neuen   VeränderÜciien   ^   fortgehende 

Entwickelang 

(3)  irtp"'+«"'.  +  .) 

Um  «p 

In   derselben    ist    naeh   den    geltenden    Voransüetzungen 

/(p'^  +  g'  i;  noeii  dieuröseo 

welche  den  Factor  von  e  bildet,  gleieh  Null,  während  in  der 
Kntwifkelung   (3)  des  vorigen  §  der    Factor  von  s  stets  fehlt 

m 


weder  die  Grösse       Ap^'^+g'' i)  noch  dicGrÖseo     /^d/'  -\-q    *), 


Man  kann  onn  der  complexen  Grösse  s  einen  solchen  Werth  e 


26ti  Fandameutalsfttz  der  algebraisch«!]  Glotchung, 

geben,  da»8  der  Hetrag  voo      f(p    +  g*"»'  +  e^"  }    kleiner  wird 
ats  der  lietragvon  -  fip^^  +g^'  0;  auch  tuusa  dana  glcicbscilig 


.<») 


J'», 


„«)* 


der  Betrag  von  — f'ip    +  g    i  +  .e    )  von  Nall  versdiiedc«  Bciu, 

weil  der  Betraf;  derGrösse  /''(p^'*  +  j*'*»+£)llbcrtian|)tuurlHr 
dicjcnig^cn  (w — I)Werthe  von  s  verschwinden  kann,  bei  denen  der 
Betrag  der  Grösse      /■(;)"*+ ^''^t +^)  (^riisser  oder  gleich  dem 

Betrage  von    -  /^(jj,)  und  deshalb  gewiss  grüsser  als  der  Betrag 

von  '  /■(>"'+?"*  i)  ist. 

£iue  Bestimmung  der  Grösse  x  wird  erhalten,  indem  man 
verlangt,  dass  Rir  e^e^^  das  zweite  Glied  der  rechten  Seite 
von  (3)  gleich  dem  Trodact  des  negativ  genommenen  ersten 
GliedcK  in  eine  reelle  positive  unter  der  EinJwit  Uetjetule  Grösse 
h  sei.  Diese  Forderung  ist  der  ini  vorigen  §  au  der  Bceüuiniuiig 
von  *  '  Ibmmlirten  Forderung  äbnlich,  unlcrbcheidct  sieb  aber 
von  jener  wesentlich  dadnrch,  dass  £  durch  /ihic  r^ine  Old- 
ehung  des  (h,  +  D/ct»  GrtulcJt  /lefumhm  wird,  die  mituiest/^i  vom 
tw&tm  Ortulc  sein  muss,  datis  dagegen  lUr  e  die  GlcieJtung  des 
ersten  Grades  auttritt 

w        ir(p'"+8'".>=-Äinp"'+«"'o. 

"II  "b  " 

Wenn  fUr  eine  Grösse  C"^  die  Gleichung  aufgestellt  wird 

m  kommt 

(fi) 

und  die  Glcichnng  (3)  verwandelt  sieb  in  die  lolgeude 


(7) 


—  h^f{p    +g  0  +  *  +  »^. 


9  64. 


FimilaiueiitalsatK  dor  alfreLräischeu  OloiobuuKOi). 
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,») 


£g  werile  nun  ein  poukiver  Werth  Q.  so  angenoiumeu, 
das»  dcrKcIbe  grosser  ist,  als  der  alisolntc  ßctrag  von  jeder  der 
Grtissen 


(8) 


1  r(p'"4-g'"»)  H.^     1  r(/'+ri)..v 


daiiu  ist  nach  dem  ia  §  Gl  iHswiescncn  HUlfi^satzv  der  absolute 
Betrag  der  f!rö8«e  l  +  tf*  kleiner  als  der  Wertli 

(0)  O*''  h*  +  O'^'  A"  4-  .  .  .  +  0<'*A", 

nnd,  weil  h  ein  positiver  echter  Itrncli  ist,  um  so  mehr  kleiner 

aU  der  Wertli 

(10)  i'«-l)0"'V 

Vcnaögtt  desticllren  Motivs  iet  in  Folge  der  Gleichung  (7) 

der  Betrag  der  Grösse  — rtp*'*+  3"'»  +  /"*)  kleiner,  als  die 
Summe  des  Betrages  der  GrOssc  (J  —  A)  Y(p"*+ 3^' *)  and  des 
Bclrapes    der   Orösse  P.  +  i.u,   mithin,    subatd  -~f(p^^^+g   *) 


t» 


.(')  • 


u    i  ^etzt  wird,  kleiner  als  die  Samme 
(1  _Ä)  [/"(Ol*  +  «o>'  +  (»  _  1 }  O^"  h\ 
Sobald  nun  diu  reelte  positive  unter  dor  Einheit  befiiHllidic 
GrCsse  h  so  gewählt  wird,  dass 

(121  l^*+tt(^r>(»-I)0<'>A 

ist,  was  immer  angebt,  so  erhält  der  Ausdrnf^k  (11)  einen  Werth, 

der  unter  dem  Werthe  k  ^'^'+  «*"*  liegt,    b'olglicb  ist  der  ab- 


(1) 


El)  . 


-(')■ 


sohlte  Betrag  der  Orttsse  —  fip    +  q    i  +  x    )  unter  den  ab- 

floluten  Betrag  i^^>'+  w^''  der  Griisse -^ /"(/*  +  3^*1)  herab- 

gedrückt  nnd  das  Verlangte  geleistet. 

Wenn    man    in   dem   behandelten  Beispiele   die  Anualime 
macht 

80  kommt  gemäss  dem  ersten  An^idruckc  in  (17)  des  vorigen  §, 
welcher  der  positiven  Wuraol  der  dortigen  Gleichung  (U)  ent- 
spricht 


36S 


FtituluDicntnl&alz  der  ftl^bnisoheo  Gleiobungeo. 


M«. 


i 

16  • 


/>+g<'S  =  l+      1 


(14) 

folglicli,  da  j^j  =  1  iöt, 

(15)  j/      -r  «1      1  —  *  "^  ^"ß  ■ 

Dadurcb  entsteht  die  EntwickeluDg 

(16)  f(\l  4-rW-    1,  932121fi 

+    2,  8579890  e 
+  30,  2775936  e* 
+  23,  740500    *" 
+  19,  5375        s* 
+    6,  6  »• 

+  *•. 

Die  Gr^se  l     erhält  hiernach  die  Bestimm ung 

(17)  3.857989  f^^  1,9321216, 

und  der  positive  Werth  O*    iat  grosser  zu  wählen,  als  j«le  der" 
Grössen 

31C^')',   24(rt*V,   20Cr*'>)\  TfL-^y,    (C<»>)'; 
die  ahsniutcn  HetrUgo  der  Coct^oioiiten  sind  hier  immer  durch 

die  nächst  grossesten  ganzen  Zahlen  ersetzt  worden.    Weil  ir 
gleich  einem  positiven  eehtcn  Hrnche  wird,  der  kleiner  iat   als 

—,  80  genügt  flir  O     dieZahl  18,  welche  grüHser  ist  als  31 1  .  |  . 

Derabsolute Betrag l^<f"*+  u<»'  von/"!  Mist  gleich  1,9321216, 

mithin  verwandelt  aich  (12)  in  die  Ungleichheit 

(18)  1,  9321216  >  5. 18  A, 

FUr  einen  Werth  von  Ä,  welcher  dieselbe  befriedigt,  wird 

/"^  dnrch  die  Glcichnng 

(m  *^'-  »'.^321216 

^^^^  '    -    2,8.'i7989  * 

detcrminirt 


L.- 


§  65.    ForUetsnng. 

»  

Das  in  dem  letzten   §  anscinandcrgcsetztc  Vcrl'ahren  kann' 
in  dem  Falle,    doss  es  niclit  tu  der  directen  Üarstellnng  einer- 


a  BS. 


I^miUmenUIntK  der  nlgAbrMtehen  Gleichtm^n. 
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Wurzel  der  fifeietiuiig /"(!)  =  0  ftllirt,   bclicMg  oft   wieUerliolt 
werden.    Ücud   aus    eioL-r   lecllen   positiven  unter    der  Eiulieit 

liegcntluu,  die  dortige  Ikdinguiif;  (12)  crlllllendeii  OrösBe  Ai=A**' 

ergebt  sieb  eiu  Wcrth  e  =  x     und  dadurcb  ein  AVertb  von  x 

bei  welcliciii  der  Betrag  der  Grösse  ^  /■0>*"+ a"^)«*^'*^  m"V 
kleiner  ist  als  der  Betrag  derGrösse  ^  /"(;/"  +  9^"  »)=(*"  +  m*">, 


1 


m 


I»). 


and  der  Detrag  der  Griissc      f'(p    +  q    »J  niclit  verschwindct- 

Dieftc   beiden   Vorau»sctKUU(;;eu    ^ntlgen  aber,   um    eine   Rut- 
ivickelund: 

(2)  fr(/'+«"'i+x)=f  ap'"+8'"o  + 


Uli  ■■11 


-       —         ^  >    ^    ^^  _l_ ^  ^  — .1-—  ■ 

Ig  »1 

voncuuchaicn,  wclebe  die  Auwcndmif;  dcrsclljcn  Operationen  ge- 
stattet, die  mit  der  Oleicbnng  (3)  des  letzten  S  vorgcnonniien 
ftind.  Wir  kötintm  alsfi  in  thr  Thal  faicn^ve  xolcltc  WartJin  rem 
X  irnfstrUetty 


JW 


JO) 


.(') 


0)-    JD 


J«- 


p     +q    ^Jp     +3    t,  p     +q    i 
dass  die  eug^rdnetett  Beträge  der  Grösse  — fix) 


«w/iTB  «tcW  CTww  dersdben  den  Werth  Null  erhält,  fortwährend 
ahnehmen. 

In  Itetrcff  der  Stiirkc   des  Abnehmeus  lehrt  der  vorige  §, 
dass,  Dacbdcm    der  reelle  pot^itive    die    Einheit    übertreffende 
Wcrtli  h   .  welcher  die  Stelle   des   daselbst  ntit  h  bezeichneten 
Werthes  einnimmt,  so  gewählt  ist,  da^B  er  der  Ungleichheit 
(3)  |/^' +«")'>  („  _  1 )  o(«  Aö> 

genOgt,  für  den  IJetrag  l^i*"'+  «*"'  di«  Ungleicbeit 

(3»)    1/^^";.*«^<(1 -/!<»>]  l^/"t'4-^7^  +  (»-  l)Q'"Ä'"  " 
besteht;  auf  dieselbe  Weise   hat  man,  indem  die  entsprecbeml 


BW  FdndämftntalBftU  der  olgebruschen  Oleiehnngen.  §  66. 

gebildeten  Urilssen  durch  fortlanlende  Zeiger  characlerisirt  werden 

DQt'^M«  D.8.f. 


K((«^ 


,(«' 


+  «t"  >  (n 


HicranB  It&äst  sicli  »chliessen,  dass  die BeträffcV  1^^^  +  u^''*» 

K /*'*'+  w"'',  .  .  nach  vmi  nach  Icleiner  rwrfJ«*  m&sscnf  ah  eine 
beliebig  kleine  gegebene  Grüsse  d,  sobald  einß  positive  Grösse  Q 
existirt,  wdcJie  grosser  ist,  als  die  sätnmtlititen  nacfi  einantler  auf- 

e^istrllmden  Grossen  0  \  D  ■  , . .  Wir  weräeti  euerst  die  VoraitS' 
sei»un(j  der  Exislrwi  einer  solchen  Grösse  Q  maehtmy  tmd  spCäer 
die  Existenz  selbst  nachweisen. 

Die  einzelnen  GriJsscu  C '' ,  C  , . .  mögen  gleich  von  vorne 
herein  8it  griH»  augenoninien  sein,  wa«  stets  znlÜHiiig  iut,  dasü 
die  RcfliiigTingen 

(5)  !/;«)•+ i|0>'<  (n  -  I J  Q(«   l/^/(«'+uW<  (n  - 1)  D*«  . . . 

crfUilt  sind.  Dann  ranss  ein  Werth  ä  ,  welcher  die  Ungleich- 
heit (3)  befriedigt,   von   selbst  ein  echter  Hmdi  sein;  dasselbe 


gilt  von  den  Grössen  fi 


m 


Wir  treffen  non  eine  solche  Wahl» 


i(3» 


Ä**'  Hfgm  soll,  verillgea  in  entspreche  oder  Weise  über  Ä  , 


da»a  h     gleich  der  IliUfte  des  cchteti  Bruches  wird ,  unter  detn 

i  soll,  verillgea  in  c 
und  erlmiten  die  Gleichnngen 

(6) 


j(z^  ^  U'l^T^ 


2(i»-l)ö 


Ca>»*' 


Dadurch  verwandelt  sich  die  Ungleichheit  (3*)  in  die  folgoD 

•  IJ.  1/"      J9i»  1(11«         —1^      Jtl"      .  /Il«      I       .  "         * 

ebenso  hat  man 


tiat  man 

\         iin~l)CrJ 


(8) 
n.  8.  f. 

Die  Voranssctzung,  das»  die  sUinnitlichen  GriisscnO   ,  O    ,  .  . 
kleiner  lilcilteii  als  eine  heutimmtc  Grui^sc  Q  bewirkt  nnn,  dass, 

wenn  man  in  den  Ungleichheiten  (7),  (8)  die  Griisscn  D'*',  D**\ . . 


PiudiunentülfiAU  iler  BlgebrAÜcheD  Gleidiung^D. 


m 


rcspectivc  durcli  Q  erHetst,  die  in  deu  Klaniniern  ron  der  Gin- 
bcit  abztizicIicDdcu  Cirti^^Mcu  kleiner  wurden,  und  um  so  nicUi* 
die  IJDglcichbciten  gelten 

(10)      l^^-i.->,.<K,S^^^.-  ( r_^'j-^^^\) 

n.  8.  f. 

Es  ist  fregenwärtig  aber  aiebt  mUgiicb,  üass  tUr  eine  be* 

liebig  weit  auHKCilelmlc  Fortsetzung  die  Beträge  k  ('"'  +  «"^', 

l^<^'*+  »i*"*, .  ■  •  immer  grosser  bleiben  als  eine  beliebig  kleine 
gegebene  positive  Grfisao  cJ,  oder  dieselbe  nur  erreichen;  sie 
niUsscn  vielmehr  AchlicAKlieb  unter  jede  Grimme  d  hcrab^luken. 

Geaetel  es  wäre  1^^*'^'+  wt»'>d,  1/^^^'+ «*'^>a...und 

xnletztnir  eine  gewisse  ZnblA'aacb  k  f**^'+  m'^'^'^^T,  dann  würde 
man  in   den    Klammern    der   Formeln  (&),  (10)    die   OWVssen 

^^^«»•+  «<i)' ,  |//t^)*-i.||<^i',. .  sJimintlich  dun-h  d  ersetzen  dUrfeii 
nnd  dadurrh  die  zn  sHbtrahirenden  Ausiirtli-kc  abermals  ver- 
kleinern; auf  diese  Weise  entstünden  die  Ungleichheiten 

Aus  deni^elben  folgt  durch  Multiplication  die  Ungleichheit 

(12)  k"<'"-+«""'<i^«^>v«^ (i -  ,(„l,)^p. 

Auf  der  rechten  Seite  befindet  sich  hier  die  (JY—  l)tc  Po- 


tenz  des  echten  Bruches  1  ~ 


Diefielhc  wird ,  wie 


4(»-i)g' 

sich  auB  8  19  ergiebt,  bei  einem  wachsenden  Werthe  der  Zahl 
^  kleiner  aU  jede  noch  so  kleiniä  gegebene  OriisRc.  Es  kann 
deshalb  die  Zahl  N  immer  üu  gros»   gewühlt  wenlen,  das»  die 

den  Factor  V  1^'*'  +  «'"'  multiplicirtc  Potenz  kleiner  wird  als 


in 


STa 


PtindamentalaalK  der  «TgeliraiKiben  Oleidiangei]. 


§ 


die  Grösse  (T.    Danii  wtinlc  aber  die  Gonse<jiienz  cintreteu,  dass 

sein  rnQsstc,  u'älirciid  nach  der  gcmucbtcD  Anuabme 

sein  soll.    Wir  stosscn  dnmit  auf  einen  Widerspruch,  and  balien 
also  bewiesen  dass  unlor   der  bcÄeiehnetcn  Voranßsctuung  die 

Betrüge  Kf">V  «<•'',  K(t'>'+ „W,.. .  nach  and  nach  kleiner 
wurden  niUBScn  als  Jede  nocb  so  kleine  gegebene  GrUssc  d. 

§  ee.    Fortaetsunff. 


Es  bleibt  jetKt  nocb   zu  zeigen,  thss  es  stets  eine  posi4 
QröxM  Q  gieht,  die  ffrösser  ist,  als  die  SMHtntlichcn  succpssive 

hildenäoi  posifivm  Grössm  0"\o'''\...  Die  in  §  64  fllr  O**' 
aufgestellte  Hcdiugung  besteht  darin,  daas  dieser  Wcrtb  grilAser 
sein  Boll,  als  der  absolute  Betrag  von  jeder  der  Griiggen 


wl^hrcnd  l 
(2) 


.AV 


dca  WerCb  bat 


^«)_^       f(p 


(1) 


f  KP     +  3     «) 


,m 


die  auf  O  , . .  bezüglichen  Hediiigungen  geben  ans  den  vor- 
liegenden durcb  das  entsprccbeudo  VorwUrtsscliicbcn  der  Zeiger 
bervor.  Die  in  (I)  angeOlhrtcn  Gri'»ä»en  sind  Pruduetc  aas  den 
durch   feste   numeriKcJie  AusdrEtcke   dividirten  AEiIcitungen  der 

Function  —  f{x)  und  den  Potenzen  der  Grösse  T*;  der  Betrag 

jeder  einzelnen  Grösse  wird  erhalten,  indem  man  die  Beträge 
ihrer  Faetoren  mit  einander  niulti|dicirt;  wenn  daher  bcwiescu 
wird,  wie  gleich  geschehen  soll,  dass  sowohl  die  Beträge  der 
siimnitlicheD  mit  nucii^riifcheu  Kennern  versehenen  Ableitungen 
stets  unter  einer  gewissen  Grüsse   liegen,  wie  auch  das«  der 

Betrag  der  GrJjsscn  T  ,  u  ,...  immer  kleiner  bleibt  als  eine 
bestimiule  Gröxse,  so  existirt  nothwcndig  eine  Grösse  Q^  unter 
welcher  Q    ,  O    ....  enthalten  sind. 


In  denen  statt  x  Baccessivc  die  Gri3s8cn 

(1)    .        (11  -         («    .        (S)  . 

P  +9  h  P  +  <?  «... 
ZD  8Qb8tituircii  sind,  obere  Grenzen  fcstxuHOtzcn,  erinnern  wir 
uns  des  iu  §  61  buwie»CQOu  Kcsultat»,  da»»,  wunn  der  Betrag  r 
der  complexen  Grösse  ji  +  ^i  gröjiscr  gewählt  wird,  alü  ein 
Wertb  R,  der  die  dortigen  Bedtngnngcn  (15)  erftlllt,  der  Itetra^ 

der  Gniflse  — f{p  +  gt)  — <  +  «i  die  Bedingung 


(3) 


^'' ■*-«•>  v?r 


ermilen  mnss.  Nach  §  62  ist  der  Betrag  von  jeder  der  «  —  1 
Grüfisen  '/,.*;,»■• '^-l.  diireli  welcbe  die  Gk'i(;liung  /''()j}  =  0 
befriedigt  wird,  nntliweadig  kleiner  als  jeder  fllr  R  anwendbare 
Wcrth.  Nacbdciu  au  jener  Stelle  die  Wurzel  ■^;^^  »o  bestimmt 
ist,  dajw  keiner  unter  den  Betrügen  der  Grlissen 

von  dem  Betrage  Ä^  der  GrlVsse  fUu)  =  ^u  +  "„ »  UbertiuflTen 
wird,  dann  lilsst  sich  der  Wcrth  J?  jedenfalls  so  gross  nehmen,  da»» 


(4) 


»  +  I 


> 


ist,  and  dies  mflge  geschehen  sein.  Die  Bedingung  (4)  kann 
anter  UmslJinden  von  selbst  crlltllt  sein,  wie  sie  es  in  dem  be- 
handelten Beispiel  in  der  That  ist ;  denn  man  bat  dort  R  =  5, 

»  +  1=7,  t**^' +  «*•>'  =  4.    Das  zu  der  Herstellung  derGrJJsscn 

//"+  5*"i,  p^^+  5*'*  t,  .  .  .    vorgeschriebene    Verfahren     liefert 

nnr  solche  Beträge  l^i*"' +  «*''' ,    i^i''^' +  m"**  , . .   die  kleiner 

sind  als  der  Betrjig  K  /'*^*  +  «*"*".    Deshalb  kann  der  Betrag  r 

von  keiner  der  complexen  Grössen  y  +  q  ^*»,  p  +  q  ''i,.. grösser 
oder  gleich  der  Grösse  R  sein,  die  der  Ungleichheit  (4)  gcnllgt. 
Denn  wofern  r>R  ist,  so  inlgt  fUr  den  Betrag  der  U-trvlTendeu 

UpMblt^  Aiuljnilii-  IB 
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Fimdamfliitalnlx  der  algebraischen  tiluioliongän. 


§Cß. 


Grösse   —/"(;>  + ffO  =  '  + «•  aog  der  Ungleichheit  (3)  die  Un- 
gicichkclt 

(5) 


»  +  !    —  B  +  1 


währeml  aas  (4]  die  Ungleichheit 


(fi) 


> 


|/'f««jV«<'"">l//*  +«• 


folgen  würde, 

Hietnit  erlangen  wir  die  Cewisshcit,  daas  der  Betmg  von 
jeder  der  Gr(l88cni/"+  v"^,  p""+  ?***»,••  welche  bei  dem  An- 
gewendeten Verfaltrt»«  auftreten  kennen,  kleiner  bleibt,  als  der 
bezeichnete  Wcrth  /?.  Dass  die  Grosse  /;j=jj  4- (/  i  dio- 
»elbe  Eigcnachaft  hat,  itit  vorhin  erwähnt  worden.  Bei  der  geo- 
metrischen Interprct«tion  liegen  demnach  die  sJlmmtlichenFankto 
,;,=/*»+5""t-/'+,/'i,  ;/'>+. /^>^..  innerhalb  des  mit 
einem  RadJus  gleich  R  um  den  Nullpunkt  hescbriehcneu  Kreise». 
VcrmlSgc  des  mchrrach  angewendeten  IlUlfssalzes  aus§(il  werden 
nnn  die  HetrUge  der  mit  ihren  Nennern  versehenen  Ableitungen 

1    ri')  _n{n~l)    n-2     (»-l)(»-gj  a,     „-n  o^. 


(7) 


1    rix)  _n(n-l)(n—i)    *-» 


3! 


^1«-1](»— 2)(it-3)  a,  ^n-i^     ^a„_s 


vergiösfiert,    indem   man    —    durch  seinen  Betrag  /*,,  — '   durch 

"(1  "» 

seinen  Betrag  L,  ersetzt  n.  s.  f.,  und  ftlr  x  =  p  +  qi  dicGrl^o 

H  KuliKtittiirt,  welche  griisscr  ist  als  der  Betrag  r  von  p-i-gi. 

So  enlÄteheii  lllr  die  betrefTendcn  Wcrtho  die  oberen  Grenzen 

nin-  l)       „a-i   ,         (n— 1)(b-2) 


n''-'  + 


I  al  ■**       "•" 


2! 
3! 


L.Ä"^+..+  /^,. 


3* 


Da  die  CrrJlttse  It  den  Bedingnngen  geoUgt 


i.< 


+  i'^''^ir+r '''»<«+i 


M6- 


FnadainentHlmis  der  slgehraischeD  OtoicliuQRra. 
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so  kann  niflo  die  ciuzchicu  iu  (H)  uu[;e^el)eiion  Wi-rtlic  noch  gr)>sscr 

machen,  indem  man  —.-r  statt  /*„ — — r-  statt/.,  aetzt,  u.a. f. 

Die»  liefert  die  folgenden  AuHdrltckc,  welche  nur  den  Wcrth  R 
enthalteD 


(9) 


(0  _  n(i,- !)  +  (»-  !)(«-2]-i-..+2.1    jjf^ 

,/.        n(«—l)r»-2)+(w—l)(it-a)(fi+3)+.. +3.2.1  -,o_-., 

0^  =  ircnTTy" ' —  ^ 


nnd  die  Eigenarhaft  halien,  die  Hetrilgc  der  durch  die  zugchr»rigen 
ZahlenfacaltUtcn  dividirtcn  bczUgticIicu  Ableitungen  zu  ItbertrefTen. 
Das  Vorhandensein  »olchor  Aasdrücke  war  al>ei-  nachzuweisen. 

Die  Gr(!8Bcn  T ',  ^  ,..  werden  nach  der  Vorachrift  der 
Gleiehang  (2)  erbalten,  indem  in  den  Aufldruck 

(10)  -  Lil±XÜ 

(Ht  p+  qi  nach  einander  die  Gri^Hsen 

eingesetzt  werden.  Für  die  Function  f  [x)  des  (n—  OtenGradcSj 
welche  den  Nenner  liildet,  i.st  in  §  C2  unter  (5)  die  Zerlegung 
in  Factorcn  des  ersten  Grades 

(11)       l  ri^)^(x''v^)i^-v,)--{^-%-^) 

angegeben  werden. 

Diese  lür  jeden  Werth  von  x  gültige  Dai-stcllnng  erlaubt, 
statt  X  die  beliebige  cumplexe  Griisse  p -\-  qi  zu  Kubstitniron: 
dadurch  crgicbt  sich  eine  neue  Darstellung  für  den  Ncuucr  des 
Ausdruckes  (lü)  und  der  ToUetilndige  Ausdruck  verwandelt  sicli 
iu  den  fulgeudeu 


(12)     - 


— /•0)+  a») 

Ö4. 


Bei  den  zur  Anwendung  kommenden  Wcrthcn  von  p  +  tji 
nimmt  der  Zähler  — — fip+qi)  nur  solche  Wertbc  an,  deren 


Betrag   kleiner   ist,   als   der   Betrag  K^"''  +  «<*>     der   Grilsse 


S76 


FundamenUliatz  der  sl;«bmiiicheii  Gleicbno^en. 


des  Neuners  p  +  f/i  —  t-^,  wo;/ die  Reibe  der  Zalileo  1,2, 3,..»  — 1 

durübUlul^,    eine   zugehöfige   die  Null    Ubertrcffeude   Ortlase  p^ 

bczeicbiieu.  welcbe  immer  kleiner  bleibt  nU  (ler  Betrag  des  Faetor«. 

Die  Konnel  (3)  des  §  63   eotbält  die   naeb   den   Potcnzt'n 

der  Griiaae  s  ^ordnete  fCntwiekcluDg  der  Fapctimi  -  Y(i;,+*). 


«. 


Wenn  in  der  Function  — f{x)  die  Veränderliclic  x  durch  daa 

iiiit  der  Wurzel  i>^  gebildete  Aggregat  »;,  +  *  ersetzt  wird,  so 
tolgt  aus  denselbuu  Grundsätzen  die  der  Wurzel  tj^  eat!*)irecbcnde 
Entwickeinng  ^ 


03);/('>«+-)=-i:A.,)4--'  ^' 


(^  + 


1)! 


1 


die  Zabl  b  giebc  liier  nacb  (4)  dos  §  GH  an,  eine  wievielt'aeho 
Wurzel  v«  v<^»  der  Gleichung  /"'(»ij^o  ipt,  und  e«  leuchtet  ein, 
dasR  solche  unter  den  GIcicbuagen  (13),  die  sieb  nnf  zwei  ein- 
ander glüicbu  Wurzeln  büzieben,  zustimmen  (allen.    In  §  G2  wi 

■der  absolute  Betrag  der  GriJsse  f{%)  gleich  A.  gesetzt  wor-' 
den,  i'crner 

(U) 
zugleich 

Well     nun 


keine    der    Differenzen 


darf    keine    der    Differenzen   A^  —  A^   negativ  sein, 
der    Hetrag   K  ^"**+  «***'   der  complexcn   GrriR8i| 
-/■(P*'^+  /'»)  unter  dem  Betrage  i^f"*'+  «*">"  liegt,  so  kano 


innuer  eine  von  Null  verschiedene  poHitive  Grosso  J  so  gcwftliU 
werden,  dasa 

(15)  t^i<^'+>'  -  K/{')'+«f^'">  J 

TSt.  Ks  ist  aber  Tiilt«;iirb  zn  Koig^n,  dass,  wenn  in  der  OfcicKöng 

(13)  der  Betrag  von  s  nicht  Über  einer  gewissen  Grösse  erliegt, 

der  Betrag  von     -  f  {'}jt  +  s)  grösser  sein  muss,  als  die  Grß; 
Ä,  -  J. 

Aus  dem  Lemma  des  §61   ergicbt  sich,  daas,  sobald  aal 
der  rechten  Seite  der  Gleichung  (l.^)   statt    des  ersten  Gliede^H 
dessen  Betrag  A^  gesetzt  wird  und  statt  der  sänuiitlichen  Übrige^" 


Glieder  deren  Beträge,    ntfija/iv   «//•nmm«'-'»,  gesetal  werden,  ninl 


wftlill 

4 

?1iäng 

igt» 


wenn  da^  so  f^cbildctc  Kcsnlta\  einen  positiven  Weitli  lint,  der 

Beirag  der.  linken  Seite  — /"(i), +5)  grosser  ab  jenes  Rcsnltat 

oder  mnsscrsten  Falles  demselben  gleich  nein  miisa.  Wir  stellen 
jetzt  lllr  den  Uetrag  von  a  die  Forderung  auf,  dae»  der  t'ctrag 
von  jeder  der  Grössen 


:iG) 


/"'^"(V.) 


(^+01 


Vf'     *>,i-l 


nvJ 


»1 


■•/      n 


kleiner  sei  als  die  positive  Grlisse- 


Ag-'A^  +  J 


«—6. 


,  dann  wird  da» 


;{?al  dicHcr«  — Aj.  KctrHgc  kleiner  als  (lipfirilfwc-l^  —  A,  +  J. 

mau  zu  deui  Betrage  Ä^  dtcuc»  Agf^i-ctfat,  negativ  gctwm- 
lacH,  hinzu,  so  wt  mithin  das  Krgcbniss  grötiscr  a.U  die  Diffe- 
renz Ag^{A^~  A,  +  J),  welche  den  die  Null  Uhcrt reffenden 
Wcrth  A,  —  J  hat.  Folglich  ist  unter  der  lUr  den  Betrag  von  £ 

aofge«tclltcn  Rcdin^'ung  der  Betrag  der  GrOsee  -  /*(i/g+Ä)firü8Bcr 

als  der  Werth  ^ ,  —  /.  Die  in  Rede  stehende  BcdinRunK  ksinu  auob 
in  der  vorhin  ansedenlelen  GeRtalt,  nändtch  m  aiWi^iidrUckl 
werden,  dase  Rlr  den  hcsliniiutcii  Wcrth  des  Zttgers  //  der  Be- 
trag der  GriSssc  g  gleich  oder  kleiner  sei  als  eine  reelle  posi- 
tive Grösse  p^.:  ^  nju«H  dann  so  beschaffen  Rein,  daßs  der  Be- 
trag von  jeder  der  GrUsücu 


niter  der  Grü6»e 


Ag~A,+J 


n'. 


n  —  b. 


liegt. 


Wenu  in  der  Gleichung  (13)  die  OrHsRC  ii^+  2  =  ii  +  qi 
gcfletzt  wird,  ko  ist  Bssp+  qi—  j;^.  Das  so  eben  abgeleitete 
Kesaltat  hat  demnaeh   den  Inhalt,    da8s  der  Betrag  der  Grösse 

—  f{p  +  qi)  grHsHer  »ein  muas,  als  der  Werth  A^  —  .7,  sobald 

fiir  einen  bcstininiteu  Werth  des  Zeigers  tf  der  Betrag  der  Größse 
/»-Hg» — )jg  gleich  oder  kleiner  ist  als  der  dcfiuirte  Werth  e^^. 
Der  Betrag  der  Grosse  /»-t-^t  — i}^  ist,  gcometFisoli  gedeutet, 
das  Mass  des  Ahstandes  zwischen  den  beiden  J'nnkten  der  Khcne 


Fundaaiuut 


ter  «Ij^bniMbeu  GlekliuDffen. 


j)  -f-  g»  nnd  ijg.  Nach  dcu  getroffcneo  AoDahmcn  hat  die  Glei- 
climi);  /''(';)  =  0  die  Anzabl  b^  vou  Wurzeln,  die  gleich  einer . 
bestimmten  \Viir7cl  t,^  sind,  uad  es  äollcu,  was  offenbar  immer 
Difjglich  ist,  die  Grössen  q^,  welche  zu.  gleichen  Worzeln  pj^  gc- 
bCren»  dann  aach  xnsammenfallen.  Wir  denken  uns  nun  u 
judeu  Puukt  );^  der  Ebene  mit  dem  zugeordncteu  Werlhc  p^  a 
Itailiiis  einen  Kreis  heschrieben.  Ein  Pnnkt  71+21  der  EheaO 
liegt  inueiiialb  des  nm  den  Punkt  rj^  bcscli riebe ucu  Kreises 
udcr  aal'  denisetbea  oder  ausserhalb  des  Kreises,  je  nachdem 
der  Betrat;  der  Griisse  p  +  qi  —  t;^  kleiner  als  q^,  gleich  g^  oder 
grösser  als  g^  ist.  Wir  erkennen  also,  dass  der  betrag  der  GrUsse 

—  fiP  +  9^)'  welcher,  sobald  der  Punkt/^  +  ^t  mit  dem  Cen^; 


J 


trum  1/^  zn^ammcnfällt,  gleich  A^  wird,  grUsscr  bleiben  mus^! 
fkU  die  Grösse  yt, —./,  wofern  der  Puokt  _j>  +  ^ »  innerhalb  eines 
bestimmten  jener  Kreise  oder  auf  der  Peripherie  von  einem 
jener  Kreise  liegt.  ■ 

Nach    der   Ungleichheit   (15)    ist    die  Grösse   j1,  —  .7=" 

K^^J'  +  M<^>'—  ./  grösser  als  derWerth  l/'(^"'+  «<"\  folgüchj 

muss  der  Betrag  der  Grösse  — f{p+qi)  auch  gröeser  sein  alsdf 

Werth  K/^"' +  «"*',  so  lange  ftlr  einen  einzelnen  Zeiger  17  dt 
Betrag  der  Grösse  _p  + <?i  —  J/j  kleiner  oder  gleich  q    ist     Der! 

Betrag  der  Grösse^ /"(jj  +  gi)    ist  aber    für  die    Subi^titalit 

p  +  qi  T=:  p  +  q  i  gleich  dem  Wcrthe  v  f"*'  +  «*'*'  selbs 
und  f'llr  alle  bei  dem  erörterten  Verfahren  später  vorkom 
mendcii    ßcRtimmangcn    der   Grässe  jf  +  qi    kleiner    als    der 

Werth  Kft'^'  +  ttt'''.     Es  muss  daher  fUr  alle   beiwichnetcn  an 

die    Stelle     von    y  +  qi     zu    setzenden    Grössen 

P    +  ?    ».  •  •  jeder  einzebe  der  Beträge  p  +  qi —  ij 

sein  als  der   zugeordnete  Wcrth  g^.     Diese    Thatsaehe    laatet 

in  der  geometrischen  .Sprache  so,  dass  alle  Punkte  p'    +3"'») 

p     4- g    i...,  welche  durch  unser  Verfahren  successive  erhal- 


(1)    .      (U; 

P     +ff 


ten  werden,   ausserhalb    der   einzelnen  Kreise  hegen   mttssei^ 


FuDdamentaloaU  der  «Ijtebraiecbe»  Gleidiunfjrea. 

welche  nm  die  IMnktc  i,  mit  den  zngcordnctcn  KadicD  e  be- 
schrieben Rind,  and  corrcsponüirt  mit  der  vorhin  erwähnten 
Eigensclml),  d.i$K  alle  Jone  Pnnkte  sieb  innerhalb  Ac»  Kreises 
beüudcu,  der  um  den  Nullpunkt  mit  dem  Radios  R  bo- 
schrieben ht 

Der  Betrag  des  Products  (p +qi  —  rji)ip -^  qi—i-^)  .  . 
(p  +  qi—*j^_j)  ist  gleleb  dem  Product  von  den  Betrügen  seiner 
Faetorcn  ond  bildet  daher  das  Mass  flir  das  Prüduct  auH  den 
Ahstiluden  des  Punktes  p  +  qi  von  jedem  der  Punkte  tj^.  Da 
der  Betrag  dce  Factors  p  +  ji  — fj,  grösuer  bleibt  als  die 
GrSssc  c^ ,  60  ist  der  Betrag  des   Product»   nothweudig  grösser 

als  das  Product 

(»7)  p,  e,.-*..,- 

Uieraoä  folgt,   daAs   der  Betrag   des  Ausdruckes  (12),  bei  dem 

der  Betrag  des  Zählcrf<,  wie  schon  erwälitit,  unter  der  Grösse 

r  <*"''+«'"*' Hegt,   für  alle    in    Rede  stchetiden  Bestimmungen 
I        der  Grösse  p-i-qi  kleiner  ii^t  als  der  Wertb 

n 


(18) 

e.  p.  ■  ■  -  e„-i 

and   damit    ist    unserer    Behauptung  gemUss    ein    Wertli 


an- 
gegeben, Über  welchen  hinaus  die  Grössen  V  ,  l  ,...  niemals 
wachsen   können.     AtiT  dic!«c   Weise  stellt   die  Existenz  einer 

rOrSssc  Q  lest,  unter  welcher  D"',  D-",  - .  Hegen  niUsNen.    Daher 
üt  es  jctxt  unliedingt  bewiesen,  dass  die  sucecs»iivc  zu  bildenden 

nach   nnd  nach    kleiner  werden,    als   eine  beliebig  kleine  ge- 
gebene Grösse. 

Wir  wollen  uns  jetzt  noch  davon  ilbcrzeugcu,  da&s  sowohl 
der  reelle  wie  der  imaginilrc  Theil  von  den  erhaltenen  Wcrthcn 


p   +  q  ».  j"    +9   *. 


'P     "*"  3     *  ■  ■  ■  cio'^i'  bestimmten  Grenio 


beliebig  nahe  kommt.  Die  mit  C  und  i,*  *'  büzciehnetcn  Grös- 
sen werden  nach  §  64  und  der  Formel  (lU)  dieses  {$  durcb  die 
Gleichungen 


380 


KunilnmuntalsaU  dor  algebraüchen  Oleichangon. 


I«. 


(19) 


jJS)      _  _ 


£**+''—  _ 


^(/»'"-Vg™-^) 


l    -,    (W)    ,      (H>.. 


1) 


1     ^,     fS)     .       iS)    .. 


«Inrgcstellt.  Weit  hier  der  Iktrng  des  ZUhlent  fllr  ein  hinreirliend 
grn>*i4CH  jV  kleiner  wird  al»  eine  beliebig  kleine  gegebene  Orftase, 
der  Betrag  des  Nenners  nlier  Btcts  griWser  bleibt  als  diw  Prodact 
(17),   wclcbcB   tfj  genannt    werden   cnUge,   so  wird  der  Betraf; 

von  ^^'  und  t^*^  sclbsit  beliebig  klein.  Man  darf  aicli  deshalb 
liaji  Verfahren  sn  weit  fortgeset/.t  denken,  dass  ew  zulässig  ist,  bei 

derBcstimmuBg  der  Grösse  p     +9     i  die  zugeordnete  Grösse 

h^^—\  w  nehmen.  Hierzu  ist  wegen  der  Gleichung  (7)  des 
§  f>4  nothwcnilig  und  hinreichend,  da»B  der  Betrag  des  Aus- 
druckes 


(20) 


2! 


1    r»(i>^-^' 


kleiner  sei  als  der  Betrag  des  Ausdrucken 


/•(p*«-«+  ^t»^» 


Alt>da.iiD  setzt  mau 


(21) 


-t») 


und  die  GrHssG 


a, 


+  q     %=p         +  q         1+^1 

Hi'      + '/    0  winl  dem  Ausdrucke  (20)  gleich. 


la  dem  Ausdrucke  (20)  mögen  die  Ableitungen 

•t 


/--(!>"'-''+ g'"-%) 
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rcspective  durch  die  in  (9)  dieses  §  enthaltenen  positiven  Wcrthe 
ersctxt  werden,  welche  immer  grÖHser  sind  als  die  entsprechen- 
den Beträge,  und  die  Grüssc  i^  durch  ihren  Betrag  8*  ',daau 
entsteht  ein  Aggregat,  das  nach  unst^rem  Ixmma  grösser  als  der 

Betrag  von  (20)  oder  ihm  höchstens  gleich  ist.  ¥Hr  ft 


fllr  einen  hinreichend  grossen  Wcrth  der  Zahl  N  stets  erfüllbare 


Fnndamentalsatx  der  BlgubraiscfaeD  Gleicbua;^, 


Forderung  aufgestellt,  dasti,  während  r  eine  reelle  (»sitiTC  unter 
der  Einheit  liegende  Grösse  bedeutet, 

(22)      a>.  «^^■'+  0.  ißn'  4- . . .  +  ^jn"^'  <  c<r, 

»ei.    Dann  folgt  fllr  das  aogcdcutctc  Aggregat  die  Ungleichheit 


(23)    *,(,"")■  +  «>,('«"")"  +  ...  +  *„  («™) 

Nun   lehrt  der  Ausdruck   von 

1 


etp^/i 


xto 


kleiner  ist  als  der  Betrag  der  Grösse 


f  in  (10),    das»  tf,  «"" 
/•(p^-"+  ^t"-",-).  und 


wir  sahen  an»>serdeni,  dass  der  Betrag  des  Ausdiut-kos  (20) 
kleiner  oder  gleich  der  linken  Seite  von  (:^3)  ist.  Mithin 
lieht   die  Forderung  (22)    die  Folge   nach    sieh,  dass  die  fUr 

C  aufgestellte  Bedingung  erfüllt  ist.  Da  ferner  der  Aus- 
drnck    (20)    gleich   der    OrÖHsc        /"f;/"** +g     »')  ist,  so  nmss 

der  Betrag  0^"'*''  der  GrOssc  l  "*""  nach  (l'J)  kleiner  sein  aU 
der  Betrag  des  An»dnickr^  (20),  durch  die  Ortisso  g),  ^- 
ndlrt,    welehc  selbst   kleiner   ist  als   der  Betrag  des  Nenners 

— f'(P     +  Q'    »)•  I^er  Betrag  ff  "*"     muss  deshalb  vermöge  der 

Ungleichheit  (23)  auch  kleiner  sein,  als  der  Wcrih 


gy. 


=  cfl 


m 


Hieraus  crgicbt  sich  aber  weiter,   dass  aus  der  Ungleich- 
heit (22)  die  Ungleichheit 

(34),     0,A^^»  +  0»,  [fP'''^y+  .  .  4-  ©.,  {^""''T'^cf, 
abgeleitet  werden  kann,  und  darum   ist  es  gestattet,  durch  den- 
selben  Process    mittelst   dessen  p'" '  +  ^    *  aus  p~    ■+-  Q   ~    * 

erhalten  wurde,  _p*'  ^''  +  q^  '*^  i  aus  ;>'"  +  q^'  i  zu  erzeugen,  und 
diesen  Proii-ess  ^tets  zu  wiederholen.  Der  Kein  der  Betrachtung 
liegt  in  dem  gelieferten  Nachweise  der  mit  der  reellen  posi- 
tiven unter  der  Einheit  liegenden  Grösse  c  gebildeten  Un- 
gleichheit 
(25)  i^''*''><efP'\ 

Da  alle  I>e7.llglichcn  Umstünde  bei  den  folgenden  Schnitten 
dieselben  sind,  so  gelten  die  ferneren  Ungleichheiten 


daher  nmsK  der  Betrag  der  Differenz  jt      +  q      i  —  {p     -k-  q  "'  i) 

kleiner  sein,  als  das  Aggregat  der  Betrüge 

(28) 

Dieses  Aggrcft^at  ist  aber  in  Folge  der  Ungleichheiten  (25) 
und  (26)  kleiner  :iU  die  Snmmc 


^''>(,  +  ,.+c'  +  ..+c^'''')  =  fl^'"-?-*^ 


K'-»+l 


und,  weil  c  ein  iinsitivcr  echter  Bruch  und 
auch  kleiner  als  der  Ausdruck 


(30) 


adO 


1  — c 


Allein  der  positive  echte  Bruch  c  kann  nach  Willkür  kleiner 
genomnien  werden  als  irgend  ein  gegefHjner  Werth,  danira  hataoch 

der  Ausdruck  fl  dieselbe  Eigcnscball,   nnd  ca  leuchtet 


"'Vg'''\_(^'='>+,<^,-) 


1  — c 

ein,  daas  der  Betrag  der  Differenz  p^' 
för  einen  pRsscnd  gewählleu  Werth  von  c  kleiner  wird  als  eine 
beliebig  kleine  gegebene  Gr'issc,  wie  grt>»B  auch  immer  die 
Zahl  N'   gcuonimeu   werde.     Das   hcisst  aber   nicht»  anderes, 

als  das»   sowohl   der  absolute  Werth  der   Differenz  p      —p 
ahf  auch  der  absolute  Werth  der  Differenz  g     —  g       beliebig 
klein  wird,  oder  das«  sowohl  die  hoHtininitcn  Gi*ögscny^,p^*   ,  „ 
gegen  einen   festen   Grenzwcrth   convcrgiren  wie  auch   die   be- 

»«tinimten    Grflssci»    7     ,  ^    ^   ,  -  ■  ■  gegen   einen    Testen   Grenz- 
wcrth convcrgiren.  wie  belLan|)tct  worden  war. 

Hiermit  ist  also  äk  Existmss  einer  Wurecl  für  die  bdidng 
gegebene  Gleickung  des  ntr»  (rrtulcs  f(§)  ^  0  in  vollständiger 
AU^mcinhcit  bewiesen. 


Nachdcnt  in  §  45  der  Satx  bewiesen  war,  ilnss  die  Zer- 
legung einer  rationalen  ga.nzcn  Fanction  dcB  ntcn  Qrades  von 
X  in  Factoren  des  eriiten  Grades,  wenn  sie  Uherhanpt  bewerk- 
stelligt werden  kann,  nur  auf  eine  einzige  Weise  möglich  ist, 
wurde  ant'  die  Analogie  diettcä  Sntzea  mit  dem  Satze  (2)  des 
§  7  hingewiesen,  das»  jede  ganze  Zahl  nur  auf' eine  cinxigc 
Weise  als  ein  Product  von  PriraÄalilen  dargestellt  werden  kann, 
lind  es  wnrüc  zttglcicli  )>etont,  das»  zwar  die  Zcriegbarkeit  jeder 
ganzen  Zahlen  in  ein  Product  von  Primzahlen  dargetban  sei, 
dass  aber  noch  entschieden  wcrdon  müsse,  ob  eine  gegebene  ra- 
tionale ganze  Function  einer  Veränderlichen  x  immer  in  Facturen 
des  ersten  Grades  zerlegt  werden  küunc.  Dtireb  die  so  eben 
vollendete  Untersnclinng  ist  für  jetle  gegebene  Function  des 
nten  Grades  f(x)  dicEiiutenz  einer  GrOssc  ^  begründet  worden, 
vermtlge  deren  /'($)  gleich  Null  wird ;  hieraus  folgt  nach  dem 
Satze  (1)  des  §  43,  dasa  f(x)  gleich  dem  algebraischen  Product 
des  Factor«  a:  —  ^  in  eine  Function  des  (tt-^l)ten  Grades  /*, (a:) 

ist,  in  welcher  js"*"'  denselben  Coef'ficienten  a^  hat,  mit  dem  x" 
in  der  Function  fix)  multiplii^irt  war.  Da  nun  aucli  Htr  alle 
Functionen  von  niedrigerem  als  dem  «ten  Grade  die  Existenz 
einer  Wurzel  der  entsprechenden  Gleichung  feststeht,  so  bringt 
das  im  §  40  entwickelte  Verfahren,  wie  schon  in  §  62  erwähnt 
worden,  die  verlangte  Zerlegung  hervor 
(1)  r(x)  =  aJx~S,){z~$,)  .  .  .  (x-^J. 

Afi$  diesen  Gründen  ist  die  Zcriegunß  einer  r(üioyuilei\ 
ganeen  Function  fies  ntm  Grades  fow  x  in  «  Factoren  des  ersteft 
Grades  stets  möglich  und  nur  auf  eine  eineige  Weise  moglieh, 
gerade  so,  wie  die  Zerlegung  einer  gegebenen  Zahl  in  Frim- 
factoren  immer  tnöglichtmd  nur  auf  eine  einzige  Weise  miigUrh  ist. 

Der  angfiftihrte  §  43  crhJllt  die  Dcfiniticii,  das«,  wenn  eine 
rationale  ganr-e  Function  f{x)  Hlr  ein  unbestimmte»  x  als  ein 
Product  TOD  zwei  raitlonalcn  ganzen  Functionen  von  x  dargestellt 
werden  kann,  jede  der  beiden  l^'nnctionen  ein  algebraischer 
Theiler  von  f{z)   genannt  wird;   vormöge  dieser  Definition  ist 


m* 


Zerle^Dg  einer  gtuiuin  Piiootian  in  FacUireD. 
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dann  eine  rationale  ^nac  Function  des  nullten  Grades  oilor  eine 
reine  Constante  ein  algcbraisclicr  Tlieilcr  von  jeder  rationalen 
ganzen  Function.  Sobald  nun  xwci  rationale  g:an7.e  Fanctioncn 
von  X  gegeben  sind,  f(x)  vom  »ten  Grade,  und  ffix)  vom  «tcn 
Grade,  so  Ifissf  sieh  die  Fratje  nach  dn-  f)tndion  des  hncJtstcn  Grades 
derVariahlex  aufwerfen,  tvdchceinffentcmsamrrTheiUrvonfix)  und 
von  g(x)  ist.  Kine  Constantc  ist  stets  ein  gemeinsamer  Theiler 
von  f(x)  and  r/  (x) ;  wenn  es  daher  keinen  genicinsamcn  Theiler 
giebt,  der  von  hiihercm  Grade  als  dem  nullten  Grade  ist,  so 
wendet  man  den  Aiieclruek  an.  dass  f{x}  und  7  (j:)  ohncgmm%t- 
samcH  TfuHler  sind.  Der  gemeinsame  Theiler  des  höchsten 
Grades  in  Bezug  auf  ,t,  wolcbeu  f{x)  w\\Cig{x)  haben,  wird  ihr 
grossester  ffrmeinsamcr  Theiler  genannt. 

Für  die  Kmiitteinng  des  grfissesten  gemeinsamen  Theiler» 
von  den  Funetionen  f(x)  und  tj{x)  macht  es  eine»  wcscnllicheii 
Unterschied,  oh  mau  sich  des  ftatzc^  von  der  Zcricgharkeit  joder 
rationalen  ganzen  Function  in  Factoren  des  ersten  Grade»  be- 
dienen darf  oder  nieht.  Wir  wollen  zunätdist  die  Anwendung 
dieses  SatOTR  gestatten. 

Es  sei  $(x)  eine  Function  von  x,  die  in  fix)  und  in  g(x) 
aufgeht  und  so  beschaffen  ist,  dass  keine  Fnnction  cincR 
höheren  (irudes  als  q{x)  zugleich  in  f{x)  und  g{x)  aufgehen 
kann;  auch  darf  verauf?ge»et/.t  werden,  dass  diu  höchste  Potenz 
von  x,  die  in  g  (x)  vorkommt,  den  Coeffieieuten  Kins  habe.  Üie 
Function  f{x)  w<irde  %vie  früher  bezeichnet  und  liefere  die  in  (l) 
gegebene  Zerlegung;  die  Function  gix)  habe  den  Ausdruck 

(2)  !f(x)^e„^  +  c,:c— '  M-  .  .  +  e, 
und  sei  folgendermassen  zerlegt 

(3)  ?(x)  ==  c„(a;— w.)(3:— w,) . .  .  (a^-üt,). 
Das  Vorhandensein  des  grilsHentcn  gemcinsflnien  Thcilers 

e{x)  zieht  jetzt  die  beiden  Gleichungen  nach  sich 

(4)  fix)  =  a^(Hx)eix),  g(x)^e^Y(xU(x), 

wo  vermöge  des  Hatzes  (1)  in  §44  der  Cnefficient  der  höchsten 
Potenz  von  x  sowohl  in  {iix)  wie  in  yix)  die  Einheit  ist,  und 
wo  die  Functionen  {i(x)  nnd  j'(x)  fehlen  gemeinsamen  ^Htciicr 
haben  dtlrten;  denn  hHtten  sie  einen  solchen,  so  würde  da« 
Produtt  dieses  Tlieilers  mit  q(x)  ein  genicinsamer  Theiler  von 
f{x)  und  g{x)  seiij,   der   einen   höheren  Grad  hütte    als  eix). 


Kon  känuen  sowohl  ^(sr)  wie  auch  (t(x)  nnd  y{x)  ici  Fulgu 
des  aDZUWcniieadcii  Katzir»  in  FactorL'ii  dos  er^U^ii  (Irutlrn  7.t:rlt;f^ 
werden^  in  denen  allen  die  Vcründeiliclie  r  den  Coeflicieuten 
£iiis  bat,  den  FaU  nut^Miomuicn,  dass  eiuo  der  bcli-efTciidcD 
Functionen  vom  nullten  Onidc  folglicli  in  diesem  Falle  selbst 
gteieb  der  Kinhcit  Ut,  und  zwar  iHt  die  Zerlegung  nur  auf  eine 
einzige  Weine  niäf;1ii:li.  l»t  diese  Zerlcgniig  ^Acliclien^  so  wird 
das  Produet  ß(x)0{x)  gleich  einem  Product  von  Factoren  de« 
ersten  Grades,  nnd  das  Product  y(x]  g{x)  ebeiitall»  (gleich  einem 
l'rodact  von  Factorcn  des  ersten  Orades;  das  erstere  kann  we- 
gen der  Gleichung  (I)  von  dem  Prodnct  («— ^,)(j!— ^,).  .(ar— ^), 
das  «weile  wegen  der  Gleichung  (3)  von  dem  Product  (x — w») 
(*— w,)...{x — w,)  nur  in  der  Anordnung  verüichicden  sein.  Es 
mUsäcn  daher  die  Factoren  x—S„x-£^,...x—£^  in  zwei  Gruppen 
zerfallen,  dergestiilt,  das«  das  Produet  der  Individuen  der  einen 
Gruppe  gleich  ß(x)  und  das  Produet  der  Individuen  der  an- 
deren Gruppe  gleich  0(x)  wird;  desgleielien  müssen  die  Factoren 
»—öl,,  a:— w,, . .  *— w,  in  zwei  Gruppen  zertallen,  von  denen  die 
eine  ein  Produet  gleich  y(x),  die  andere  ein  Produet  gleich 
q(x)  crgiclil.  Die  Functionen  IHx)  und  y{x),  welche  ohne  ge- 
meiniianieuThciler  sein  sollen,  dürfen  nicht  Olr  denselben  Weitli 
iff  von  X  verseliwinden,  denn  sonst  hätte  sowohl  ß{x)  wie  y{x) 
den  gemeinsamer  Theiler  x—tf>.  Es  darf  deshalb  kein  Factor 
de»  ersten  Grades  von  fi{x]  einem  Factor  des  ersten  Grades  von 
yix)  gleich  sein.  Die  Bestimmung  der  Function  ^{x)  ertolgt 
mithin  dadureh,  dn^s  ermittelt  wird,   welche  von  den  Fjtetoren 

(5)  (:r-|,),  ix-^^,)  . ,  .  ix-Sj 
fcleiebKeitig  unter  den  Faet^reu 

(6)  (x-w,),  (a:— w,) . . .  (*— »J 

vorkommen.  Hin  Factor  in  (5)  wird  einem  Factor  in  (fi)  dann 
and  nur  dann  gleich,  wcnu  die  /.iigeliiirigo  unter  den  Grössen 
ijf'ia  "^'l-  der  zugehörigen  unter  den  Grössen  vj,,  ru,, . . .  cc, 
Kusammenntllt  Kommt  dies  Uberhanpt  nicht  vor,  go  hat  man 
p(x)^\,  nnd  die  Functionen  f{r)  und  /j(r)  sind  ohne  gemein- 
samen Theiler.  Wufem  aber  der  genannte  Fall  eintritt,  so 
müssen  alle  GrSsstm  anfgesucht  werden,  die  sieb  sowohl  unter 
den  ^,,*'^.  wie  auch  unter  den  *■>„  w„  . .  w,  befinden,  das 
lieisst  (tff«"  tüejenif/t^  lirUfnum,  tp^-lchp  sowohl  Wt/rjre/n  dn  Oldr, 


2S6       QrÖMOsUr  g^meinsanicr  Tbeiler  xweiir  gsnieo  F^octionoo. 

chmtff  f{^)  =  0  wie  auch  der  Gleichung  ff[ta)  =  O  sind,  und  dann 
ist  das  Product  der  ziige ordneten  in  (5)  and  (6)  genieinnain  anf- 
trctCDilcn  Vactoren  gleich  der  gcKuchtcn  Fuiicliun  ^(x).  Da- 
durch werdea  (i(x)  uad  y(x)  bcr,i eh tuif^ weise  die  Prodticte  tod 
den  flbrig  bleibenden  Factoren  aus  (ö)  and  aus  {G),  nnd,  wie 
vcrlnngt  worden,  iftt  tnUe.r  den  Factorcn,  die  ,'i{x)  bilden,  keiner 
von  deneo  vorbanden,  die  yix)  ausmachen.  Ea  lenchtct  bier- 
nacb  CID,  dans  die  Function  q{x},  bei  der  die  ht^hste  Potens 
von  X  den  CoefBeienten  Eins  haben  »oll,  vollRülndi^  bestimmt 
ist,  und  dass  es  also  fiir  zwei  ganze  Finietionen  f{x)  and  ^{x) 
nor  einen  einzigen  grossesten  genieinsamcu  Tbeiler  giebt; . 
solche  Tbeiler,  die  sieb  nur  durch  die  MultiplieJition  mit  (Mn- 
stantcn  unterscheiden,  werden  nicht  als  von  einander  verschie- 
dene Tbeiler  angcscbcD. 

Die  mitgetbeiltc  Methode  zur  Aufäuchnng  des  grlfsaeaten 
gemein»)anien  Tbeiler«  von  zwei  Fimctioueu  f{x)  nnd  g(x)  ent- 
spricht dem  in  §  ^<  auseinandergesetzten  Verfahren  zu  der 
Aufsncbang  des  grtissesten  gemeinsamen  Thcilcrs  von  zwei 
ganzen  Zahlen,  Atr  welche  die  Zcvlcgnng  in  Primtactorcn  ge- 
geben ist.  Der  §  ü  enthält  ein  Verfahren,  um  den  grJ>»Hesten 
gemeinsamen  Thctler  vttn  zwei  ganzen  Zalilen  zu  bestimnien, 
wobei  Ton  der  Zcrleguiig  einer  Zahl  in  ein&cbe  Factorcn  nicht 
gesproclien  wird,  und  zwar  bildet  das  erwähnte  Verfahren  die 
Orundlüi^e  Ulr  den  vorgetragenen  Beweis  des  Satze»,  dass  eine 
Zahl  immer  nar  auf  eine  Weue  als  ein  Product  von  Primfactoren 
dargestellt  werden  kann. 

Es  lässt  sieh  nun  durch  ein  Verfahren,  welches  dem  be- 
zeichneten genau  nachgebildet  ist,  der  grüsscstc  gomcinaainc 
Tbeiler  von  zwei  ganzen  Fanctionen  f{x)  und  g{x)  aufsuchen, 
ohne  das»  mar  den  Satz  von  der  Zerlegbarkeit  der  ganzen 
Functionen  in  Factorcn  do»  ersten  Grades  voraussetzt,  und 
dieses  Verfabren  soll  demnächst  entwickelt  werden. 

9  68.   AafiraohaBi:  d«a  eTtt"*Bt«n  Kftm«lnsam«n  T]k«U*ra  tob. 
zwei  gansen  Funotloneii  einer  Varlabl«. 

Die  gegeltenen  Fnnctienen  f{x)  nnd  gix)  können  entweder 
von  verschiedenen  firaden  oder  von  demselben  Grade  sein; 
es  wird  augcnoninien,  dass   der  Grad  n  der  crstereu  niedri^r 


i 


oder  doch  nTuigätcii»»  niviit  liülicr  sei  als  der  Griul  s  der  letzteren. 
'Damit  die^u  L'uU;rsulieiduu)^  mit  Siclmrlieit  ^t'troifen  werden 
kann,  mass  es  featstehcD,  daaa  weder  der  CoufficieDt  a„  de» 
hUcbsteu  Gliede«  a^z"  von  f{x)  noch  der  Coefficient  e„  des  bttch- 
steo  Gliedes  e,a:"  von  jr(ji)  gleich  NaII  ist.  Es  ItUst  sich  dqu 
eine  f^nzc  Fnnction  q{x)  des  {.s— M)ten  Grades  nnd  citic  Function 
r{z},  die  von  niedrigerem  Grade  als  dem  nten  Grade  ist,  m  be- 
stimmen, dass  fttr  ei»  bestimmtes  x  die  Gleichung 
(l)  g{x)^nx)q{x)+r{x) 

ernillt  ifit.  Ein  zu  diesem  Ziele  fahrendes  Verfahren  wird  rf?> 
nach  äea  fidlemJ^i  Toicnscn  der  Vorändcrliciicft  x  yeordnefe  Di' 
Vision  der  gansen  Function  gix)  durch  die  gante  Fundion  f{x) 
genannt;  in  Itezug  auf  daafle]be  wiederholt  sich  die  in  §  U 
gemachte  Bemerkung,  dass  man  mit  dem  Namen  der  Division 
vcrschiedcac  Gattungen  von  Gegriffen  bezeichnet,  Nuulidem  die 
ganzen  t^nctioncn  f(z)  and  g(x)  nach  den  fallenden  Potenzen 
der  Veränderlichen  x  geordnet  sind.  Ixtginnt  di»s  Piviaiouaver- 
fahrcn  damit,  das»  in  der  Fnnction  gix)  die  Glieder,  die  von 
hßberem  Grade  als  n  und  vomGrad(i  »  sind,  durch  tlas  hiicbstc 

Glied  o„  x"  der  Function  f(x)  dividirt  werden,  so  dass  die  ganzo 
Function 


•-n-i 


(9)  _?i£ +_li£ +..+^^!^ 

entsteht    Diese  wird  mit  fix)  mnitiplicirt  und  das  Prodnct  von 
§(x)  snbtrahirt;    weil   das  Prodnct  mit    dem    höchsten  Gliede 

e.x"  beginnt,  ßo  ist  die  bezeichnete  Differenz  von  niedrigerem 
als  dem  5ten  (irade.  Wofern  die  Uifiercnz  zugleich  von  nie- 
drigerem als  dem  nten  Grade  ist,  so  ergicbt  sie,  Indem  die 
Function  (2)  fUr  q(x)  genommen  wird,  die  in  der  Gleichung  (1) 
mit  r(ar)  bezeichnete  Function.  Wenn  dagegen  jene  Differenz 
nicht  von  niedrigerem  als  dem  nten  Grade  ist,  so  kann  mit  der- 
selben ebenso  verfahren  werden,  wie  mit  gix)  verfahren  ist; 
man  erhiüt  eine  neue  Function  an  der  Stelle  von  (2}  und  in- 
■flemm&n  diese  Function  mit  gix)  maltiplieirt  und  von  der  ersten 
Differenz  snhtrahirt,  eine  neue  ÜifTerenz,  welche  von  nieilrigerem 
Grade  ist  als  die  erste.  Weil  aber  dit-  Zahl  .%  eine  endliche  ist, 
so  mos«  man  nach  einer  endlichen  Zahl  vdu  Wjedcrholungen  der 
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Operation  /.nlctzt  ditbin  gelangen,  dasfl  eine  Differenz  Iiervor- 
gelit,  tlie  vou  nieilrigerein  Grailc  als  lU'ni  «ieu  Grmle  ist.  Dann 
liefert  dati  Agif^regat  der  Aui^drtlckc,  die  saccogitire  der  ganzen 
Vunetiou  (2)  üvtMpieclien,  eine  ganze  l<'anotion  q{x\  und  jene 
letzte  DilTereu/.  eine  ganxc  Fiinelion  rlr)  von  niedrigerem  nla 
dem  ntüD  üradc,  durch  wclnlie  Functionen  die  Glcicliung:  (1) 
betriedigt  wird.  Nach  der  Analogie  mit  den  Ausdrucken,  die 
bei  der  Division  der  ganzen  Zahlen  gcbrÜDchlieh  sind,  heisAt 
y(x)  der  Dividnuhts,  f{x)  ihr  Divisor,  q{x)  der  Quotitnl,  r{dc] 
der  Hext. 

Hiel>ci  ist  at>er  darauf  zn  achten,  da^s,  auf  welchem  Weg« 
man  auch  eine  ganze  Funetinn  Q(x)    und  eine  ganze  Function 
Hix)  von  niedrigerem  als  dem  utcn  Grade  tindcu  möge,  welche 
die  betreffende  Gleichang 
(1*)  9{x)  =  nx)Q(x)  +  nix) 

crmilen,  sowohl  die  eine  wie  die  andere  Function  eindeolig  be- 
stimmt Mt.  Wollte  man  nnuchuicn,  dass  verschiedene  Restini- 
iuungsweisen  niOglich  «eioii,  dass  also  die  Gleichungen  (1)  nnl 
(\*)  bestehen  kJlnnen,  ohne  dass  sowtdil  q(x)  =  Q{x)y  wie  auch 
rfz)  =^  i?(a-)  wilrc,  so  wdrde  aus  diesen  Gleichungen  durch  Suh- 
tracticn  die  Glcichnng 

<8)  O^fix)  {q(x)  -  Q(x))  +  rix)  -  R{x) 

folgen.  Die  Differenz  r(x)  —  1i(x),  welche  eine  Function  tw» 
nirdrif/erer  ah  der  ntf-n  Ordnung  ist,  niUssle  dcslialb  fllr  ein  nn- 
I>e»timmte8  x  gleicli  dem  l'rodnct  von  den  beiden  ganzen  Fnnc- 
tionon  /"(r)  and  Q(x)  —  q(x)  sein,  von  denen  die  erste  von  der 
nim  (Jrdnuny  ist-  Es  kann  aber  nach  einem  Corollar  des 
Satzes  (2)  in  §  44  eine  rationale  ganze  Fanction  einer  Va- 
riable X  keinen  algcbrait^dien  Theiter  haben,  der  in  Iteziig  anf  s 
von  hühercm  Gtaili'  ist,  als  die  Function  selbst.  Also  wttrde  ein 
Widcrspruirb  entstehen,  wenn  nicht  fUr  ein  unbestimmtes  x  die 
Differenz  r{x)~-R{x)  glekhNull  wäre;  dann  muss  aber  weiter 
für  ein  uubestinmiteR  x  auch  die  Drfferenx  q{x)  —  -fl(x)  gleich 
Nnli  sein;  denn  das  Prodnct  f{x)  {qix}  ~  (fix))  kann  nicht  vor- 
ficüwinden,  ohne  dass  einer  seiner  Fadoren  vcrsdiwiudet,  and 
C8  giebt  ofTenbar  unbeschrünkt  viele  Wertbe  von  x^  flir  welche 
die  Fcnction  fW),  \ui\  lU-r  der  Coefficient  ä„  nicht  gleirh  Null 
sein  darf,  einen  von  Null  versubicdc.nen  Werlli  annintmt,    n 
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folglich  7(3^)  — ^(*)  verschwinden  inuss.  Da  nun  tlir  ein  nn- 
bestiiiimtc»  jr  sowulil  die  Differenz  r[x)—  }i{.r)  wie  aiieli  die 
DifftTcnz  qix)~Q{x)  gleitli  Null  wird,  so  müssen  uacli  dein 
Satze  0)  des  g  44  die  Funetiuueu  r(x)  und  JR(a:}  mit  ciuaiider 
iu  ilircn  bczUglicUea  Coeftieicnten  (IherciiiBtiiuiiien  nud  des- 
gleicbeo  die  Funetioneu  q{x)  und  Qix),  wie  beliuuptet  wor- 
den war. 

Sobald  in  der  Gleicliang  (l)  der  Rest  rix)  vcrscbwindet, 
?lit  die  Function  ff{x)  dorch  die  Fanplion  f{x)  iilgebraiKeli 
ff  und  f(x)  scilist  ist  dergcsui;litc(;rii8ücslt;  gcmeiüSiiiim  TbeiliT. 
Wenn»'(:r)  nicbt  vcrschwiudct,  das  fieisstjwenn  nidit  alle  Coefß- 
cientcn  dieser  Function  gleich  Null  8ind,  en  \»l  ihr  Grad,  welcher 
hJifhBtcnfi  der  («— l)te  sein  kaiiu,  durch  den  Oeflicicutcii  der 
liüvlisten  Potenz  von  x  bestimmt,  welcher  nicht  gleich  Null  ist. 
Die  Kenutnlas   deH   teirklichen  Gradfs  der  Fnnetion  r{x)   vdrü 

,bier  dnrchniis  vnransgesetzt;  alsdarn  lüsfit  si<^h  für  die  Division 
der  Fonctiou  f{x)  durch  r[x)  abermals  der  QuoticQl  (i^{x)  und 
der  Rest  r^{x)  detcrraiuircn,  wor, (x)  von  niedrigerem  Grade 
ial  als  der  gegenwärtige  Divisor  r(r),  und  dieses  Verfahren  t«t  so 
lange  zu  wiederholen,  bis  eine  Division  aufgeht,  was  nach  einer 
endlichen  Zahl  von  Auwcnduiigcu  uothwcudig  gcMchchcn  niiiss, 
weil  der  Grad  der  ganzen  Functionen  f{x\  r{x),  r,(i), ..  stet« 

niinkt  So  entsteht  die  mit  (1)  beginnende  Reihe  von  Oleichnugen 
(4)  f\x)^r(x)q,[x)-\-r,{x) 

Aus  derHcibeu  liU»t  »ich,  du  die  Summe  und  die  DiiTcrenz 
von  den  Prodnoteu  einer  ganzen  Function  \i>[x)  mit  anderen 
ganzen  Fanctionen  wieder  Productc  der  ganzen  Function  i('(.r) 
mit  ganzen  Fnoctiuncn  sind,  durch  Anwendung  gleiehliiutcudur 
Schlüsse  wie  in  §  ö  folgern,  das»  jeder  gemcim^ame  Tlicilci'  der 
Functionen  f{x)  und  g{x)  in  die  Fuaction  r  {x)  aufgeht,  und 
idoM  r  ^,  {x)  ein  gemcinsamct  Tbeilcr  von  f{x)   und  fi{x)  ist. 

Vermfigc  des  sdion  benutzten  Corollars  aus  §  44  kann  abei* 
keine  Fnnctiou  eines   höheren  Grades   in  eine  Function  cincH 


K«ttenbrüchf. 


% 


niedrigeren  Grades  anfgeticn,  niitbiu  können  fix)  und  g(*)\ 
keinen  goincius.iineu  Tlieiler  haben,  der  von  liiiiterüni  firndc  ist] 
»1;*   ihr   gemeinsamer  Tlieiler   r     ^{x).     Darutn  ivt    r    Ax)  derl 

ffrimeste  gemeinsame  ThtPfr  der  Ftmctionen  f{x)  uml  g{x). 
Critcrium  dafür,  dasn  die  (faiuen  Functioncti  fix)  und  g{x)  keit. 
gemeiiufJuifilirfien  TheÜer  haht^,  besteht  dfimnaeh  darin,  dass 
jResIfimction  r      (x)  gleich  einer  C&nstanle  ist. 


%  69.  Entwiokslimg:  elnei  Bruches,  doiten  Z&bler  and  Nenner] 

g:aiize  Zahlen  sind,  in  einen  Kett«nbnich.  Entwlckelon^  eines  j 

Brnobe«,    desien  Zähler   und  Nenner   ganze  Functionen   elnerj 

Variable  ilnd,  In  einen  Kettenbmoh. 

Wenn  xwei  ganta  FuuctioDen  f{x)  und  g{x)  ge}^1>cn  aiutU 
die  keinen  gern cinsch ältlichen  Tlieiler  baben,  nnU  ferner  eine 
lielieljigegfliize  Fiiiulion  ii{x),  so  lassen  sicli  immer  zwei  ^^nnzu 
Fanctioucn  g>ix^)  und  t{i(x)  so  bestimmen,  dass  die  Glciebung 

(1)  tf{x)f(x)  +  Hx)ff(z)  =  0(x) 
nir  ein  t>elIebigp-8  x  erlVlIt  wird.  \'>m  diese  Itehnuptung  /.□  lie 
weisen,  brauclit  ninn  ihre  Rieliligkeit  nur  lUr  den  Fall  dansii-" 
tbuu,  ditös  die  Fitm'tion  H{x)  gleich  einer  Coustnute  ist.  Hiemit 
verhält  CS  sich  genau  so,  wie  mit  dem  in  S  37  be-grltndctcu» 
aber  in  nnilercn  Zeichen  auHged^üoktf^n  Snlze,  dnRg,  wenn  zwei 
pnnittve  gnnze  Zaldeii  u  und  h  ohne  gcnicinHehnftlicIicu  Thciler 
sind,  und  m  eine  beliebige  Zahl  ist,  stets  xwci  ganze  Zahlen  k 
und  /  gefunden  werden  künnen,  welelic  die  tileit^hung 

(2)  kh  4-  la~M 

crtttllen;  denn  damit  dieser  Satz  gelte,  reicht  es  hin,  die  Bing* 
licbkcit  der  Glciehung 

(3)  kh  +  la=\ 

festzuKtellcD,  und  dies  ist  an  der  angelllbrten  Stelle  mit  lilllfe 
von  allgemeinen  (Icberlcguiigcn  gcMihchen-  Man  kann  aber 
auch  eine  Auflosung  der  Gleichung  (31  aus  der  Reihe  von  Glcichnn- 
gen  erlmltcn.  welehe  durch  ancccssivc  Divisionen  entstehen  und 
nusdrtlekcn,  dass  der  grüascstc  gemeinsame  Theiler  der  Zahlen  n 
und  h  gerwie  die  Einheit  int  Auf  einem  Jüjnlichen  We^  cr- 
hiUt  mnn  bei  der  V'(»ran»netzung,  dass  die  Function  tf(x)  gleich 
einer  Cnnstantc  ist,  eine  AuflüBung  der  Gleichung  (1). 


I 
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Diu  erwUhute   Reihe  von  Gleichungen,    welche  an8sag;pii, 
ilnss   die  ^»iizcn  Ziililcii  a  nud  ft  zu   ihrrm  ■p-ü.s.sustfu  ^fiiiciii- 
saiucD  Tbeiler  die  Einheit  iiabcu,  ist  uach  §  0  die  t'ulgcude 
(4)  a  ~bq+  r 

b  =rq,  +  r, 

r  =  r,  g,  +  r. 


r 


Diese  Reihe    von  Gleiebungcii    bietet  das  Mittel,  um  dm 
Bmeh  -r-  in  einen  Keitenbritch  eu  vertvamieln,    und  wir  werden 

0 

jetxt  auf  die  Anfangsgründe   der  Lehre  voti  den   Kfifmbrikhcn 
eingehen. 

Oividirt  man  die  crHto  Gleichung  doreb  A,  die  zweite  durch 
r,  n.&f-,  die  letzte  darcti  r^,  sn  cntatchen  die  Gleichungen 


>->_ 


=  ^"-"  ^  r--- 


Hier  iitt  .    ein  echter  ßrueb,  ferner  der  in  die  ICinhoit  di- 
o 


vldirtc  fwler  reciproke  Wertb  desselben  —  gleich  dem  Aggregat 


der    ganzen   Zaiil    r/,    nnd    deH    echten    Ftniehen 


foltrlif^b 


ff.+ 


Auf   gleiche   Weise   hat    man  -'^^ , 


a.  B.  f.   Demnach  wini  der  Bruch    .   durch  den  Kcttcuhi-ucb  dar- 
gestellt 
(ß) 


+  I 


ä 


wo  der  Ucbcrcin^tinimang  wegen  q  ^^  iür  r       gesetet  ist. 
Grilsfien  «„,/!?„  Of /?,,..  ballen  alKÜann  (Ihk  BildiiiigHgeKetx 

o,=gq,+l,  /*,  =  ff* 

ö.  =  (-??.  +  1)9*+  Q>    fi-,  ^  <h  <U  +  I 


Sie 


und  allgemein   wird  «^    ans  a^^  nnd  «_,,,,  desgleichen  ß^  ans 

ß^^  and  ^^j_j  durch  die  Gleichungen  erbalten 

(9)  tt,  =  a^,  9,  +  a^_^  |J,  ==  ß^^^  g,  +  ß,_^. 

Man  siebt,  das»  dicfi>c  Gleichungen  llfr  /l=^2  richtig  sind, 
gelten  allgemein,  tk  sieb  beweiften  lässt,  dass  dicsellwn,  wenn 
i^ie  flir  ein  hestiinmtei^ ).  gelten,  auch  für  das  uui  die  Einheit 
bOlierc  l  bestehen  milBaen. 

Der  Ban   der  Oieiebungen  (7)  lebrt,  dasK  der  Bmeh  ^- 


1+1 


aus  dem  Itruche  ~-  entsteht,  indem  die  Grösse  9^  durch  die  Grdsse 
q.  H ersetzt  wird.    Wenn  man  nnn  in  der  ans  (9)  folgen- 


'i+i 


den  Darstellung  des  Urucbes  .    diese  Subi^titntion  vornimmt,  so 
geht  die  Darstellung 


"i-i 


ffi+"i 


iu  den  Ausdruck 


^^:?.+  ^._, 


-» 


über,  wo  der  Zübler  a^^  q^^^  +  a^  ^  gleich  a^^^  and  der  Nenner 

Dies   iflt  aber    dicselfie  Bcstiniiuun^,  welche   in  den  Cllei- 
ohungon  (9)  outlialten  ist  and  hewiüiicn  werden  sollte. 

Die  sn  der  Kettenbrachentwickehmg  (6)  gehörenden  Hrllche 

ä* »  ^.  • .  werden  die   aufeinander   folgenden   Nühenmtjshriiche 

genannt  Da  get,'enwärtig  die  QrUKsen  q,  g,,  •  ■  •  'Äöter  pfwjtive 
^anze  Zahlen  sind,  mit  Aussclilnäs  der  Null,  so  sind  auch  «,,  a,, . . 
und  ß^ylt^,,.  Inntcr  po-sitive  ganze  Zahlen,  und  ausucidcm  folgt 
aus  den  Gleichungen  (9),  das»  n^  ^  <:  a^^  onri  ß^  i  <^i  **^  das« 

mitliiD  die  Individuen  von  jeder  der  beiden  Keihen  «„  «,,... 
und  jV^,jf,,...  inmierfort  ziiuehmeTi.  Wenn  die  erste  flleichnng 
in  (9)  mit  — ß^^,  die  zweite  mit  +tr^_,  tuultiplieirt  wiid,  so 

verschwindet  bei  der  darauf  folgenden  Additiun  der  Factor  der 
Grösse  q^,  und  es  entsteht  die  Gleicbung 

Die  Klammer  der   rechten  Seite  verwandet  gieh  in  die  linke 
Seite,  sobald  statt  des  Zeigers  X—  \  der  Zeiger  A  gesetzt  wird. 
Ans  dicHcm  <^inindtf  hat  die  Gleichung  (lüj  die  Bedeutung, 
dass,  wenn  nach  einander  <lie  Ausdrucke 
(10*)  «,,?,-«,/?,,  a,  ,■?.-«, /^„... 

gebildet  werden,  ein  jeder  Ausdmck  gleieli  dem  mit  der  nega- 
tiven Kinheit  multi|iliLvirten  Werthe  des  vorhergehenden  Aus- 
clruekes  ist.  In  Folge  der  Gleichungen  (^)  findet  sieh  die  lle- 
stimntnng 

(U)  a,/5l.-«,,^.  =  -l. 

Deshalb  sind  die  Ausdrücke  (10*)  abwechselnd  gleich  der  ne- 
gativen nnd  der  positiven  Einheit,  und  da  (—  1)  gleich  der 
p«iiiiliveii  oder  negativen  Einheit  wird,  je  nachdem  l  ctne  gerade 
oder  ungerade  Zahl  ist,  so  kann  man  die  Haupteigenscbaft  von 
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den  Zäiilern  iind  N^nnorn  der  snccessivcn  Nähcrnngsbrilchc  cinea 
Ketlealiruvbes  io  die  Qlcicliun^  /tisaniineuraasen 

(12)  '',-,/»,-",/»^,  =  (-•)'■ 

Wegen  dieser  Gletclinnfr  können  der  Zflliler  und  der  Nenner 
desselben  NäheriingBhrULiheti  keinen  gömcinsameu  Theilor  bitben;  j 
dcuu  ein  gcmciusiimerTbeilcr  von  «^  und  (f^  mUi^ste  in  die  Zahl  ^M 

a^^i  irf^  —  »jj  jf(^j  und  dcsbttlb  in  die  iiositivc  oder  negative  Ein-       \ 
lieit  aufgeben.    Ua   nun   nach  (7J  der  Brach  -f-^—  gleich  dem 

Wertbe  de»  ganzen  Kcttenbrucbes,  mitbin  ffleicb  dem  Bruche  -r- 

o 

ist,  nnd  da  weder  die  positiven  ganzen  Zahlen  u^^^  und  fi       noch 
die  positiven  ganxen  Zahlen  a  and  h  einen  gemeinsamen  Tliciler 
haben,  ^o  mms 
(13) 


Vt  =  «'  ^^^=^' 


»ein.    Ersclxt   mau  in  (12)  die  Zaid  ?.  durch   die  Zahl  ft  +  3, 
ferner  a       durch  a  und  /i  ^^  durch  b,  so  e^t^itcbt  diu  Gleichung 


^.x«=(-JV- 


Demnach  ergibt  sich  eine  Au/lösung  der  Gleichmg  (3)  dadurch, 

d€iits  aus  der  KdimhrwUmtwicJcdnng  d^  Bruches  .-  der  vorldttr 

n 
JKäftcruuysbrudt  J^^—  ubg^eUet  und  tücrauf 


*=£-ir«..,.'=(-»rv. 


>i+i 


'fi+i 


(15) 

geedtt  wird. 

Ya  lenrhtet  nnnmelir  nin,  dasfl  anf  Ornnd  der  Oleiebnn^?n 
(I)  nnd  (4)  des  vorigen  g  der  Qmttait  der  beiden  tjutiscn  Fuhc- 

Honen  %\—r  in  nnm  Kettenhntch  entwickelt  werden  kann.    Ao8 
fix) 

den  aufeinander  folgenden  Gleichungen 

/(:r)-3^^>+  fix)'    rf:.)-^'^-^'^  r(r)'*    ' 


4 


entsteht  die  DarsteUnng 
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(16) 


?(«) 


qix)  + 


9t  («)  + 


1 


•  + 


^M+^t*' 


seD 


Die  Voraustictzaiig,  daB» /"(j;)  und  tj  (x)  ohne  gcmcinachalV 
lieben  Tlicilcr  »lud,  vaavhi  Hicti   in    cloni  Kcttcnhruclie  nur  da- 
.dnreli  kenntlich,  duss  ilie  letzte  Function  !f ,  .,(a^)  au«  der  Function 

^^^)  dnrcli  Division  mit  der  Cutibintite  r^^^  (x)  erzeugt  wird. 

Die  yuhcTunijshriichi-     "■   :,    -^  ^  - , . . .  werden  l'ulgcuderuias 
beHtinimt 

(17)  a„(x)^q(x),  ßAx)=l 

".  U)  =  y  (x)  q,  (x)  +  1,   ß,  ix)  =  q,  ix) 
und  weiter  dnrcb  die  recnrrirende  Bezieünng 
(17«)  a,  (X)  =  a^,  (x)  q,  (x)  +  a_^  (x), 

die  (llilti^kcit  der  bcztlgüetien  Regel  folgt  aus  dense{l>en  Grün- 
den, auf  denen  die  OlL-ielmrif^ün  (Ü)  herulien.  Aul'  gleielie  Weise 
existirt  fttr  die  autciaaudcr  folgenden  ganzen  Functionen  «.  (x) 

fi^ix)  die  dor  Gleichung  (12)  entsprechcodu  Uelation 

(18)  «,_,  (x)  ß^  {X)  -  «,  ix)  ß^^  ix)  =  (-  D* . 

AU8  welcher  der  ?>chlu5S  zu  ziehen  Hx,  Aam  dcrZäbler  und  der 

Nenner  desselben  NälicrungstM'uchcs  ganze  Functionen  ohne  gc- 

G    Ax) 
ineinsamen  Thciler  Bein   mtisscn.     Weil  nun  sowohl  -^ — 7-<r 


!/(*) 


wie  auch  y^^  die  vollständige  Kettenhrnehentwit'kelung  dar- 
stellen, 80  muss,  wenn  wir  voraussetzen,  duss  fix)  und  if{xy 
ohne  {femeiusciiafilichcii  Tiieikr  sind^  wm  hittnU  ifCfchiciU,  g  (x) 
gleich  der  in  eine  ConHtante  C  raultiplieirtcn  Function  a  ^^  {x), 

und  zugleirb  f(x)  gleich  der  in  dieselbe  Coiwtante  ('  ninltipli- 
cirtcn  Function  (t  ^^{x)  sein.  Dann  liefert  aber  die  (JlcieLung 
(Ifil  itir  ).  =  fi+  2  die  Gleichung 


29U 


KetWDbr&oha. 


ft  69. 


Mittelst  dereelfiett  folgt,  thuts  für  gwci  gurue  Fimctiotiai  f{x) 
t%nd  tj[x)^  die  ohne  yt^nntisamt^n  Thetler  sind,  die  GleicftuHtf  (1), 
IM  icelcher  H  {x)  gleich  cini-r  Cotisfantc  genommen  ist,  immer  eine 
Au/lösimg  gestattet.  Sctxt  luan  der  Einfacbbcit  halber  B  (x)  =  1, 
HO  lautet  die  aus  (19)  ftiessende  Auflöünng 


(20)        q>{x)^{-\f  ^^ 


■^'\,(.)^(-ir-H^'^ 


Forner    bat  man    fllr    die   Gleichung  (1)    bei   einer  bdiebigm 
FuMtiün  H  {x)y  wie  leicht  KU  orkcuncn  ist,  die  Aii1ln»iung 


(21)    f/.(x) 


(-  1/ 


C 


«^^,{x)e(x),ipix)^    ^ 


F^tnc  Auwcnduag  wird  in  dem  nücbätou  Abscboilto  niltge- 
thoilt  werden. 


Capitel  IJI. 

Algobraische    ralioiiule    ganze    Functionen    von    l»«lMbig 
vieleu  YuriabcIn  und  beliebig  lioheu  (Uadou. 

§  70     Oleiobhelt   der  Coefaoleaten  bei  zwei  Fanotlonen,  die 

ftlT  onbutlmmt«  Werthe  ä«r  V«rl«b«ln  einander  gleich  Bind. 

Homogene  Ftmotlonen.    Tr&neformatlon  der  bomogeueii  Fnno- 

tionen  dnroh  eine  Subititntlaii  dei  ersten  Qradei. 

In  dem  vorigen  Caiiitel  haben  nns  die  rationalen  ganzen 
Functionen  von  einer  Variable  bcBchäftigt.  Gegenwärtig  verlasKen 
wir  dieselben  nad  gehen  zu  den  rationalen  ganzen  Functiuncn 
von  mehreren  Variabelu  über,  lu  §  22  ist  die  Gestati  einer 
Bolcbon  Function  folgend  eruiaasen  angegeben  worden 

(l)  Mx'  /e    .  .  +  M'x'/i'  ...  +  .., 

wo  die  Coellieienten  3/,  M',.  .  von  den  Variahein  x,  y,  J,' 
nielit  abhängen,  und  wy  Itlr  je  zwei  verscbiedenc  Glieder 
Au»druükes  nicht  alle  von  den  Gleichungen  A  =  A',  ^=p*,  »•==  k",  ... 
zugleich  erlltllt  sind.  Zu  einem  hestimniten  Dehnfe  wurde  in 
g  58  der  iyalv,  bewiesen,  das»,  tvof'em  die  /'h»c/)OH  (1)  flir  un- 
6tw/iw»M/c  Wtrtitc  der  Vanaheln  x,  jf,  #,  .  .  verschwindet,  die 
mmmtliclteii  Cctffick-ntcn  M,  M',  .  .  gleich  NuU  sein  mütssen. 
Ans  diesem  Sal/o  fulgt  niiiiitttclbar  der  Satz,  das-t  wenn  zwei 
rationale  ganse  FuncHonen  mehrerer    Variahcln  für  tmbestt 
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Wirtttc  ärr  VarüAdn  einander  f/leirh  sind,  in  den  volhfätiditfffn 
JCntteickdungoi  der  Imdcn  Functionen  die  Coeffieicntcn  dir  ent- 
aprechetulen  Fotmsai  uiul  Frodudc  von  FotenffH  der  Varialdn 
$ämMtlich  ehutttder  gleich  sein  fMtt.wcM.  Auch  sind  in  ilem- 
Bclben  §  zwei  verseliieclenc  Priucipicn  aufgestellt  wurden,  am 
die  einzelnen  Glieder  der  Function  zu  nr<incn.  Doch  gicbt  c» 
Hir  die  Anordnung  einer  rationuleu  ^aii/eu  Funetiun  von 
mehreren  Vuriabulu  eiuen  (ttj^^ichtsspunkt,  der  bis  jetzt  noeli  nicht 
geltend  prcDiacht  ist  und  der  eine  f^ros^ie  Hcdcntang  besitzt. 
Man  kann  l>ci  jedem  ciiizctiicn  Glicde  einer  sotehcn  Function 
abxähien,  wie  oft  in  demseUien  die  dnedm^  Variahdn  eusamnum- 

gcnommcn  tds  Facloren  atsßrden.    Das  Glied  Mx  j/*  ,?*... .der 

Function  (1)  enthält  die  Potenzen  x  ,  y'',  /,  .  .  als  Factoren, 
mithin  die  Variable  x  in  der  Anzahl  ).,  die  Variable  tf  in  der 
Anzahl  /*,  die  Variable  e  in  der  Anzahl  r  vnn  Maien  u.  s.  f. 
Hiernaeh  hat  die  gesitchU  Gesammtzahl  lür  dieses  Glied  den 
Wcrth  >. +  /i  +  r  +  ....  Diese  Zahl  liefert  die  Bestimmung 
für  den  Grad  des  Gliedes  Mx  j/*  s' ...,  oder,  wie  mau  sich 

auch  aiisdrOckt,  Rir  ilie  Dimension  des  Gliedes  Mx''  f/"  t'  .  .  . 
i»  Bcrug  auf  die  sämmüicfien  Variabdn  x,  t/,  s,  .  .  Es  lassen 
sieb  nunmehr  alle  diejenigen  Olieder  der  ge^henen  Punc- 
tion  zusanrnicnrnsöcu,  hei  welchen  die  OradzahW.  4- ,"+>'+. . 
denselben  Wcrth  und  zwar  den  htichsten  vorkommenden  Wcrth 
p  hat,  das  betreffende  Agf^regat  sei  (D  ;  hieranC  künnen  die 
Glieder  zusammengenommen  werden,  deren  Grad  zahl  gleich  der 
Zahl  p  —  l  ist,  80  dass  sie  ein  A/jrcg-at  fp^^_,  bilden  und  man 
kann  fortfahren,  eben  »olchc  A^Sf^Kate  0^^.^ , . .  </>o  von  den  ab- 
steigenden Graden  p—'2,..0  aufzustellen,  bis  alle  Glieder  von 
(1)  erschnpft  sind. 

Eine  ganze  rationale  Function  der  Variahcln  x,  y,  g, . . . 
deren  sämmtHche  Glieder  in  Bezug  anf  diese  Variabein  von 
demselben  Grade  sind,  hclsst  eine  homogene  Function  der  Vari- 
abeln  x,  y,  s..  .  .  Oemnach  .sind  <h^^,  0p_„ . . .  '/»„  hcziehnngs- 
se  homogene  Functionen  des  ptco,  (p— l)ten, ...  nullten 
Grades  von  den  Variabein  .r,  y,  ß,..,  and  die  gegebene  Func- 
tion (l)  wird  gleich  der  Smume  von  homogenen  Fttnctionen 
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(2) 


*if+  'it 


i'-i 
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deren  Grade  von  der  Zaiil  p  bis  zii  dorn  Wcrtli  Noll  nbncliiucu. 
Die  gegebene  Fuuction  (I)  ftlhrt  in^oterii,  ah  der  höflii*te  in 
ihren  Gliedern  vertretcoo  Grad  gleich  p  ist,  die  licncnnnng 
äncr  Fvrniion  des  pten  Grades. 

Die  FuHcti<m  des  nuUtm  Grades  erlaubt  nur  da^  AuTtretea 
von  einem  ein/.lgcn  unabhHugigen  Coeftieienteu  und  bo^tcht 
datier  ans  einem  cinKigea  Glicde. 

Die  hom^gmr  Fnndivn  des  rrstrn  Grades  von  n  Varin!»eln 
bildet  am  Agf;re{;at  aus  den  tu  iiriiibhaoj^ifrc  Cooffieicnten  lualti- 
plicirten  einzelnen  Variabein  und  enthalt  insofcni  n  Glieder. 
Die  homofjene  Function  das  ewiHlai  Grades  von  «  Variabcln  um- 
fasst  Ti  Glieder,  in  denen  die  Quadrate  der  n  Variabein  vor- 
»(m  — 1) 


kommen  nnd 


Glieder,  in  denen   die    Frodnctc  ans 


Ganzen 


-  GUedor    Aaf  diese  Weise  bcijlimmt  »ich  fllr 


n 

4 


zwei   verschiedenen   Variabcln   vorkommen,   enthält  mithin  im 
n(n±l) 
2 
die  homoj^ncn  Fanetionen  einef*  gegebenen  Grude»  die  hikhste 

Anzahl  verschiedener  Glieder,  die  milgüch  ist;  eine  Vcrringcrnng 
der  Anzahl  dnrch  Vei'schwinden  einzelner  Glieder  ist  bicrlwi 
selbetverständliili  nicht  ausgeschlossen. 

Die  in  (2)  ^gehene  Darstellung  einer  giiuzeu  Function 
des  ;^ten  Grades  mit  einer  bestimmten  Zahl  p  von  VariiilHjln 
Eoig^  an,  dnss  Jede  solche  Function  als  eine  hotuoyetie  Function 
des  pici\  Grades  betrachtet  werden  dar!',  bei  welcher  die  Ah- 
xahl  der  Variabeln  mn  Eins  grösser  genommen  ist.  Denn  wenn 
man  zti  den  »  Variahein  .x,  y,  e^ .  ..  eine  (w  +  l}tc  Variable  « 
hinauttlgt,  so  ist  der  Ausdruck 

(3)  0   +  m    ,  w  +  »/>     «,  +  ..+  0„  u^ 

^  '  p         [1—1  r— 5   •  " 

eine  homogene  Fnnction  des  jHcti  Grades  von  den  (w  +  I)  Vari- 
abein X,  ^y  e, . .  H,  nnd  dieser  Auxdrnck^  welcher  die  allge- 
meinste homogene  t'Hinclinn  des  pten  Grades  mit  d^n  (m  +  I) 
Variablen  j.  y,  *.  .  .  "  darstellt,  verwandelt  sich  iu  den  Ans- 
druck  (2)  der  gegebenen  Function,  sobald  der  Variable  «  der 
Werth  der  Einheit  beigelegt  wird.  Vermöge  diese«  Umstände« 
ist  in  der  Algebra  die  Unter^uclinng  <ler  homogenen  Functionen 
immer  mehr  in  den  Vordergrund  getreten. 


(170. 


formation. 
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Im  Eiogau^  de»  g  40  Hudet  sieb  ein  ninweiu  aitf  dio 
Transfonnatiun  von  einer  rationuleu  Function  otier  von  nurhrcrcn 
rationalen  Functionen,  welclic  liprvorgrhraclit  wird,  indem  an 
die  Stelle  der  nrspi'Uugllelicu  Variabelu  bestiomitc  rationale  Fuoe- 
iioDcn  TOD  ncaen  Variabein  »ubstittiirt  werden.  Denken  wir 
uns  eine  ganze  lioniogcne  Futielion  uder  mehrere  znsammen- 
gehürigc  gitaze  hom4>gene  Functionen  von  einer  gewitit^en  Zulil 
von  Variahein  x,,  z,,,..x^  und  nehmen  wir  an,  da»»  jede 
dieser  Variabel«  gleieli  einer  ganzen  honuigenen  Function  de» 
ersten  Gradeo  von  n  neuen  Vnrinticlu  x\,  x*,,  .  .  jc^^  gesetzt 
werde,  so  das»  die  Ctlcichuugen  gelten 


(4) 


»,  =  c„  x\  +  Cj,  a;*,  +  ..  +  ff,.  *'„ 
z,  =  c,,  a:', +  c„x'a+  . .  +  c,„  x'^ 


=^U  =  ^>^1 


+  ^.*' 


+  <^n.*'n. 


•^uP    *'na 


.c„„  von 


in  denen  die  Coeffieienten  c,j,  c,^,  ■ .  c,  ß, 
den  Variahein  unabhängig  sind,  und  die  eine  Suftiftitution  des 
crstfjH  Grtulvn  bilden,  so  niuss  sieh  die  zu  Irans l'onriirende  ganze 
boiuugcne  P'nnetion  oder  mUüseu  sieh  die  gleichzeitig  xu  trnn»- 
Ibrmirenden  ganzen  homogenen  Functionen  der  Variabein 
«p  «,,...  a:„  beaiehungs weise  in  eine  ganze  homogene  Function 
oder  in  dio  bciUgliclm  Auznbl  giinzcr  boriiogenor  Functionen 
verwandeln,  ohne  dass  der  Grad  der  IjetrelTenden  einzelnen 
Funetion  eine  Acndernng  ertlUii-t.    Denn  jedes  in  einer  Function 

auftretende  Glied  äWx/ar,  ...  x^"  ,  desBcn  Grad  durch  die  Zahl 
2,  +  A,  +  .  .  +  An  ansgedrllckt  ist,  geht  vermittelst  der  Sub- 
stitution f4)  in  ein  Aggregat  von  Gliedern  Über,  deren  Grad  in 
'Bezug  auf  die  Variabein  a-',,  x'^  ..t'„  wieder  dnrcb  dieuelbo 
Zahl  A,  +  >.,  +  ..+  in  bezeichnet  wird. 

Diese  Rcraerkung  bildet  den  Ausgangspunkt  ftlr  das  Stu- 
dium der  Triuislormation  von  g;tnzeu  honiogcueu  Functionen 
durch  solche  .SulMtitutiuncn,  wie  sie  in  (4)  angegeben  sind.  Der 
erste  Schritt  auf  dem  angedeuteten  Wege  mutis  aber  darin  be- 
steben, das»  das  System  von  Gleichungen  (4)  selbst  einer  ge- 
nauen Prüfung  nnterwurfeu  winl.  Durch  d;u<Kelhe  crhillt  man 
Ir  die  n  Grössen  x^,  x„  . . .  x^  volUtündig  bestimmte  Werthe^ 
sobald  den  n  Grüssen  x',,  x*), x'^  irgend  tvelchc  zusammen- 
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gehörige  bestimmte  Wcrthe  beigelegt  werden.  Wenn  dagegen 
den  «  Grössen  x,,  .c„,  ■  ■  .  x^  bestimnitu  Wertbc  vorgeschrieben 
Bind,  80  bleibt  zti  nntersuclicii,  ob  es  solche  Wertbc  .r',,  x\, . .  x\ 
gieht,  welche  rlftm  vorgelegten  System  von  Gleichnngen  (4)  ge- 
nügen und,  falls  es  soictie  giebt,  wie  dieselben  gefunden  werden 
können.  Dies  ist  die  Frage  nach  der  Aufhimmj  von  n  Glei- 
chungen des  ersten  Orailes  inii  tlm  n  Unbekannten  z' , ,  x\, . . .  x\. 
Wir  werden  dieselbe  erledigen,  indem  wir  ein  System  von 
n  ganzen  hotnogenen  Ftmcfiomti  tfes  crä<fi  Grades  mU  n  Vari- 
ahcln  zu  dem  Gegenstande  unserer  Betrachtung  machen. 


Capitel  IV. 

Systcmo  von  n  ganzen  honiogonon  Functionen  des  ersten 

(«rades    mit    ii    Varinbeln.      Allgemeine    Aullösung    vuu 

H  (ilelchnngen   des  erHteu    GrAdejt   mit   n  Unbekannten. 

Lehre  der  Determinanten. 

(71.  Zwei  Fonotloneii  dei  eriten  Oradei  mit  zwei  V»rlabelB. 
AUg-emelne  AufittBong-  von  zwei  Olelohtmgen  des  «raten 
Orades   mit   zwei  Unbekannten.    Determinanten   des  zweiten 

GhradM. 

Mit   den   beiden   Variabeln  j:  und  y   und   den   vier  Con- 
slantCö  tf,  6,  r,  rf  seien  die  heidcn  ganzen  hotmgcncti  FtitK^ioTK« 
des  ersim  Grades  f^  und  /",  gebildet 
(1)  f,=ax-¥hy 

/•^  =  cjc  +  fJy. 

Die  Forderung,  den  Variabeln  x  und  y  solche  Wcrthe 
beizulegen,  das»  die  erste  Function  einer  gegebenen  GrKssc  r, 
nnd  die  zweite  Function  einer  gegebenen  GrÜBSc  r,  gleich  werde, 
liefert  die  bcida^  Gleichungen  des  ersten  Grades 

ax  +  hy^r^ 
ex  +  dy  =  r^. 

Gesetzt,  dflss  es  nifiglich  sei,  dieselben  zn  befriedigen,  so 
kann  man  aus  denKelhen  eine  Gleichung  .ibleiten,  welche  nur 
se  enthält  und  eine  Gleichung,  welche  nur  y  cnthftit,  oder  ho- 
zichnngsweise  das  crst<:  Mal  y,  das  zweite  Mal  x  diminirm. 
Wir  multipliciren  zn  diesem  Zwecke  erstens  die  ernte  Glciclmng 


< 


(2) 


(3) 


mit  li,  die  zweite  mit  —  b,  uudnddireudic  Kväultiik'.  tiudbieruuf 
mnltipliciiTn  wir  di<'  erste  mir  —  r,  lüe  xweifc  mit  <i,  nnd  ad- 
diren  ebcul'allb  die  Resultate.  Aul'  diese  Weise  eulstelieu  re- 
apecUvti  die  Gleicbangea 

(ad  —  be)x^      dr,  —  6r, 
(ad  —  bc)i/  =  —  rr^  •*-  ar^. 

Zd  der  Ableitung  derselben  aind  nnr  die  Operationen  der 
AthlitioHf  Stihfraction  und  MuUipUeaticm  angewendet  werden,  «o 
dass  die  llfsultnte  nach  einer  in  S^  31  hervorgehnlicnen  Renicrknng 
eine  unl>csclirUnkte  GUltigkeit  haben.  Sobald  aber  aus  (3)  die 
Wertbe  von  x  und  y  ermittelt  werden  sollen,  so  bedarf  cb  beide 
Haie  einer  Division  mit  der  GrJMt^cnverbindung 
(4)  ad-bc\ 

damit  eine  »olcbc  anB^^ctlliirt  werden  könne,  ictt  eR  nothuifittäin 
yutl  hmreichnni^  dass  der  Werth  von  (4)  nidit  fileich  Null  m. 

Wir  maeben  nun  zuerst  die  Voraussetzung,  dass  ad — 6c 
nicht  ylcirh  Null  sei,  und  crbaltcii  dann  lllr  x  und  jf  die  voU- 
kotntnctt  bestimmten  Wertite 


{*) 


dr^-br. 


^  —      ad~b€ 

Aus  der  Annahme,  dass  es  mtiglich  sei,  den  Gleichungen 
(2)  7U  pcnllgcu,  ist  po&cblo!<Ben  worden,  das«  x  und  fj  die  vor- 
stcbend  angcge^jeuen  Wertbe  babeu  mdi^scn.  Man  Überzeugt 
sieh  umgekehrt  »ehr  leicbt,  dass  diese  Wertbe  in  der  Tliat  die 
(ileiehungen  (1)  hefriedigen.  Es  steht  dfitnnuch  fest,  dttss,  wo- 
fern die  Grössrrivrrhindung  ad~bc  nicM  gleich  Null  ist,  die 
Gläehimgcti  (I)  eine  A\tflf>stmg  Atlassen,  und  dass  dicsr,  Ätif- 
löfoing  ausschUesührh  dnrrh  die  in  (4)  mlhaltenen  tusnmmm- 
gehörigai  Wvrtiie  von  x  und  y  bctperksffUigt  werden  lann. 

Die  Grössenverbindung  ad  —  bc  wird  die  aus  den  Eis- 
menim 

(5)  a    b 

c    d 
gebildete  Xkterviinanit   und  ewar  eine  DeUrmtnanie  des  eiteiten 
Gradat  genannt.    Sie   ist  daa  Aggregat   der  Prddtietc  von  dcD- 
jetiigen    Kiementen,    wciclic    in    dent    ((uadratifieh    geordneten 
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System  (5)  Hicli  in  Wen  beiden  Din^onaleti  tiffindcn;  dns  Product 
ad,  dn^  zu  der  absteigend  von  links  nncti  rcrbts  lanfenden 
Diagorale  gehört,  ist  positiv,  das  Prmluct  be,  das  zu  der  an- 
deren Üiugonale  gcbürt,  negativ  gennmmen. 

Sobald  dieseUie  einen  von  Nnl!  vcrscbicdcncu  Wcrth  hat, 
steigt  es  sich,  das»  den  beiden  Gleichungen  (2)  stets  voll- 
kommen bestimmte  Wertbe  von  a;  nnd  y  enlspreehen,  auf  welche 
Weise  auch  der  Wertb  r,  fUr  die  Function  f,  und  der  Wcrth 
r,  fllr  die  Functii>n  /*,  guwHidt  sein  möge.  Hierin  lie|:t  eine 
fundamentale  EigcnstbaJt  der  beiden  Functionen  /",  *  und  /*,, 
welche  durch  einen  besonderen  Ausdruck  cbarnkterisirt  wird. 
l>k  hciden  Fuwtwnen  des  ersUm  Graden  von  x  und  y 

/',  =  (!a:+dy 
hassen  von  einander  unnhhüngige  Functions,  ec«»»  ffu  jedem 
Uehiff  gewählte  System  vmi  WMhm  dtrscUtfm 

ein  hcittimmtf,^  System  vvn  Wirrthcn  der  Var'ahdn  x  uwl  y  pi^- 
Äürt.  Am  dem  Vorhergehenden  folfjf,  daxs,  wofern  die  Determi- 
nante ad~hc  nicht  ffieirh  Null  isl,  die  Functionen  /",  und  /", 
noihtvendig  von  einander  unahhänyiij  sind. 

Ks  bleibt  nun  xu  untcrsueben,  wie  sich  zwei  Functionen 
/',  lind  f^  verhalten,  bei  denen  die  i Determinante  ad  —  bc  gleieb 
Null  ist.  In  IktreflT  der  dicffioicntcn  halten  wir  ji;t7,t  nur  noeh 
die  clue  sclbstvcD^tUndlicbc  Voraussetzung:  fest,  dass  nicht  alle 
vier  gleich  Null  sind;  denn  in  diesem  Falle  wäre  sowohl  /",  wie 
nnch  f^  llherhonpt  gleirh  Nnll.  Mau  kann  offenbar  stets  das 
Verfahren,  verniiltelst  dessen  aus  den  Gleiebungcu  (2)  die  Glei- 
chungen (5)  dcducirt  sind,  auf  die  Glcicbuu^n  (1)  anwenden, 
welche  zu  der  Üefinition  der  Functionen  /",  nnd  /",  dienen,  und 
erhält  dann  die  llelationen 

(6)  df,-hf,  =  {ad~~he)x 
—  cf,+  aft  —  (ad  —  bc)p. 

Dnrch  die  jetzt  geltende  Oleiehung  nd  —  hc  =  0  verwau- 
delo  sie  sich  in  die  folgenden  Kclationcn 

(7)  dA-Ä/,  =  0 
-cf,  +af,=0, 

welche  zwiscben  den  Functiouen  /*,  aad  f,  bestehen   und  die 
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Variahein  x  ui»l  y  ausserlmlb  der  Fiinctirtiien  uicbt  cntlinltcri. 
Da  nidil  «,  h,  c,  ti  zujrlcit-li  vcrscliwiiiili'ti  s^ollfn,  s»  iiiiiss  \ve- 
uigHtens  eine  tlcr  (Jrüsscu  von  >>iill  verscbiedta  sein,  tinü  dies 
SCI  cttvn  di(!  Grösse  a.  Dann  lehrt  die  zweile  Edntion  in  (7), 
indem  mit  der  OrAsse  "  tlividirt  wird,  dasa 

sein  masK.  Wie  also  ancb  immer  die  Vai'iabeln  x  nnd  y  be- 
stimmt worden,  so  /.ielit  der  ontsprecliende  Wi^rtli  der  ■■'nnc- 
tioii  /",  ciiitrn  vtdlstiinüig  lustinmiti'ii  Wfilli  »Iit  Viiiiclinn  /",  nneli 
sich.  All«  der  Voraussetzung,  dass  h,  c,  oder  d  nicht  gleich 
Null  sei,  würden  sich  ähnliche  Selilll«sc  ergeben.  Man  erkennt 
hieraus,  d(%ss,  wenn  dir  Detfituhuintn  ad — hc  t/leith  Null  ist^  es 
nicht  möglich  ist,  sotvoitlder  Function  fi  tcicauch  der  Function  /", 
gane  belichiffc  eitsamnicngchörige  Wcrthe  'vorjnischreihcn ,  oder  in 
andctm  IVorf^i,  dass  die  Functionen  /",  und  /",  von  einander  ofr- 
hängig  si7ui. 

Za  dcreclbcn  Zeit  wird  die  Frage  enlflcliieden,  oh  und  auf 
welche  Art  die  Oleiclmcgen  ('2»  «ntor  der  Hcdingnng  crftUlt 
werden  klJnnen,  das»  die  Determinante  ad^bc^O  ist  Ent- 
weder sind  die  Heatiromongen  f^^^r,  und  f.^=r^  so  angenommen, 
dass  sie  sich  mit  den  Kclationcu  (7)  \ ertragen,  oder  m,  Aam 
«ie  den  Itelntioncn  (7)  widersprochen.  In  dem  letxtern  Falle 
enthalten  dif  (JleicIiuugL^n  (ü)  eine  Foninrung,  die  mit  sich  sdhat 
im  Widerfqtrtiche  steht  nnd  deshalti  unmiiglich  crrtlllt  werden 
kann.  In  dem  erstem  Falle  sogen  uns  <lic  Relationen  (7),  dass, 
wofem  X  und  y  m  gewählt  sind,  um  eine  von  den  beiden 
Gleichungen  f^^r^  und  ft=r^  zu  befriedigen,  die  andere 
Gleiehnng  von  seihst  erllllU  ist.  Demzufolge  linben  dann  die 
hc-iden  Gleichungen  (2)  nur  die  Wirksamkeit  einer  cinsigen 
(Jlt-ichung;  sie  werden  desbalh  nitht  blos  von  einem  einzigen 
Paar  von  Wcrlhcn  sc  und  y,  sondern  von  all  den  Paaren  von 
Wertheu  befriedigt,  welehe  die  eine  Gleichung  erfUHea. 

Ks  sei  beispielsweise 

f^=2x  +  Hy 
fi^4x+Qy. 

Hier  ist  n=2,  h=3,  c=4,  d  —  C,  folglieb  ad-ht  gleich 
2. ft— 3.4  =  0.    Die  Relationen  (7J  werden  diese 
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und  ilrilckeu  aus,  d&HR  /*,  fitete  ilen  doppelten  Wertb  von  f^ 
bftbcn  mass. 

Wcuu  man    daher  r,  wnd  r,  im  Widcrspraelie  mit  diescar^ 
ItcKiebiing  annhiifiit  und  etwa  die  Olcicliuugim  binstcllt 

2x  +  3y=l 

ix  +  Gff  =  \h, 

m  kiinnen  dicHclbcii  ilberbaiipt  niftbt  orillMt  werden.  Sobald 
uinn  aber  diese  Ue/Jebniig  l>eril(?ki4iebtigL  und  etwji  die  (Hei- 
cbungfii 

2^4-3^=7 

bildet,  Ro  werden  diese  dorcb  alle  Paare  von  Werthen  ert^lllt, 
welcbe  der  einen  Gk-iebuiig 

^nU^eii. 

%  7a.    Dr«!  FiuioUon«n  des  «raten  Orftdes  mit  drei  VArta.belB. 

Allgemeine  Auflüxung:  von  drei  GIeichtLiig:en  dei  eriten  Or&dei 

mit  drei  Unbekannten.    Determinanten  de«  dritten  Orades. 

Um  fllr  Funfitionon  dreier  Varlabeln  .t,  y,  s  das  entspre- 
pbendo  zu  leisten,  ncliine  man  <lie  drei  mit  den  Constantcn 
rt,,  ^n'^,,«!,  /',i  Cji  Ogi  t„,  (!g  verKehenen  bonmgeneii  Funelionea 

scbreibc  denselben  bezieliungs weise  die  drei  beliebig  gewählten 
Wcrthe  r,,  r^,  r,^  vor,    und    untcrsuelic  die  Au/lOsuny  der  drri 

(2)  j  a,  a;  +  fc,y  +  c,#  =  r, 

Esbnndelt  Rieb  jet7,t  dämm,  unter  der  Annabrae,  das»»  diesen 
drei  Glciebungen  geuUgt  werden  krinnc,  nnc  Oleiehung  /.u  de- 
dnciren,  welche  nur  eine  der  drei  llnhckaniitcu  enthält,  oder 
mit  anderen  Worten,  rwtn  von  dm  ITnbrhmntai  *-«  fUmtHiren. 
Dieser   Zweck  wird  crrciebt    sein,    wenn    sich  drei    GrÜsscn- 


(4) 


verbiiiduiigeu  A^,  A„  A^  aogcbcu  lassen,  wclclic  so  bcsi'^LaffcD 
gintl,  4la>t8,  [laclidoiD  ilie  er^te  GU-ii-liund^  mit  A^,  die  /weite  mit 
A^  nnd  die  dritte  mit  A,  mnltiplioirt  i»t,  nod  aüe  drei  Pro- 
dacte  addirt  »ind,  der  Factor  vod  y  und  von  e  rerecbwiDdet. 
Man  niu.««  demnach  ^,,  ^„  ^j,  so  zu  bestimmen  soeben,  dass 
die  l>eiden  Glcicbun^n 

gelten. 

Die  GleicboDgeu  (3)  knnueu  sn  benutzt  werden,  das»  sie 
zu  der  Bestiuuuung  von  zweien  der  Grössen  Ä^,  A^,  A^  dienen, 
wäbrend  die  dritte  willkürlich  bleibt.  Wir  verlabrcn  mit  den- 
selben, wie  mit  den  Gleichungen  (2)  des  vorigen  §  und  erhalten 
die  den  dortigen  Gleicbaagen  (3)  eorrespondirenüen  Ergebnisse 

(/i,  c,  -  '>,cjvl,  =  {6,c.  ~&,  r,)-4. 

Die  freie  Verftiguog  über  eine  der  drei  Grössen  gewährt 
den  Vortbeil,  dass  flir  alle  drei  Grössen  Aosdrlicke  gefunden 
werden  kOnuen,  die  keine  Division  enthalten  und  deshalb  un- 
bedingt anwendbar  sind ;  es  sind  die  Ausdrucke 

(5)  /I.^A.'^,— Ä,'",.  ^,=&,c,— Ä,r,,  ^, =/>,%— Ä, f.. 
WeDD   dieselben  als  Multipltcätoren   der  drei  Gleiebungen 

(2)  gebraucht  werden,  m  erhält   uacb    vollzogener  Addition  die 
Unbekannte  x  den  Factor 

(6)  (},A^-¥  Q.,A.^  +  ti..A,  =  7i, 

nnd  es  cntätcht,  indem  y  nnd  z  herausfaUen,  die  Gleichung 

(7)  /?j:  — vl,r,  -f  ^,r^-h  ^.f,. 

Die  GrOssenverbinduDg  R  hat,   entwickelt,  den  Ausdruck 

und  bei»Ht  tUe  aus  det»  Sifstrut  ran  9  Klmnenten 
(9)  a,  6,  ., 

a,  ft,  f, 

«,  *.  '■. 
g^Uiletc  Dd^rminante  des  d»'iUen  Grades.  * 

Offenbar  orbält  mau  fUr  die  Gleichungen  {'2)  drei  Mnlti- 
|ilicatoren  ß,,  Ji^,  ß,,  welche  zu  der  Eliniination  von  e  und  x 
fuhren,  vermittelst  der  zwei  Gleiebungen 

UiMoblU,  Aoftljtto.  ^^ 
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und  die  Multiplicntorcn  (.',.  C„  C„  die  zu  der  Elinimation 
X  and  y  dieneu,  vcruiittcUl  der  Cfleichuiigen 

la.6\+a,C,+  o.6;=0 
Ä.O,  +*.C.  +  6.C'.=0. 


(3*) 


(3**J 


'»• 


l>a  iibcr  die  Gleicbun^en  (3*)  aus  den  Gleicliungcn  (3) 
hervorg'elien,  wenn  statt  der  Bach«laben  A,  b,  e,  respective  die 
Buchstaben  Ji  c,  a  gesetÄt  werden  und  alle  Zeiger  ungeändcrt 
bleiben,  so  bedarf  es  zu  der  Ü»rAtellung  \oa  B^,  7J,,  B^  keiner 
neuen  Rceliuuug;  man  erhält  die  Darstcllnug  vielmehr  ans  den 
Formeln  (5),  indem  man  tllr  b,  r  reft]>eetire  c,  a  schreibt.  In 
gleicher  Weise  eutatelien  die  yieicliungen  (3**)  aus  den  Glei- 
ehnngen  (8),  indem  statt  der  Rncbstaben  A,  h,  e  beziebungs- 
wcisc  die  Biicbi^tabcn  c,  a,  b  substituirt  werden,  weshalb  die 
Bestimmung  der  Ausdrücke  C,,  t?„  (7,  aas  (5)  erbalten  wird, 
indem  statt  h,  c  die  ßachstaben  a,  h  eintreten.  So  bekommen 
wir  die  Außdrtlcke 

(5*)    B,  =  e,a,— c,ii„  Ä,=  c,o,-c,o„  B^^c.a^—c^i 

(5**)    <7,  =  fl,6,— a,fc„  C,  =  a,A,  — a,6.,  C,  =a,fe,— o,6,. 

JeM  zeigt  Rieh  die  Kr^rhcinang;,  da8R  der  Factor,  den 
hei  der  Anwendung;  der  ÄluUiplicatorcn  Ji^,  /?,.  7?,  auf  (2)  die 
OrHssc  y,  und  der  Factor,  den  bei  der  Anwendung  der  Multi- 
plicatoren  6',,  C,,  C",  auf  (2)  die  Grösse  a  erbült,  kein  anderer 
ist  alä  dit^  in  (8)  definirte  Determinante  R\  denn  mau  lindet  die 
Gleichungen 

(6*)  6,B,+J,B,  +  6,5,=  R, 

(6**)  c,  C,  +  c,  C,  +  c.  C,  =^  Ä 

Es  folgen  deshalb  au«  (2)  die  Gleichungen 
(7*)  Iifj  =  B,r,^B,r,^B,r,, 

(7«)  Rir=.Cr.r,  +C,r.+C>.. 

Unter  der  Vormssetsunn,  dass  die  Viscrimisianie  R  meht 
gieieh  NuU  sei,  ergeben  äieh  hiernach  die  vollkommen  be- 
stimmten  Wurtbe 
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(9) 


_  _Aa^,  +  4«  rt  +  A,r, 


B 


—     Str,+B,>,+  B,r, 


9  = 


li 


Vermflgc  der  gegclwiicn  Dcdiiotion  künncu  ilie  Olcinlmngen 
(2)  dnrch  kein  anderes  System  als  das  vorstellende  befriedigt 
werden.  Durch  die  Suhstitution  der  Wertlie  (9(  werden  sie  wirk- 
lieli  orlüllt.  Mithin  erlaubtet  du-  fUeirhunffen  (2),  wenn  die  De- 
tertninatite  B  von  Null  versrhieden  isif  wie  oHch  ininipr  die 
WertJie.  r,,  i\,  r,  gewählt  sein  miigen.  sfets  eine  Außnsung  und 
tmr  diejenige  Auflösung,  welclic  in  (D)  dargestellt  ist. 

Sobald  iiian  den  im  vorigen  g  finge  Ulli  rten  Begriff  der 
Unabhängigkeit  auf  die  drei  Functionen  f,,.f,,  /",  von  den  drei 
Variabein  x.  y,  £  ausdehnt,  erhallt  daa  (?crimdcne  Krgebnift»  den 
Ausdruck,  das^,  tvnm  die  Determinante  U  vicht  gleich  Null  ij^^ 
die  drei  Ftmctionen  /",,  f^,  /"„  von  einander  unahhiintjig  sind. 

FUr  den  Fall,  dnse  die  Determinante  R  gleich  Null  ist, 
wird  sicli  zeigen,  das»  die  Fun<:tioncn  /",,  /",,  /",  in  einer  bß- 
stininiten  Ahhnngighrit  unter  einander  stehen.  Doc-b  nniR«  man 
hier  iintersphoiden,  ob  von  den  !l  Verliindnngeo  A^,  A^,  ^4,, 
/?,,  B^,  if„  C,,  C„  C,  wcniffstenp  eine  von  Null  vcrsehicden 
iKt,  oder  ob  diese  sämmtlich  mit  R  ziiRammen  vert^chwinden. 
Rs  sei  eine  derselben  nieht  giciob  Nnll,  etwa  A^,  m  folgt  ans 
den  Gleichungen  (1),  indem  die  erste  mit  j1^.  die  zweite  mit  A^, 
die  dritte  mit  A^  multiplirirt  wird  nud  die  Producte  addirt 
werden,  die  Gleichung 

(10)  AJ,-^AJ,-¥AJ,  =  lix, 
mithin,  weil  R^O  ist,  die  Gleichung 

(11)  •  AJ^  +  AJ,  +  Ä,f,=^(i. 

Weil  nun  A^  nicht  gleich  Null  ist,  so  ergieht  sich  hieran«, 
daes,  auf  welche  Weise  x,  g.  e  auch  angenommen  werden, 
nachdem  f.,  nnd  f,  bestimmt  sind,  die  Function  /",  durch  die 
Gleichnng 

/  _  —A^U—A^f^ 
''~  A, 

dargffltcllt  wird.    Biese  Qlcichung  drückt  alsdann  die  Abhängig- 


loa 


Drei  GleiobuDg^eo  des  enten  Orad«a- 


I 


I 


heä  M»t  tvekhe  die  Function  /",  in  Besug  auf  die  heidm  Fimc- 
Honm  f,  wftd  /",  hat.  Sohald  eine  andere  der  U  ürössenvcrbiu- 
dnogen  A^^..C,  nicltt  gleich  Null  ist,  crfricbt  sich  eine  eut-^ 
spreohende  Coußequenz.  Wenn  dagegen  mit  R  Kusammen  all 
jene  9  GrllriHen  gleich  Null  werden,  und  wenn  nur  die  Anunhue 
Ktebcn  bleiht,  ünü»  nicht  ilio  sämmtUchen  Coeilidenten  der 
Functionen  /",,  /■,,/■,  gleich  Null  sind,  wenn  also  zum  Heispi^^ 
der  CoefHcient  a,  nicht  gteieh  Null  \»t,  dann  leiten  wir  aus  den 
Gleichangen  U),  dorch  welche  f„  f,,  f^  definirt  Hiiid,  mit  Hülle 
von  15*>  und  (5**J  die  Gleielmugcn  ab 

(13)  o./;-«.A=-       C,p-B,M 

a/.-«.A  =  -'■>.!'  +  «.'. 
die  sich,  weil  B,=  0,  C,==0,  B,äO,  C,=0,  in  die  Gleichangen 
(13)  o.A -»./■.=<> 

verwandeln.    Um  dieser  Oleicbungen  willen  iüt  die  Function 
durch  die  Gleichung 

und  die  Function  /'.  durch  die  Glmcbang 

hcstimint,  welche  Wertbe  den  Variabein  je,  y,  m  auch  ertheUt 
werden  mOgen.  Folglich  hängt  unto-  dm  obwaitenäen  JiedingvHfem 
^  FtmctioH  f,  von  der  Function  /",  aüeiu,  vnd  die  Funciion  /V^d 
^MtfaUs  ivN  det  FimrJion  /,  alkiM  ah.  Die  sichere  \'uraua-V^ 
eetsnng,  dass  ii^ud  ein  anderer  von  den  9  Cocffictcnlen  der 
PuucliuDcn  /",.  /■,.  /",  nicht  venichwindel,  wttrdc  eine  äbalirbe 
Folgerung  nach  sich  ziehen.  ^j 

Auf  Grund  dieser  Eri^rtcrungen   kann  nun  auch  b^nrtbeiMiH^ 
werden,  wie  sich  die  drei  OleichnngcD  \;1)  hei   dem  Verscbwinden 
der  Peteruiuanle  R  verhalten.  Es  seien  er»ien&  nicht  alle  Verbiiir^ 
dosgeu  A^,A^,..C^  gleich  Knll,  und  sei  wieder  beispieisweis^H 
j1,  nicht   gleich    Null,    dann  kennen   zwei   twi  den  Wertben 
'"i»  '■»«  '■»•    nSndich    der    getruffenen    Annahme  ent^prechcDd  r, 


md  r,,  willkürlich  angenommen  werden,  und  der  Werth  r, 

80  gewählt  werden,  da^e  er  die  ans  (U)  entspringende  Gleidmiig 


befriedigt.    Die  Verbindung  A,  i8t   nacb  der  im  vorigen  5  ge- 
gebenen De6nitiou  gleich  der  Ueterminaute  der  4  Elemente 

6.  c, 

Daher  laB»en  «ich  nu»;  den  heidtm  letzten  RleichtiTigen  (2) 
die  Wcrthc  von  y  ond  z  ableiten,  währond  die  Orrtsfie  x  einen 
ganz  beliebigen  Wcrth  empfangt,  nnd  zugleich  lehrt  die  noge- 
wendete  Relation  (11),  dase  bei  der  ilber  r,  getroffenen  Ver- 
ftignng  die  erete  Gleichung  (2)  durch  die  bezeichneten  Wertbe 
von  y,  g  and  x  erf^tllt  sein  nrnas.  Die  drei  (iteirhunyeH  ('2) 
hatten  also  unter  den  vorliegendftti  Umständen  die  Sedetäwitf  von 
susei  Glfiiehungen. 

Wenn  ferner  alle  9  Verltindongen  A„  A^,  . .  C^  gleich 
Null  sind,  jedoch  nicht  alle  Coetfieienten  Qer  Functionen  ver- 
schwinden, lind  wenn  spericil  wieder  der  Coet^cicnt  a,  nicht 
verschwindet,  so  kann  einer  von  den  drei  Werthen  r,,  r,,  r„ 
und  xwar  gegenwärtig  derWenh  r,,  frei  gewühlt  werden.  Die 
Worthc  r,  und  r,  bestimmen  sich  jetzt  «ortKWHÜy  durch  die 
aiis(13)  äiesBenden  Gleichungen 


r.  s= 


r„  r,= 


_   "• 


L 


Von  den  Gleichungen  (2)  liefert  nunmehr,  weil  n,  nioht 
gleich  Knll  ist,  die  erste  l«i  willkftrlich  gewählten  Werthen 
von  y  und  g  einen  bestimmten  zugeordneten  Werth  von  x. 
Wegen  der  Bedingungen  (13)  müssen  aber,  da  r,  nnd  r^  auf 
die  vorgeschriebene  Weise  bestimmt  sind,  die  in  Rede  stehenden 
Werthe  von  x,  y,  e  auch  die  zweite  nnd  die  dritte  Gleichung 
in  (2)  befriedigen.  In  dent  tjegetmürtigm  Falle  teerden  daher 
die  (irössett  x.  y,  £  durch  die  drri  Oieichttngen  (a)  «(^r  in  dent 
3äa^e  eingescfiränit ,  in  wclcfivm  sie  durch  eine  eiintige  Gleichuni; 
fingesrbrtlnkt  trrrdi-n. 

%  7$.    Ssrstem  von   >i  g^&nxen  Fmictloneii    d«ii   ersten  Orftdes 

&tt  »  V&Tla,bel&.  ElntheUmig-  der  iämmtUob*n  P«nant«tloa«o 

von  n-  Zelgvrn  In  swel  01am*b. 

Wenn  die  n  ganzen  homogenen  Funetionea  f^,  /"„ ...f^ 
des  ersten  Grades  von  den  n  Variabein  a:,,  x^,..Xa  gegeben  sind 


Syitam  von  FaDotioncn  entto  Grades. 
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und  wenn  r,,  r^, 


r„  beliebig  genäbltc  Werthe  bcdcnten,   bo' 
beruht    die  Aull<i»uiig  cle»  Systetm  wm  n  Gleichuntftm  äcs  ersien 
Grades  mU  den  h  Unhdannlm  x„  x,,  ..x^, 


(3) 


*«i*i+^n»a  + 


+  Kn^n  =  ^. 


anl"  der  Ansdehnaog  dos  Begriffs,  der  för  zwei  FuDCtiouen 
zwei  Variabclo  und  für  drei  Functionen  mit  drei  Variabein  in 
den  beiden  letzten  g§  als  Detemiinante  eines  System»  von  4,  be- 
ziehunsweise  9  Elementen  bezeichnet  worden  ist.  Die  [>eter- 
miaante  des  Systems  von  4  Elementen 

«.  6. 

ist  das  Aggregat  a,2i,  — a,6„  bei  dem  das  mit  dem  negativen 
Vorzeichen  versehene  Glied  ans  dem  mit  dem  positiven  Vor- 
zeichen versehenen  Gliede  entsteht,  indem  die  beiden  Zeiger 
1,  2,  welche  den  Buchstaben  a,  h  beigelegt  i^ind,  unter  einander 
vertauscht  werden.  Die  Determinante  des  Systems  von  9  Ele- 
menten 
(3)  o.  6,  c, 

»t  K  c, 

0,  6,  c, 

bat  den  Ausdrack 

(3»)  a,  fe,  f,  —  o,ft,c,  +  a,6,c, -fl,6,c, +  fl,6,  c,  — a.A,c„ 
welcher  auB  fi  Gliedern  besteht.  Jedes  Glied  ist  ein  Producti 
von  3  Elementen,  von  denen  jedeH  einzelne  Element  aus  einer 
anderen  Uorizontalrcihc  und  gleichzeitig  aus  einer  anderen 
Vertikalreibe  defl  Soiiemas  (3)  genommen  ist.  Diese  Eigenachafti 
kann  auch  ao  ausgesprochen  werden,  dass  jedes  Glied  in  (3*) 
ein  Prodoct  von  drei  Elementen  ist,  die  mit  verschiedenen  Bnch- 
staben  geschrieben  sind  und  verschiedene  Zeiger  tragen.    Weil 


SjrataiD  von  Funotioneo  ersten  Orad^s. 

^genwartig  nor  die  drei  BuclistflLen  a,  fc,  c  und  die  drei  Zeiger 
I,  '2,  3  vorkommcu,  so  fehlt  uirgtmdwo  ein  Buclistabo  uud 
nirgendwo  ein  Zeiger.  Bs  sind  tcrncr,  weil  drei  Zeiger  naeb 
§46  die  Auzabl  3!  =6  PeriHUtattoaen  gestatteii,  in  den  fi  anter 
einander  verschiedenen  Gliedern  des  Aasdruekes  (3*)  alle  Per- 
luataltonoD  der  drei  Zeiger  1,  2,  3,  vertreten,  und  zwar  buben 
die  drei  Glieder,  bei  welelien  die  BueliHüibeu  a,  b,  c  mit  den 
drei  Zeigerfolgen 

,1  23  23ll32l| 
versehen    aiod ,    das    positive    Vorzeichen,    während   die    drei 
Glieder,   bei  welchen   die   Buebstaben  a,  t/,  c  mit   den  Zeiger- 
folgen 

ja  13il  32|32  ll 
Yersehen  sind,  das  negative  Vorzeichen  haben.  Für  die  Deter- 
minante von  4  Elementen  a,  '»,  —  ",  tf^  trennen  sich  die  beiden 
vorhandenen  Permulatiooen  der  Zeiger  \  2  und  2  1  von  ein- 
ander. Für  die  Detcrinioautc  vou  'J  Elementen  zert'alleu  die  6 
vorhandenen  Permutattonen  der  3  Zeiger  ebentalU  in  zwei  ver- 
Ficbiedenc  Clasgeu,  und  wir  haben  Jetzt  daraul'  au('merk«am  za 
machen,  dase  un»  bei  einer  früheren  Oelegenbeit  ein  Priüci|i  fUr 
die  Eiutbeilung  der  Käramtitchen  Perraatationen  von  n  Zcigcru 
in  zwei  ('lassen  begegnet  ist,  welches  bei  n=  2  und  bei  n^'6 
die  Kintheiinng  licrert.  die  wir  hier  wahrnehmen. 

Der  §  sy  enthält  in  (10)  da»  Product  der  Differenzen  von 
ft  Grössen  f  „  g,. . . .  ^^ 


wo  in  jeder  Differenz  ^^  —  i  der  Zeiger  ß  grösser  ist  als  der 
Zeiger  n.  An  jener  Stelle  wird  erwälint,  dass,  sobald  mit  den 
GröascD  |,,  ^j,  ■  .  .  ^d  nH»"  "mJglichen  Permutatioiien  vorge- 
nommen werden,  der  Ausdruck  (4)  entweder  iu  sich  selbst  oder 
in  seinen  mit  der  negativen  Einheit  ranltiplicirten  Wertb  Über- 
geht, und  es  wird  aur-h  das  Mittel  angegeben,  um  zn  entscheiden, 
ob  eine  bestimmte  vorgelegte  Permutation  die  eine  oder  die 
andere  Wirkung   hervorbriugt.    Die    Permutatioo   der  Grössen 


S12 


ICintheUunfT  der  PennalAttOD«n  in  «vei  ClMaen. 


§  73. 


Ii '  ^f  ■  •  ^n  "»t^ge  80  erfolgen,  dass  sich  die  Zeiger  1,2,3,...» 
respective  in  die  Zeiger  n„  a^f.-.a^  verwandeln,  was  durch 
das  Zeicbeu 

(5)  12      3...« 

a,  .  a„  «,.  .  .  .ff„ 
angedeutet  werden  soll.  Dann  brancht  mnn  nnr  die  einzelnen 
Differenzen  des  aus  (4)  hervorgehenden  Products  mit  den  ein- 
zelneoDiftereuxen  liea  Products  f4)  zu  vergleichen  nndzu  ermitteln, 
wann  eine  Üifferenz  ilcs  neuen  Productit  der  ans  den  ent- 
spredienden  Elenieuten  des  ursprünglichen  Products  zusammen- 
gesetzten Differenz  gleich  nnd  wann  sie  ibr  entgegengesetzt  ist 
Gicbt  es  lu  dem  hclrelTcndeu  Falle  die  Anzahl  Nvou  cntgcgcu- 
gesetzten  Uiffurcnzcn,  so  wird  da»  neue  Product  dem  ursprüng- 
lichen Prodnct  (4)  gleich  oder  entgegengesetzt,  je  nachdem  N 
eine  gerade  oder  eine  ungerade  Zahl  ist. 

Wir  haben  nun  die  Aujgnbe,  die  zu  der  Perniutatiou  (Ö) 
gehörende  mit  ^V  bezeichnete  Zahl  durch  eine  allgemeine  Regel 
zu  beatinimen.  Bei  der  auszutührenden  Substitnlion  werden 
aus  den  Producten  der  Facforen.  welche  in  (4)  die  erste,  zweite, 
dritte, . .  üorizontalreihc  einnehmen  respective  die  ProUucte 


Jede  dicBer  Differenzen  ist  mit  der  entsprechenden  Diffe- 
renz in  (4)  gleich,  sobald  bei  der  erstem  auf  den  kleineren 
Zeiger  der  grössere  folgt,  und  entgegengesetzt  in  dem  entgegen- 
gesetzten Falle,  da  hei  den  Differenzen  in  (4)  stets  der  grössere 
Zeiger  auf  den  kleineren  folgt.  Man  hesfimme  daher  die  An- 
Said,  wie  oft  m  der  Pertnutation  (fi)  auf  a^  ein  Zeiger  fofgt,  der 
fl^einer  ist  a,,  icie  oß  auf  a^  ein  Zeiger  folgt,  der  kleiner  ist  o,, 
M.  s.  f.  und  addire  diese  Anzahlen,  so  hat  man  die  gesuchte 
Zahl  N. 

Die  sätnmtlichen  Pi^^iutationen  von  n  Zeigern  1,  2,  3, .  ,  Hi 
Merfallen  flemmirh  in  ewei  Classen,  welche  sich  dadurch  «n/p»- 
»beiden,  dass  dckf  ]*roduct  (4j  für  eine  Femtutation  der  ersten 
Qwsc  Migeändert  bleibt,  sieh  dagegen  für  eine  Permiäation  der] 


4 


r 


L 


tfefUhi  SU  der  ersten  Classe,  sobald  die  der  Permutation  sugeord' 
mie  Zahl  N  yerade,  ujid  su  der  sneiten  Glosse,  sobald  die  zuge- 
ordnete Zahl  y  ungerade  ist.  üurcU  die  Betracbtung,  welche 
zu  der  Bestimmung  der  Zahl  N  gefllhrt  hat,  erkennt  man  auch 
die  OUltigkeit  des  Salzes: 
(1)    Wenn  nach  der  Permutation  <5)  eine  rweite  Permutation 

(6)  12      3...« 

ausgeführt  wird,  welcher  die  Zahl  N'  sugeordnet  ist,  so  entspricht 
derjenigen  Permulation,  welche  ntiS  der  Anwendung  tvn  (ft)  nwA 
(5)  hervorgeht,  eine  Zahl  N  ■+-  X',  und  deshalb  gehört  die  resul- 
tirende  Permulation  tu  der  ersttm  Ciassr  oder  eu  der  äweiten 
üiaase,  je  nachdem  die  Fermulationen  (5)  und  [6)  «»  derselben 
Classe  oder  m  verschiedenen  C lassen  gehören. 

Diese  Bestimm II  11g  stutzt  eich  darauf,  dass  sowohl  die 
Snuinie  von  »wei  geraden  Zahlen  wie  auch  die  Summe  von  zwei 
ungeraden  Zahlen  gleich  elDor  geraden  Zahl,  dagegen  die  Summe 
einer  geraden  and  einer  ungeraden  Zahl  gleich  einer  angeraden 
Zahl  i»t 

A\»  Corollar  folgt  aus  dem  Satze  (1)  der  Satz,  dass  di^e- 
vige  Permtüatitm,  welche  nach  der  Per^nntation  [ft)  angewefidet 
SU  der  ursprünglichen  Zeigersiellung  eurückfi'dtrt,  und  die  durch 
das  Zeichen 

(7)  ct.     o,     fl«  ■     ■  "« 
1      2      3    ...  n 

fmgvätiutei  werden  jL-omh,  mit  der  Permiäafion  {'>)  *m  derselben 
Classe  gehöreti  mnss.  In  der  Thal  kennen  (5)  und  (7)  nicht  zn 
versehicdenen  Classcn  gehören,  da  die  reüultirende  Penuutätion 

!  2  S        *  gewian  zu  der  ersten  Chistte  gehört. 

Da«  Product  (4)  geht  offcnhar  stets  in  der  ent^gengc- 
selztco  Werth  tlber,  wenn  man  nur  /.wei  Zeiger  mit  einander 
vertaa8cht.  Denn  bei  einer  solchen  Vcrtauschung  kehrt  sich 
diejenige  EKfferenz  um,  welche  beide  Zeiger  enthält,  ferner  ver- 


8t4 


Kulhmlun^  der  PariDataüoiieii  io  swei  Classea. 


S  78. 


wandeln  ßieli  die  Differenzen,  die  onr  den  einen  Zeiger  entbal- 
leo,  in  dii;  DifTercnzcn,  die  nnr  den  andern  entliallen,  and  um- 
gekehrt, wHlirend  die  Üifferenxen,  die  keinen  der  beiden  Zeiger 
enthalten,  gar  nicht  berührt  werden.  Hieraus  ergiebt  sich  der  Satz: 
['2)    Eine  Vertansrhmg  von  ewei  Zeigern  mit  dnanäer  luferi  stets 

eine  Perviutaiion  der  iwetten  Classe. 
Dane  folgt  darcli  Verbindung  mit  dem  äatze  (1)  der  Satz: 
(3J    Dftrch  eine  VfHauerhung  von  ateei  Zeigern  geht  jede  Pwmu- 

tafion  in  eine  Prrmutation  der  andern  Ciasse  über. 
Der  Satz  (3)  gicbt  Aaa  Mittel,  qui  zu  beweisen,  dass  die 
eine  Uüjfte  vmi  sämtntliehen  rermHtaiionen  der  n  Zeiger  in  der 
ersten  Classe,  und  dir  atidtie  Uülfti^  in  der  zweiten  Classe  eni- 
haiten  ist.  Seien  die  sämmtHchcn  rcrschiedencn  Pernmtationen 
der  ereten  Classe  nut'gcstellt,  so  venrandeln  sie  sich  dnrcb  die 
Vertanschnng  von  irgend  zwei  Zeigern  in  lanter  unter  einander 
verschiedene  Pcrniutatiuueu  der  zweiten  Classe.  Gäbe  e»  noch 
eine  Pertnotation  der  zweiten  ClassCj  die  anf  dieaem  Wege  nicht 
erhalten  wird,  »o  wUrdc  durch  eine  Klick  vertauschung  jener 
beiden  Zeiger  aus  dieser  Permutation  eine  Permntation  der  erBten 
Classe  entstehen,  welche  von  den  augewendelfn  Pernmtationen 
der  errtten  Claä»e  verschieden  wäre.  Es  könnten  also  nicht 
sümmüichc  Permutationcu  der  ersten  CJassc  vou  Anfang  an  auf- 
gestellt gewesen  sein,  wie  vorausgeaetit  war.  Also  (Uhrt  jene 
Annahme  auf  einen  Widerspruch,  und  der  vollständige  Compicx 
der  Perm utat Ionen  der  ersten  Classe  geht  durch  die  Vertauschung 
von  zwei  Zeigern  in  den  voIIstHndigen  Complex  der  Permuta- 
tionen der  zweiten  Classe  llbcr;  mithin  mnss  durch  jeden  der 
beiden  Complexo  die  Hälfte  der  sämmttichen  Permutationen  er- 
schQpn  sein.  • 

Jede  gegebene  Pcrnmtation  kann  in  eine  Anzahl  von  solchen 
Permutationen  zerlegt  werden,  die  nach  S  ■'J7  cycOsche  Permuta- 
tifm«»  hcisscn;  die  charactcristische  Beschaffenheit  einer  cycH- 
sehen  Porrmitation  vciii  gcigcbeneu  Zeigern  ist  die,  das.s  bei  der- 
selben ein  bestimmter  Zeiger  in  ein^n  gewissen  zweiten,  der 
zweite  Zeiger  in  ßioen  gewissen  dritten,  n.  s.  f.  und  schlieaalich 
der  letzte  Zeiger  in  den  ersten  dbergehl.  Man  bewerkstelligt  die 

Zerlegung  bei  der  beliebig  gegebenen  Permntation 

ff.  o.  a.  . . .  »_ 


• 
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in  der  folgenden  Weise.  Es  werde  mit  irgend  einem  Zeiger 
der  obcreü  Reihe  liegonoen.  etwa  mit  dem  Zeiger  1.  Sobald 
der  darunter  i^teLendc  Zeiger  dem  obercu  gleich  ist,  mithin 
keine  Veränderung  diese«  Zeigers  erfolgt,  so  hat  man  eittm 
CifcUis,  der  nur  aus  rinein  Zeiyer  besteht.  Bfnn  nimmt  al^daTin 
einen  neuen  oberen  Zeiger,  etwa  den  Zeiger  2,  and  bemerkt 
den  unteren  Zeiger  a„  der  nicht  dem  oberen  gleich  sein  mtSge. 
Man  sucht  jetzt  in  der  oberen  Reihe  dioStclIc  auf,  an  der  sich 
der  Zeiger  rr,  befindet,  und  bonicrkl  den  unter  derasclbRn  sie- 
benden Zeiger.  Ist  dieser  bei  unserer  momentanen  Annahme 
gleich  dem  Zeiger  2,  ho  bilden  die  riubstitationen 

2       or. 

a,     2 

einen  Cyctus  von  twei  Skigem.  Ke  kann  aber  nicht  zweifelhaft 
sein,  daflfl.  wenn  man,  mit  einem  be.stimmtcn  oberen  Zeiger  an- 
fangend, zu  dem  darunter  st<^henden  geht,  diesen  oben  aufsiiebt 
und  in  der  beschriebenen  Weise  fortlilhrt,  schliesslieh  der  An- 
f&ngBzeigcr  an  einer  beätimmten  Stelle  der  unteren  Reihe  wie- 
derkehren mus«;  es  entsteht  dalier  immer  ein  Cydus  von  einer 
bestimmten  Amahl  von  Zeigern.  Nach  Vollendung  des  ersten 
CycluB,  wofern  derselbe  nielit  alle  Zeiger  nmfasst,  ist  m  der 
Bildung  eines  zweiten  zu  schreiten,  und  da  die  Zahl  n  eine 
endliehe  ist,  60  nillssen  die  sammtlielieu  n  Zeiger,  wie  behauptet 
worden,  sich  in  eine  bcHtimmte  Anzahl  von  Cyelen  vertheilen. 
£8  sei  etwa  die  Permutation 

123456789 

175349268 
igegebeu.    Dann  finden  eich  die  Cyclen 


2  7 

7  2 


3  5  4 

5  4  3 


6  9  8 
9  8  B 


mit  den  reepectiven  Anzahlen  I,  2,  3,  H. 

Nun  erhellt,  das«  ein  Cyclas  von  einem  Zeiger  keine  Ver- 
tanechting  andeutet,  ein  Cvelus  von  zwei  Zeigern  aber  so  viel 
ist  wie  eine  VerlauschuDg  von  Kwei  Zeigern  mit  einander.  Ein 
Cyclofi  von  e  Zeigern 


Btt 
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kann  aber  dnrch  e  —  1  snccessive  Vertan» chnugen  von  zwei 
Zeigern  ersetzt  werden,  nämlich 

I  yt  y.    y.  A  r  ' '    y.  y.  r 

Mithin  ist  es  möglich,  jede  gegebene  PermukUion  durch  loMter 
Vertauschungen  von  ewei  Zeigern  unter  einander  hervoreubringen, 
und  die  Zerlegung  feiner  rermutation  in  Cgden  liefert  eine  JUc' 
thode  um  die,s  eu  leisten. 

Hierauf  gründet  sich  ein  atMcs  Mt;rkma1  ftir  die  Classe, 
welcher  eine  gegebene  Pcriiiutation  an^eliiirt.  Nach  dem  Satze 
{'i)  wechBclt  eine  Permutation  durch  jede  Vertanschnng  von 
zwei  Zeigern  ihre  Claase.  l>nsh<äl/  gehm-t  eiW  Permutntion  tu 
der  ersten  oder  bu  der  jtuieitfti  Classej  je  nackdetn  hei  ihrer  Dar- 
sieUttng  aus  der  Reihe  der  Zeiger  1 ,  2,  'A,  .  . .  n  eme  gerade  oder 
eine  ungerade  Afuafd  von  VeftauschuHgen  £weier  Zeiger  sur  An- 
tcmdung  konunt  Diese  Anzahl  läs&t  sich  auf  die  Anzahl  der 
zugehörigen  Cyclen  zurtlükfüliren. 

Es  möge  eine  bestimmte  Permutation  (öj  in  p  Cyclen  zer- 
fallen,  und  die  Ani^Hlilen  der  Zeiger  des  ersten,  zweiten  Cyclus, 
n.  6.  f.  seien  respective 

Wir  haben  gesehen,  dass  ein  Cyelos  von  e  Zeigern  durch 
e — 1  VerUuschuugca  von  zwei  Zeigern  vertreten  werden  kann, 
and.  diese  llcBtimmUDg  gilt  auch  fitr  den  Fall  e  =  \,  in  welchem 
e  —  1  gleich  Null  wird.  Ans  dieser  Ursache  lässl  sich  die  in 
Kede  stehende  rernaitation  dnrcli  eine  Anzahl  von  Vertauschun- 
gen zweier  Zeiger  ersetzen,  die  gleich  der  Summe  der  Anzahlen 
e, —  I  +  fl,— I  +  . ..  +  Cp  — 1  ist.  Allein  die  Summe  der  in 
allen  Cyelen  eutlmllcuon  Zoigor  /-,  +  c,  +  .  .  .  +  r„  ist  gleich 
der  Anzahl  n  dcc  sihnmtlichcn  Zeiger.  Mithin  wird  die  bczeiclt- 
nete  Summe  der  Anzahlen  gleich  der  Zahl  n—p,  nnd  diese 
Zahl  entscheidet  darttbcr,  ob  die  vorgelegte  Pemiutation  zu  der 
ersten  oder  der  zweiten  Classe  gehört.  Wir  haben  somit  den  Satz: 
(4)  Wetm  eiiw  gegebene  Pcnnufafion  von  n  Zeigern  in  p  Ctfiien 
serßUt,  so  gehört  sie  xn  der  ersten  oder  eweiie»  Classe,  je 
nachdem  die  Zafd  n—p  ijerade  oder  ungerade  ist. 
In  dem  oben  behandelten  Beispiele   war  die  Zahl  n  =9, 


I 


Etfltheilanff  dar  FwnuUlionen  in  zwei  Claaieu. 


die  erste  Closse 


die  Zahl  p  der  Cyclen  gleich  4;  da  aIfo  ii — }i=^b  eine  unge- 
rade Zahl  JRt,  tyd  gehört  die  Perimilatini)  /,n  der  /weiten  ClsäHe. 
P  Gegenwärtig  kilnnen  wir  auch  die  vorhin  gemnelite  Aeus- 
aeroDg  rechtfertigen,  da»s  die  Eiatheilung  der  Permutatiooeo, 
welche  bei  der  DetcrniinaDtc  eines  .Systems  von  4  Elementen 
und  von  9  Elementen  beobachtet  wurde,  mit  der  gegenwärtigen 
allgemeinen  Eintheiluug  der  PermutatioDeu  in  zwei  Cla^stieu  Uber- 
einstimnit.    Die  beiden  PerniDtationen  von  ewei  Zeigern  vertbei* 

I  1  2 
len  sieb  in  die  beiden  Classen  so,  dass     .  ^ 

von  drei  Zeigern 

{  1  2  3  j  l  3  S 

'  1  2  3  '  2  3  1 

fllr  die  in  der  Determinante  (3*)  das  positive  Vorzeichen  er- 
scbeiDt^  gehficen  zu  der  defintrten  ersten  Glasse;  bei  der  ersten 
I'ermutalion  ist  dies  sL-lbsiverstäudlich,  bei  der  zweiten  und 
dritten  Pcnnulalion  finden  wir,  ilasj*  jede  einen  Cyrius  hiblet, 
nnd  da  hier  die  7.n\i\  n  =^  ^  iflt,  an  wird  die  entaeheidende  Zahl 
«— ^1^2.     Die  drei  Permiitatioaen 

12  3      12  3      12  3' 
2   13      13  2      3  2  1' 
nir  die  in  der  Determinante  f3*)  das  negative  Zeichen  auftritt, 
gehiiren  dagegen    zu   der  detinirten   zweiteo   Clawse;  denn  jede 
Permutation  zerfällt  in  zwei  Cyclcn,  wodurch  die  entscheidende 
Zahl  n  —  p  den  Werth   1   bekommt. 


die  zweite  Claase  vertritt    Die  drei  Permutatiouen 


l  2  3 
3  1  2 


I 


%   74.     AUffemelue    Deftultlon   einer   Determlniuite    dei   »ten 
Qradea.  OmndelgenMttaftfteu  einer  Determinante.  AUgemetne 

Aoflttsimg  von  "  Qlelchnngsn  dei  ersten  Grade»  mit  n  Unbe- 
kannten fUr  den  Fall  einer  von  Null  versehledenen 
Determinante. 


Das  im  vorigen  §  mit  (1)  bezeichnete  Sygtem  von  n  Func- 
tionen /",,  /',, . .  .  f„  hat  da»  System  von  m'  Coelficienten 
(I)  fc- 


31B 
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Die  £U  diesem  Syntctn  von  »*  El^nmlen  gehörende  Deter- 
minante des  ntcn  Grades  R  wird  folge ndertnassen  4le6nirt.  Man 
bilde  ein  l'roduct  ans  n  solchen  Rlementen  des  Systems  (1), 
bei  denen  sowohl  <lie  siimmtlirhen  er&ten  Zeiger  von  einander 
diffcrirftn,  wie  sneh  die  sämratlichcn  iweiton  Zeiger  von  ein- 
ander diffcrircn 
(2)  &,&,...*. 

Die  ersten  Zeiger  bilden  die  nnttlrliche  Reibe  der  Zahlen  1,2,3,..«, 
die  zweiten  Zeiger  irgend  eine  bestimmte  Pormatation  dersel- 
ben «,,  it.. . . .  «„.  Das  Prodnct  (2)  werde  mit  dem  positiven 
V«r7*i<ihen  oder  detu  negativen  Vorzeichen  verseben,  je  narbdera 

12    3        w 
die  bctrcflcudc  Permutation  "  *       zu  der  ersten   oder 

«.  «,  «,■■•"„ 

der  zweiten  Ctasse  gehört,  es  werde  ferncrr  an  die  Stelle  von 
der  Peirnntation  a^,  a,, .  . .  fr„  nadi  einander  jede  einzelne  Per- 
mntation  der  n  Zeiger  .••ubätituiit,  das  Vorzeichen  des  Prodncts 
der  gegebeiK-n  Itegfl  gtüniUi»  bostimmt,  und  von  all  diesen  Pro- 
duute^  die  Suiiune  genommen,  so  ist  diei*elbe  die  Deterniinanlc/t 
Da  nach  dem  vorigen  §  anter  den  n]  Permutationen  der 
«  Zeiger  1.  2,  3,...«  die  eine  Hälfte  zu  der  ersten,  die  zweite 
Hälfte  zu  der  zweiten  ('Infisc  gehfirt,  so  besteht  die.  Determi- 
nante 7t  aus  h!  Gliedern,  von  denen  die  eine  Hälfte  mit  dem 
positiven,  die  andere  Hallte  mit  dem  negativen  Vorzeichen  be- 
haftet ist,  und  zwar  trägt  das  trlied 

welches  flUß  denjenigen  Elementen  des  (jundratiseh  geordneten 
Schemas  (I)  besteht,  die  sieb  in  der  absteigend  von  links  nach 
rechts  laofiiiiden  Diagonale  befinden,  das  positive  V^yrgeichen. 
Anf  den  Vorzug  des  Diagonalengliedes  gründet  sich  die  Be- 
zeichnung der  Determinante 


4 


(8) 


lt==iS±l..    l 


ij 


Da«  CorolUr  zu  dem  Satze  (l)  des  vorigen  §  lehrt,  dttft' 
die  Pcrmulatiou,  welche,  naub  einer  gegebenen  Permutatloo 
1    2    3 n 


ct.  a.  a.. 


angewendet,  zu  der  arsprUnglichcu  ZeigersteUang  zurückfuhrt, 


'DHeminttnte  Aen  »t«o  Onulos. 


nnd  die  dort  bo  bezeichnet  iet  ,'  „'  ,  zu  derselben  Classe 

gehtJrt,  wie  die  gegebene.  Diese  Bcmcrkang  vcrmiltclt  den 
Uebergang  zu  einer  anderen  Definition  der  Determinante  R.  Sobald 
verlangt  wird,  dass  ein  Produet  von  n  Elementen  des  gegebe- 
nen Schemas 

bei  dem  die  Zeiger /|,  yt,---'/^  a^''^  ^*>n  einander  verschieden 
sind,  das  positive  oder  negative  Vorzeichen  erhalte,  je  nach- 
dem die  Penuutation 

1      2  .  ..B 

r,  7f  •  Y« 

r.n  der  ersten  oder  Rweiten  Classe  geliürt,  sobald  hierauf  die 
Ucihc  der  ersten  Zeiger  die  sämmtlicbcn  i'crmutationen  dureb- 
läuft,  und  von  allen  entstebendon  l'rodneten  die  Sinnine  geuom' 
men  wird,  so  erhält  umn  ivicdcr  die  Determinante  R.  Diefiee 
Bildnng^gesetz  lietcrt  dieselben  Glieder,  wie  das  ursprünglich 
angegebene ßildungsgesetz  der  Determinante/?,  und  zwar  jedes 
Glied  mit  demselben  Vorzeichen,  welches  ihm  dort  beigelegt  ist. 
Denn  man  kann  in  dem  Fmdiir-t  (4)  die  einzelnen  Faetoren  so 
verstellen,  tiiia»  die  ersten  Zeiger  /,,  j*,- .  . .  ^  in  die  Reihenfolge 
der  natJlrliehcn  Zahlen  kommen;  dann  nehmen  die  zweiten  Zeiger 
eine  voUkomuieii  bestimmte  Keihenfulge  an, die(lurcbcf,,0,,  ..«„ 
bezeichnet  werden  möge,  dii«  Frodurt  (4)  wird  gleich  dem  Pro- 


duet   b       h 

In,        Zn, 


.h 


und  hiebei  fttUl 

offenbar  die  Permutation 

1 

2 

3  . 

■  .  n 

. 

y. 

Y, 

>■»• 

■Yn 

«. 

«, 

ff,. 

■     "n 

mit  der  Pennutation 


1     2    3  . ..  M 
zusammen.     In  der  ans  den    säramtlichen  Productcn  (4)  zu  bil- 
denden Summe  soll  sich  das  Vorzeichen  des  Products  (4)  nach 
l     2  ...n 


der  Permutation 


Xi  Yi 


/*« 


oder  nach  der  mit  dieser  zusam- 


menfallenden Pennutifttion  "*  "«"'^  richten,   das    heisst  ftir 

1    £   . . .  n 

die  enite  Classe   positiv,    Hlr  die  zweite   Classe  negativ   sein. 
^enn  Yk  7t  ■  ■  ■  7u  ^e  sämmtlicben  PermutatioQen  durchläuft,  so 
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DntarmiiiBnte  dei  nten  Grmdes. 
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darcbläuft  aorh   die   in  Rede  gtcheode  Folge  n,  a, 


die 


Di 


-Ä- 


den  »animtliclieD  Pro- 
alier  gleicli  der  aua  den 
zu  bildenden  Summe,  und 


Bämmtlioben    Pennutalionen 
ducten  (4i  m  bildende  Summe 
sämnatlichen  Frodactcn6,„  ^jo,--  --ntL 

zwar   mit   der  Bestimmung,  da«8   das  einKeloc   Prodnct   positiv 
oder  negativ  (genommen  werde,  je  nachdem  die  FcraiuUtion 

a,  «,...«, 
1  2  ...  n 
7M  der  ersten  nder  /.weiten  ClaBnc  gehört.  Diese  Bestimmung 
deckt  sieh  über  vennö^^e  des  angefuhrteu  Corullars  mit  derje- 
ni^^cD  BcBtimmung,  welche  in  der  ursprllnglic-hen  Oefiuition  der 
Determinante  l{  entlialten  ist. 

Die  Kweitc  Dcfitiitiou  der  Determinante  B  anlcrseheidet 
sich  von  der  ersten  Dclinitiou  dadnreb,  dass  die  ersten  Zeiger 
die  Rolle  Uberuchmcn,  welche  den  zweiten  Zeigeru  augewieseu 
war,  und  umgekelirt.  Nun  bat  iu  dem  SyRtem  (1)  jede  Hori- 
zoutalreihe  deuseliieu  ersten  Zeiger  und  jede  Vertikalreihc  den- 
selben zweiten  Zeiger,  Wenn  daher  in  dem  System  (1)  weder 
die  Hcihenfolge  der  Horizontalreihen  noch  die  Reihenfolge  der 
Vertiknircihen  geändert  wird,  jedoch  die  einen  mit  den  andern 
vertaui>ebt  werdeo,  so  resultirt  tiin  System 


(5) 


.*_ 


b     b 


..6 


Dl 


Jn      Sil 


.6 


Wird  die  Determinante  diciics  tiygtcms  auf  Grund  der  ersten 
Definition  gebildet,  so  entsteht  die  auf  Grund  der  zweiten  De- 
finition gebildete  Determinante  des  Systems  (l).  Mithin  g^lt 
der  Satz: 

(1)    Die  Detrnninat^e  eines  Systems  von  n'  Elementen  bleiltt  un- 

gcändert,  sobald  in  detti  quadratisch  geordneten  Scitema  der 

FAementt    die  Horizotiialrnhen    mit    den    Vertikal  reihen  tihne 

Amdenmg  ihrer  rt^^.'ijiediven  Üeih^foJye  vertauscht  werden. 

Wir  wollen  jetzt  untersuchen,  wie  sich   die  Determinante 

verhält,  wenn  in  dem  timidratisch  geordneten  Schema  die  Reiheu- 

folge  der  Vcrtikalrcihen    oder    der   norizontalreiheu    geändert 

wird.    Mau   vertausche   zuuächst   zwei   üorizoutalrvihen   uuter 


I 


Determinftnte  dos  nlou  Gmles. 


m 


einander.  Dann  vertauschen  eich  nur  die  betrefleiiden  erst<*n 
Zeiger  Ä  und  /<  nnter  einander,  wUlircad  alle  zweiten  Zeiger 
unverändert  bleiben.  Die  betreffende  Determinante  wird  daher 
vermöge  der  ersten  Definition  aus  der  Snnime  der  Glieder  (2) 
erballcn,  weltbc  mit  iliren  von  der  rcrmiititlon  tr,  er^ .  .  .  «„  ab- 
hängenden Voi7.ei('hen  vergehen  sind,  iiulem  In  jedem  einzelnen 
Prodnet  (2>  die  ersten  Zeiger  i.  und  /t  unter  einander  vertauscht 
werden.  Statt  dessen  kann  man  bei  dem  hetrefTenden  Produet 
die  Reihe  der  ersten  Zeiger  wiederlierfttellL-u  und  in  di>r  Keibe 
der  zweiten  Zeiger  «,  ß, . . .  «„  den  Zeiger  cr^  mit  dem  Zeiger  er 
vertauschen,  während  da»  Vorzeichen  sich  nach  der  TcrniutatiOQ 
o,  a, .  ■ .  a„  richtet.  Nach  dem  Satze  (3)  des  vorigen  §  geht 
jede  Peruiutation  durch  Vcitausfhung  von  zwei  Zeigern  in  eine 
l'ermutation  der  anderen  Classc  über.  Folglich  hüben  in  der 
nett  gebildeten  Determinante  alte  diejenigen  Glieder  das»  negative 
Vorztiuiicn,  welche  in  H  das  positive  Zeichen  tragen,  and  alle 
diejenigen  Glieder  das  positive  Zeichen,  welche  in  II  dasn  nega- 
tive Zeichen  trag<m.  Die  nen  gebildi^te  Determinante  ist  deshalb 
gleich  dem  negativ  genomraenen  Werth  der  Determinante  ß. 
Bei  der  Vertauschung  von  zwei  Vcrlikalrcihcn  des  quadratisch 
geordneten  Schemas  vertauschen  sich  nur  die  betreffenden  zweiten 
Zeiger  unter  einander,  und  dip  ersten  Zeiger  bleiben  uugeän- 
ilert.  'Mithin  filhrt  hier  die  Anwendung  der  zweiten  Dclinitimi 
der  Determinante  durch  äbulichc  Schlüsse  zu  dem  Ergcbniss, 
dass  die  neu  gebildete  Determinante  gleich  dem  negativ  genom- 
menen Werth  der  Determinantü /^  ist,  Wir  haben:  daher  den  Satz: 
(2J  Die  Ddmninanle  cinefi  Syafem^  von  n*  FAcnmxten  fjeht  in 
de»  enigegengesetst'm  Werih  Uher,  sowohl  neun  in  dcfn  qua- 
dtatisch  gaordueten.  Schana  der  Elmiente  £wci  Horizontal- 
rtnJwH,  wie  auch  wenn  in  tlemselben  £iim  Vertikalreihen  unter 
cinandc}-  vertau.'icht  tceräcii. 

Nimmt  man  mit  den  Horizontaircihen  dea  Schemas  eine 
beliebige  Perrnntation  vor,  so  kauu  dieselbe  nach  dem,  was  im 
vorigen  ^  von  den  Pernintationen  gessigt  ist,  inuuer  uut  eine 
Anzahl  von  Vertauscbimgen  von  zwei  Ueilieu,  diu  bestimmten 
Zeigern  entsprochen,  zurliekgei'lihrt  werden.  Da  die  Determi- 
nante? in  Folge  von  jeder  solcher  Vertauschuug  mit  der  negati- 
ven Einheit  mnUtplicirt   wird,  so    muss   die  Detcruiitiiintc  des 


DotenniDinto  de«  fitm  Grad». 


8  74. 


durch  die  in  Rede  üteliondc  l'criiiutiition  cnUtandcnen  Scbcnias 
gleicili  li  oder  gleich  —  li  sein,  je  luielidein  jene  Vertan  sehn  »gen 
in  gcraikr  oder  in  nngoradcr  Anuilil  nngewcudet  eind.  Nun 
gehört  aber  die  Permiitatioii  der  HorizontiUreihen  zn  der  ersten 
oder  zweiten  ClasBC,  je  n.icl]<lein  sie  aus  ctntr  geraden  oder 
einer  ungeraden  Anzahl  von  Vcrlaaschiingen  zweier  Xeiger  her- 
vorgeht. Also  ist  die  Deinimnantc  */«■  durdt  eiiw  Perimdation 
der  Horieonioireiiuti   entsimuhut-tt  Scfietnas  gleich  H  oder  gleich 

—  li,  je  nfuJutem  die  VcmiiUfüion  sit  det-  erstm  oder  der  eteeiien 
Classe  gehört.  Etjenso  rrlentU  ma«,  dass,  uenn  mit  den  Verti- 
kalrcihen  des  Scfietiwfi  eine  btlivOige  J'prnndation  ausgeführt  urird> 
die  Det/triNtnantc  des  rejfuftirendrn  f<riientas  gleich  H  oder  gleU-k 

—  Ji-  tiird.  Je  naehdet»  dir  imgetvimhfi-  PtrmuttUivn  sn  drr  t-rstcn 
oder  der  eweiieft  Classe  geiwrt. 

Bis  jttzt  sind  die  »*  Eleiiie:ilc  dts  8cheuias  kuiiiur  Be- 
dingung unterworfen  worden.  Es  i^t  nun  die  Vorausset7.UDg  /u 
erwilgeii,  doHs  irgend  »wei  Horizont alr^ilieu  des  Seliciiia»  in 
ihre»  auftnnandor  Irilgenden  Kloiuertcn  hezichungiiwcise  Uher- 
einftimnica,  oder  dajis,  wenn  die  Rtihcn  durch  die  Zeiger  k 
und  /(  üliaraetärisirt  Hind,  die  n  tileirliungeu  bestehen 


i| 


6  .  =  ?/ 


.h.   =h    . 


Alsdann  muss  die  Determinante  Jf  de»  Schemas,  sobald  die  P.te 
Horizontalrcihe  mit  der  /(ten  Hnrixontalrcibe  vertaaseht  wird, 
einerspils  ungeJltidert  lilcibpi],  nndrersuMts  nach  dem  Satze  (2) 
in  —Ji  lllt(?rgehen.  Hs  mu»s  daher  unter  der  augegehenen  Be- 
dingung i^=---fi  »ein,  folglich  /i  vcr>iih«iiiden.  Aus  der  Voraus- 
setzung, daüs  in  dem  gegebenen  Schema  irgend  zwei  Verlikaf- 
reilien  in  ihren  üiif  oiii.indor  folgenden  Elementen  bexichmigs- 
wei.'ie  gleieli  sind,  eigiubl  sieh  die  gU'iehe  Conaequenx.  Es  be- 
steht deshalb  der  Satz : 

(3)    Wenn  in  dam  quadralinch  geordneten  St:hema  von  n^Elemat' 

ten  zwei  hdichlgr  Iforizonin} reihen  cinmtder  gleich  sindf  tmä 

wefitj   in  dem  Srhenux  eteei  helirhige  Veitüalrt^ken    einander 

gleich  sind,  so  itiird  die  zugeordnete  Determinante  gleich  NiäL 

Aurt  dem  Bildungsset'/c  der  Dctcrnnuante  Ä  kann  man  die 

Antwort  auf  die   Frage  ablcitcOj  mit  welcher   ganzen  rmictiun 

der  Elemente  eiu  het^timmtes  KIcntent  in  der  Determinaule  mnlti- 


neterminant«  Ae*  itt«n  OfmIm. 


plicirC  sei.  Um  nlle  Olicdcr  zu  ßuden,  in  dcuen  ein  beBtimrates 
KIcnieiit  b^  nullritt,  sind  alle  Troducte  (^)  zu  nehnion,  in  denen 
der  erste  Zeifjer  gleich  o  und  der  zn-citc  Zeiger  gleich  a  igt. 
Dadurch  bekommt  in  der  Permntation  a^  a, . . .  a^  der  Zeiger 
a  den  an  verändern  eben  Wertli  o,  und  die  übrigen  n  —  1  Zeiger 
duri;lilawfcu  ihre  sflmmtUclien  Pprimjtfltinnpn.  Dir  p:esuphte  gflnxc 
Function  der  Elemente,  die  in  der  DctornnoiiutcT?  mit  ft„  mul- 
tiplicirt  i»t  und  B  ^  beiden  ni()ge,  wird  daher  erhalten,  indem 
man  in  dem  Produet 

den  Faelor  l  fortlüsst,  in  dem  Produet  der  llhrlK  bleibenden 
n  —  1  Facioren  dio  heti'ptfeTnl<>n  m  —  1  Zeiger  auf  iille  Arten 
pertnutirt,  um  Voraeicben  des  l'[oduet?i  poniliv  oder  negativ 
nimiut,  je  nachdem  die  Folge  der  r  Zeiger  n,  a, . .  .  a„  eine 
Pcrnmtjitioti  der  eisten  oder  der  /.weiten  Classe  darbietet,  und 
alle  Jene  Produetc  addirt. 

Ks  zeigt  sich  jetzt,  rfass  die  Futietion  B  eitie  «*  einem 
Scfietna  von  (n  —  l)^  Eiementen  giMrende  DdfTminante,  oder  eine 
Delfrininante  des  [n — \)tfn  firadea  ixt.  Um  dicR  deutlieb  zu 
maebcu,  bestimmcu  wir  zuerst  die  Funetion  B^^,  weiche  in  Ji 
in  da»  Klement  h^^  nmltiplicirt  ist,  das  in  dem  Schema  (1}  die 
Stelle  links  oben  einnimmt.  Dieä&a  Klement  tritt  in  dem  Dia- 
gonaleogliede 

auf,  dsH  in  B  das  positive  Zeichen  trägt.  Wenn  man  jetzt  die 
(»—  1)  Zeiger 

2  9  4.,,» 

auf  alle  Arten  pcrmutirt,  nnd  die  Pcnnutntionen  naeh  dem  a«f- 
geeteltten  Princip  In  zwei  Classen  theilt,  no  gehört  jede  einzclue 
Permutatioi)  zu  der  gleichnamigen  Classe,  zu  der  diejenige  Per- 
mntation  der  «Zeiger  gehört,  welche  aus  der  in  Kode  stehenden 
Peniiutation  durch  Vorschreiben  des  sich  nicht  ilndeiiiden  Zei- 
gers l  erhalten  wird.  Die  Function  B^^  wird  daher  gleich  der 
Üetcrminantc  des  Hchcmas  von  (w  — 1)'  Eleuiciten,  das  aus 
dem  Kchema  (!)  darch  Weglassen  der  ersten  Horizontalreihe  und 
der  ersten  Vertikalreihe  entsteht.    Nun  kann  man  aber  ein  be- 
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Uebiges  Element  b^  in  dem  Scliema  {Ij  au  die  Stelle  des  Ele- 
ments fo,,  bringen,  indem  man  eretons  die  Ite  bis  zu  der  {^— l)ien 
Horizoritalreihe  um  je  eine  Stelle  vorwärts  schiebt,  die  ^tc  aber 
ac  die  Stelle  der  crstcu  setzt,  und  zweitCDS  die  Ite  bis  zu  der 
(ff — l)tcn  Verükalreihe  um  je  eine  Stelle  vorwärts  schiebt, 
dann  aber  din  öto  an  die  Stelie  der  ernten  bringt.  Die  Pcrmu- 
tatioi)  lici"  llnri/ontalreilieii  ist  eice  eyellse-he,  die  durch  \f  ~  1 
Vertanscbuugeu  von  Äwei  Reiben  hervorgebracht  werden  kann, 
und  die  rermutation  citn-  Vertikalreiben  ist  eine  cycliscbc,  die 
durch  ff  —  1  Vertauselningcn  von  /.vvel  Keiben  hervorgebracht 
■werden  kann.  Nach  dem  Satze  (2)  geht  hei  der  Vertauschung 
von  )e  zwei  llorizontalrcihen  und  l>ei  der  Vertamcbnng  von  j« 
jtwci  Vertikfllroihen  die  Determinante  J?  in  — Ti  llber.  Sie  er- 
hält daher  dureh  ilie  l'enniitjilion  <lcr  Horizontalreibeu  den 
Factor  (— 1)*""  ,  hieranf  durch  die  *  Perrautation  der  Vertikal- 
reihen den  Factor  (—1)""',  mithin  wird  die  Determinante  des 
neuen  Schemas,  in  welchem  i\^^  die  ]<>ke  linkü  oben  einnimmt, 

gleich  ( — l)'*"  7?.  lu  dieser  Determinante  ist  der  F.aetor  vnn 
b  gleich  der  Detorinliiante  ile»  SchtimaH  von  («  —  1)'  Elemen- 
ten, das  durch  Weglassen  dor  ersten  HoriKontalrcihc  und  der 
ersten  Vertikal  reihe  erhalten  wird,  niese»  Schema  geht  aber 
aus  dem  Seherna  (1)  dadurch  hervor,  das»  die  ßte  Ilorizontal- 
rcibe  derselben  weggelassen  und  die  ute  Vcrtikalrcihe  wegge- 
lassen Ist,  und  die  Reihen  ohne  Aendernng  der  Ordnung  anein- 
ander perlickt  sind.  Die  aus  di-n»  genannten  Schema  von  (»i  —  I)' 
Elementen   gebildete  Determinautc    war  gleich  dem  Factor  des 

Elements  6^  in  der  Determinante  (— 1)***Ä;  die  bezeichnete 
Determinante  des  (n— l)len  tirades  ist  daher,  mit  dem  Factor 
(—1)''  "  multiplicirt,  gleich  dem  Factor  des  Elements  h  in  der 
Determinante  It,  oder  der  zu  bestimmenden  Function  J5  .  Der 
Factor  (—1)''  '  ist  gleich  +1  oder  —I,  je  nachdem  e-t-a  ge- 
rade oder  ungerade  ist.  So  erheilt,  dass,  wenn  p  +  n  ungerade 
ist,  durch  Umstellung  einer  Reihe  ein  Schema  erhalten  werden 
kann,  dessen  Determinante  seihst  gleich  B  wird;  doch  em- 
pfiehlt es  sich  fllr  viele  Fülle,  eineu  Factor,  der  nach  einer 
beetimmten  Regel  gleich  der  positiven  oder  der  negativen  Ein* 


4 
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■^ 


beit  ist,  in  der  Definition  einer  Dctcrminnntc  beizubehalten. 
Die  80  eben  chÄracterisirtea  Vorbioduiigen  _B,_,^  gehen,  wenn  die 

Zftlil  w=;3  ist,  lind  wenn  stnlt  des  Selicuias  (Odas  ydifma.  (9) 
des  §72  gegctzt  wird,  in  die  Verbindungen  Ober,  wek;he  dort 
rcspective  mit  j4,,  j<„.. .  C,  bezeichnet  worden  und  explicite 
aU  Determinanten  des  KWfitcn  OindeK  dargestellt  sind,  Sie  bil- 
den, naeb  den  drei  Miichstnbcii  vcrtbeill,  die  Multiplicatoren, 
ivciche  zu  der  AaflSsung  des  dortigen  System»  (2)  von  drei 
üleichnngen  mit  drei  Unbekannten  dienen,  und  genügen  diesora 
Zweck  vemiiige  der  Olciebungcn 

(3).  (B*).  (r%   (ö),  tr)'),  (5*-;,    (6),  (6*),  {(>«). 
Eti  i^ind  jetet  die  entspi-et-benden  Eigeuaebalkn  der  Verbindungen 
B     n»eb2uweiHen. 

Die  DetcniiinaDte  It  de»  «li-iiGradt^s  ist  in  Bexug  auf  die 
m'  Elemente,  aus  denen  sie  bestellt,  eine  homogene  Function  des 
ttten  Grade».  Wenn  man  aber  nicht  alle  Elemente,  sondern  nur 
bestimmte  Grutipen  derselben  ins  Auge  f'üsst,  no  kann  t«ieh  in 
Bezug  auf  diese  der  Grad  niedrigür  gestalten.  Nimmt  mau  alle 
diejeDigen  Elemente,  in  denen  der  erste  Zeiger  einen  und  den- 
selben aber  beliebigen  Werth  >.  hat,  also  die  in  derselben  Hori- 
zontalreihc  des  ^cbemau  bcriudlicbeu  Elemente 

60  mu8S  jede»  Glied  der  Determinante  in  eines  dieser  Elemente 
nnd  nur  in  ein  einziges  multiplieirt  »ein,  weil  in  jedem  Oliede 
alle  ersten  Zeiger  unter  sieb  verschieden  und  alle  zweiten  Zeiger 
unter  sieh  verschieden  sind.  Die  Delerminante  Ji  iö.t  deshalb 
eine  homogene  Function   des   ersten  Grades    in  Bezug  auf  die 


Elemente  b 


ii' 


^.^■•■^«' 


und   <1ec   betreffenden  Factoren  sind 


die  Torbin  bestimmten  Verbindungen  B^^,  B^^,  .  .  ß.^,  in  denen 
jene  »  Elemente  niebt  auftreten.  Hieraus  entspringt  i\lr  die 
Function  7?  die  fllr  jeden  WeYtb  von  X  gtlltige  Darstellung 

Nach  (lern  Katze  (3)  mnss  die  Determinante  eine»  Rehemas 
verschwinden,  welches  aus  dem  .Schema  (1)  entsteht,  indem  die 
Ate  Horizontalrcibe  der  ElemcDtu  durch  eine  von  ihr  verschiedene 
Horitontaireihf.,  welche  die  l'te  sein  möge,  ersetzt  wird;  denn  in 
dem  neu   zu   bildenden  Schema  exisliren   dann   zwei   einander 


■\ 


SM 


■unfT  voa  n  Gl«ichungea  d«>  erttao  Gradei. 


gleiche  Ilori/ontalrcüicu.    Weil  nun   in    diesem    dchcd  Scb( 
alle  KeiLii'u  luit  AuBnahme  der  Äten  ungeHndert  geblieben  sind,] 


die   Verbiiuliiiiijeii    Ti    ,  li 


ii' 


li      indessen    nur 


aD8   dictienj 


nDgeimderten  Hori7.oiit;ilreilicn  xiisainTtiengesetxt  werden,  so  ent 
steht  die  Ueteriuiunute   des  ucucn  i^cbeiuas   dadurch,  doBs  in] 
dem  Auiidiiicke  (fi)  h^,^  für  6^  j,  A,..^  tUr  b^^  u.  8.  1'.   »abstiicirt 

wird.  Anf  diese  Weidie  crlialton  wir  eine  DetemiinRiite,  die 
gleich  Null  ist;  mithin  gilt  die  Gleichung,  bei  der ).  und  X'  beliebige 
Werthe  liaben  dllrfen,  die  von  einander  verschieden  sind, 

(7)  0  =  ^.,  ih.^K,  *i. -*--•  +  *...  -ß.«- 

Offenbar  lilsst  sich  die  Determinante  B  auch  als  Function:] 
der  n.  Elemente  auifasBen,  weluhe  eine  bestimmte  Vertikal rcibej 
bilden 

and  ist  in  Bezug  auf  diese  ebenfalls  eine  homogene  Functios] 
des  ersten  Grades.  Üui'ch  Anwendung  der  gleichen  ÖcblUsrtJ 
crgiebt  sich  dann  ttlr  li  die  fllr  jeden  Wertb  von  y  gdltige  Dar-j 
Stellung 

und  auf  Grund  des  obigen  Satxes  (3)  die  Relation 

WO  V  and  v'  irgend  zwei  von  einander  verachiedene  Zeiger  bd^] 
deuten. 

Mit  Uiilt'fi  der  leUten  Gleichungen  erhalten  wir  unter  di 
Voraussdzung,  dass  die  Ddvnninanie  R  nUhi  gleich  HuU  ia 
die  Auflösung  des  Sgstenis  von  n  Gleichungen  mit  den  n  Vnbe- 
kannten  z,,  x,, . . .  Xq  ,  das  in  §  73  mit  (2)  bezeichnet  ist  Duroh'H 
die  Multiplication  der  auf  einander  folgenden  Gleichungen  in(3)S 
mit  deu  respectiven  Faetoren  7?,  ^,  ß^^,  .  .  .  Ji  ^  wo  »  succcKsive 

die  H  Zahlen  1,  2,  3, ...  n  bedeutet,  und  die  jeaesnialige  AdtUtion  j 
ergiebt  sieh  als  Consequenz  diei^cr  Gleichungen,  da  der  Factor  ~3 
von  x^  wegen  (7)  gleich  der  Determinante /if  wird,  die  Faotorei 
der  (Ihrigen  Unbekannten  jedoch  wegen  (8)  verschwinden,  di< 
.  Gleichung 
(9)  ß^  =  5,.^  +  i»,,r,  +  ...+B„.r^. 

Aus   derselben   folgt  durufa  Division    mit    der   von   Noll   vea 
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scbiedenen  Bctcrniinante  R   illr   die  sSinriitlidien  Unliekannten 
x^,  X,, ' '  ■  Xg  die  lleülimmuiig 


(10) 


X  ^ 


n 


Andere  Werthe,  als  die  Vürlit^p?n(If*ii,  kttniien  das  System  von 
fileichungen,  iius  dem  die  Bc»-Iim[nuii(r  der  Wcrihe  abgeleitet 
iät,  nidit  erlUllcn.  Weun  man  aber  dieftc  Worthß  in  die  ein- 
iclncn  (tleichoDgen  desäyslenis  suUtitiiirt,  so  werden  sie  aller- 
dings befricdit^.  Ximuit  man  die  linlie  äcitu  der  Ate»  Gleichung 
des  Systems,  so  koniml 
*i.  J^.  +  *..  ■^.  +  ■  -  ■  +  *.    ^ 

<tl      I  ii      t  in     n 

i         \     U      1  11      I  u]      n/ 


=  h 


+  ... 

(B,    r,  +  J?,    r    +  . . .  +  J?      r   1 

Es  werden  aber  die  Sammen,  mit  denen  hier  bezieliungn- 
^eiee  r,,  »■„ ...r„  multlplicirl  erscheinen, 


y 


h^  A>  +  h. 

5,,+  .. 

-^  ^.  -Bi. 

^.  ««+»» 

> 

A 

^i^.i+^. 

^»,+  " 

■+^»-B.n 

A 

durch  die  Gleichungen  (H)  und  (7)  bestimmt.  Die  ZUblcr  aller 
«lie.*er  BrUchc  vcrrichwiiidcn  nach  (7)  mit  Au^^nahme  von  dem 
Skbler  desjenigen  Bruches,  der  al«  Factor  zu  r^  gehört,  nnd 
dieser  wird  nach  (ii)  gleich /f.  Da  nun  jeder  der  Zähler  durch 
«ieo  Nenner  li  la  dividiren  ist,  «o  üind  alle  Factorcu  von 
r,,  r,, ...ro  mit  AusnahmL*  des  Factura  von  r^  gleich  Null,  und 
dieser  gleich  der  Einheit.  Man  hat  deshalb,  wie  zu  beweisen 
■flu,  in  Folge  der  Wcrihe  (10)  die  Gleichung 


c 


8S8  Aufl&flODg'  von  n  Gletohnn^]   ica  eraten  Orades.  §  7&. 

Das  Systtm  (10)  ffteht  daher  für  ein  von  NuU  verschiedenes  R 
dir.  dneigcn  Wirthe  der  Unbekannten  x,,  x^,...Za  an,  durch 
tüdchc  daa  Syrern  ton  Oleidmnycn  (2)  t»  §  73  befriedig  wird. 

%  75.  VoUat&iidlg«  Dlsonsffton  der  Anflöanng-  von  m  Olelohiui' 

g9n  des  ersten  Orades  mit  n  ünbekaanteu  fttr  den  Fall  einer 

vertchwlndenden  Determtn&nte. 

Die  n  Fanctionen  des  ersten  Grade« /",,/",,..  ./*,,  welche 
in  (1)  des  §73  dcfinirt  sind,  werden  von  einander  unabhängige 
Fanclioneu  der  n  Vaiinbeln  .r,,  a:,,  . .  .  -x,  genannt,  wenn  e» 
möglich  iöt,  die  n  Variabein  &o  zu  bestimmen,  das»  die  «  Func- 
tionen ein  System  von  n  f^anz  beliebig  gewählten  Wertben  an- 
nehmen. Oiee  ist  nach  dem  vorigen  §  stets  der  Fall,  wofern 
die  DetcmviiiMiite  /?  einen  vnii  Noll  verschiedenen  Wcrtli  hat; 
t'olgUch  nind  die  n  X-unciivtn-ti  f\,f^,...f„  von  eimimirr  iinub' 
hängig,  sobald  rfiV  sugehönge  Iktcrmiixante  H  nicht  gleich  Ntdl 
ist.  Man  kann  die  Unabhängigkeit  der  n  Functionen  von  ein- 
niider  auch  dadurch  defiiiiren,  das»  man  sagt^  die  n  Functionen 
seien  von  einaiulcr  unalihUngig^  i^ohald  es  unmöglich  ist,  mit 
Hülfe  von  «  Constanten  £,,  E^,  ■  ■  ^„i  die  nicht,  jede  für  sich, 
gleich  Kuli  itind,  eine  Gleichung  m  bilden 

denn  gSbe  es  eine  soliche  Gleichung,  so  wtirde  auf  Grand  der- 
selben, da  wenigstens  eine  der  Grössen  E^...E,  nicht  gleich 
Null  sein  darf,  wenn  etwa  i',  nicht  gleich  Null  wäre,  der  Werth 
von  /",  hestiiumt  sein,  nachdem  Über  die  Werthe  von  /„/'g,  ■../", 
verfügt  worden  ist. 

Dagegen  heissen  «  Functionen  des  ersten  Grades  f^,  f^t>  .f^ 
von  einander  abhängig,  sobald  es  mtiglicb  Ist,  eine  oder  mehrere 
derselben  durch  die  llbrigcu  Functionen  auszudrucken.  Ks  hat 
sieh  bei  zwei  Fnnctionen  raft  zwei  Variaboln  und  bei  drei 
Functionen  mit  drei  Variabein  ge/.cigt,  dass  sie  von  einander 
nbbängig  sind,  sobald  die  betreffende  Determinante  gleich  Null 
wird.  In  gleicher  Weise  gilt  der  Satz.,  da&s  n  Functionen  des 
ersten  Grades  /, ./,,..  /i,  von  einander  abhängig  sind,  toenn  die 
hetreffemle  Determinante  H  v^schwindet;  der  zu  fllhrcndc  Beweis 
desselben  bedarf  noch  einiger  vorbereitenden  Bemerkungen. 


I 

i 


Im  vorigen  §  ^inü  in  der  DeteriutTiaiitc  de»  nten  Grades  R 
die  Factoren  der  finxelncn  Kh-meiiU;  6„„  atifgesnelit  nnd  mit 
ß,^  hezeiulmet  ffordoii;  dicäe  btticn  äicU  mit  Hinzuziuhtmg  eines 

Factor«!— 1)''*",  der  entweder  gleich  der  positiven  oder  der  ne- 
gativen Einheit  ist,  als  diejenigen  Ueterniinanten  des  (n — l)teD 
Grades  erwiesen,  deren  Klcmente  aus  dem  Schenm  der  ?i*  FJe- 
mente  hervorgehen,  iodeia  eine  bestinunlc  llorizontatreihe  und 
eine  beutimrnte  V'ertikalreihe  fortgelassen  wird.  Wenn  nmn  den- 
selben Process  mit  jeder  der  Verbindungen  Ü,^  vomiaimt,  so 
entstehen  unter  Hin/.iittlgiiugvdn  Fa<.li>rii'ii!,  die  wieder  nur  gleich 
der  positiven  oder  n(.'galivcn  Kinhinr  sind,  Determinanten  de» 
(n — 2)ten  Grade«,  deren  Elemente  aus  dem  Schema  der  n*  Ele- 
mente erhiUieu  werden,  indem  innn  zwei  üorixoulalrcihou  und 
gleichzeitig  zwei  Vertikn!reihcn  weglüKst.  Dieses  Vcriahrcii 
kann  aber  so  l^nge  fort^^eijer^t  werden,  bis  /.tilet^ct  die  ettuefnm 
Klemmte  dos  Schemas  als  Vertreter  von  Detenninante»  des 
enten  Grades  zurück  bleiben,  Man  nennt  nun  jede  Determinante 
deg  (rt— /)ten  Grades,  deren  Elemente  aus  dem  Schema  der  n* 
Elemente  durch  Weglassen  von  /  Horizontal  reihen  und  i  Verti- 
knlreiheo  gefunden  werden ,  eine  parikUc  Deteiminantc  des 
{H—l)tcn  Grades  von  dem  mspningUchen  Systent  der  *i'  Elemente. 
Die  Verbindungen  11,^,  sind  demnach  gleich  bestimnileu  mit 
( — 1)***"  uuUiplieirten  partiellen  Determinanten  des  (n— l)/en 
Grades,  werden  aber  noch  mit  einem  besonderen  Namen  ad- 
Jungirte  Eltmcnte  des  Systetns  genannt,  und  zwar  t^agt  man,  dass 
das  adjungirtc  Clement  ß,^  mit  dem  Element  6  des  ursprüng- 
lichen Schemas  eorrespomlire.  Wenn  quo  fUr  ein  tiystcDi  von 
Fanelionen  f„f't,-.f„  die  zugeordnete  Dctcrnncinnte  M  ver- 
sehwindet, so  mnss  man,  um  die  Alihängigkeit  dieser  Functionen 
sicher  zu  beurthcilcD,  zuerst  prillen,  ob  die  süumitlieüen  udjuii- 
girtcn  Elemente  B,^^  mit  H  zusammen  verschwinden  oder  nieht. 
Findet  das  erstere  statt,  so  sind  die  sämmtliehen  partiellen  De- 
terminanten des  (n— 2)ten  Grades  zu  untersuchen,  und  es  ist 
tlberhaupt  mit  der  Betrachtung  der  siimmtliehen  partiellen  De- 
terminanten der  abstctgeiul  auf  einander  Ibigendcn  Grade  so 
lange  fortzufahren,  bis  man  zum  ersten  Mal  zu  einem  Grade  ge- 
laugt,   bei  dem    wenigstens   eine  partielle  Determinante   nicht 
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gleii^h  Null  int.  I>ie  letzten  pHrtieUen  Dctcmiiuaulou  kOnneD  die 
Eleoientc  b,^,  selbst  seiu,  die  aielit  säuinitlicU  verscbwinden  ilUr- 
l'eu,  wenu  uicliC  /,,  /"„...  /".  stuts  gleidi  Null  sein  Bollen. 

Wir  nehmen  jetzt  nc,  dms  alle  partielle»  Determinanten 
de«  (m—  t)ten,  (m  — 2)ton  bis  («— /+  l)ten  Grades  verschwin- 
den, diiMft  dagepen  eilte  partielle  Determinante  des  (n  —  f ttcn 
Grade»  niaht  den  Wcrtit  Null  Imhe;  es  sei  zunHclist  diejenige, 
welche  zn  dem  ^3chemn 


*(Ü 


..0. 


I, »— / 


3.»~t 


gülii^rt,  und  sie  müge  ntit  £^l)exeichnet  werden.  Die  bctreffeudea 
Elemente  sind  die  Cact'fii;ienten  der  Variabein  x^^  x^, . .  x„^  in 
den  Funftionen  iTii/tf/^'  Wenn  eine  partielle  DetenninaDte 
desseltifu  (trade»  von  einem  anderen  Hcliemn  als  von  Null  vci-- 
schieden  ge^t'bt-ii  ist,  so  wiNilrn  durrli  ilio  ersten  Zeifjer  n~l 
FonctioDcn  unter  den  Functionen  f\,  f,,-  ..fn,  und  durch  die 
zweiten  Zeiger  ji — /  Varia behi  nntor  den  k  Variabcln  j,,  jf,,...*« 
b«Keicliiiet,  mit  denen  entsprechend  vertahreu  werden  kann. 
Aus  dt_Mn  Umstände,  tla^H  die  Dntermiuante  Ä^  des  Stdicmas  (1) 
Dicht  gLei<:b  Nidl  ist,  lültiut  sich  nun  ueliliessen,  daes  mau  den 
Functionen  /,. /"j.  • .-/"«_;  gan?-  beliebige  Werthe  rorechreiben 
darf  lind  die  Variabein  x,,  x,,  ...a:,„,  entßprechcnd  bcstimmca 
kann,  während  die  Variahcln  r^_ 


/+it  ■■ 


.  J- 


(2) 


ganit  beliebige  Werthe 

erhalten,  und  das«  ferner  )tAc  der  Fauetiouen  /",  ,^ f^  gleich 

einem  homogenen  Ausdrucke  dea  crwieu  Griulesi  von  den  Func- 
tionen /',,  /,, . . .  /„_;,  mitbin  von  dii^sen  abhängig  ist.  Man  tor- 
dere  t^lr  jede  der  n  — /  Functionen  /,,.  .  ./li-<  ciucn  gaux  ttelic« 
bigen  Wertli,  respceiive  die  Werthe  r,,  r„. . .  r^f  t^Hnn  erlauben 
die  (n  — /)  (ileiehungen 

] • 

die  yn—  l)  Werthe  x,,  x„. .. x,_,  dnrch  das  iii  dem  vorigeo  g 
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entwickelte  Verfutrou  UDKweifcIiiaft  nx  bi>t>limniei],  witbrcnd  dvn 
Variabein  x„_,^„ .  .■  x^  ganz  Ijeliebi^;  Wcrttie  beigelegt  sind. 

Denn,  wenn   die  Gleielinngen    (2)   in  die  OeHUili  get^lzt 
werden 


-■  ■■+r,. 


/*._;,,  ar,  +  ..  +  6_,,._jj;,=  -6._,_„_,^,x,._,^,  — ... 


+  r 


«•^ 


so  enthalten  die  linken  Seiten  [n  —  l)  Au»drUeke  des  ersten 
Grades  von  den  {n—li  Unbekannten  x,,  x,,  ..x,_,,   deren   Üe- 

tcrminaute  K  geuaiint  worden  hl  und  uacb  der  Annabiue  eiucn 
von  Null  versebicdciieu  Wertli  hat;  auf  der  rechten  Seite  be- 
tinden  sich  dagegen  Aufidritcke,  die  als  gegeben  betrachtet 
werden,  aud  daraus  folgt  dieKichtigkeit  de»  Bebaupteteu.  Die 
Abhängigkeit,  in  welcher  jede  Function  /^,  :iuh  der  Reibe  der 
Functionen  /".^y^,,  ■  ■  ■  f„  "^'^^  ^^^  ^'unctioiien  /',,  /■„...  /"„_, 
steht,  ergiebt  sieb  dadurch,  da8S  man  zn  den  Darstellungen  der 
letztem  die  Darstellung  der  Function  t\,  hinzufllgt 


und  jetzt  die  eioKclaen  Fnnctioncn  mit  solchen  Factoren  tnnlti- 
plicirt,  aliä  ob  in  den  AuüdrUckcu  reehlsdie  n  — ?  +  1  Variabein 
I,,  ar,. . . .  x^_t,  x„_t+i  die  Unbekannten  wJlrtn,  und  die  Unbe- 
kannte x.-^^i  bestimmt  werden  ijollte.  Die  bezeichneten,  naoh 
den  Vorschriften  des  vorigen  g  zu  bildenden  Factoren  werden 
respeclive  die  partiellen  Dctermiuiiuteu  onseres  Hehenia^  von 
n'Elementen,  die  -/.ugleich  adjungiitc  Elemente  des  SchuHia*) 


addirt,  so  werden  die  Kaclorcu  der  Variabolii  x^,  a:,,  .  .  x^_, 
wegeu  der  Itelatioucn  (7)  dps  vorigen  g  an  und  für  »ich  gleicb 

Null,   dagegen    die   Factoren   der   Variabein   ■r,_,_^. », 

gleicb  pfiitiellen  OetcrminanteD  des  (n— i+l)tcn  Grade«.  Diese 
sind  aber  vermüj^t.  der  {^etrotfüiien  Annahnie  sttmiattich  gleicb 
Null.  AIho  vcrsetiwindeD  die  Fnetoren  sämnitliclier  Variabeln 
j;,,  .  .  x„  und  es  bleibt  die  GIcieliung 

(*)'        ^rv^  +  3i'"  /■.  +  ■■  +  tU^^  +  sr.=o-     _ 

Ans  dieser  t'olgi,  weil  K  nicht  gleich  Nnll  ist,  fllr  f^  die  Dar- 
etellnng 


(S) 


fo  = 


welcbe  nacbgewieBcn  werden  sollte;    fUr  o  linl  man   sncee^sive 
die  Zeiger  n  —  l  +  l-,  ri  — f+2,  ..  .  «   m  sulzeii,   wobei   die 

Determinantfin  3*"^  ,  3^,"^  i  •  •  •  ^^"_^  nneh    den   gegebenen   Vor- 
scbrilteu  zu  bilden  sind. 

Weun  jetv.l  ein  System  von  n  Gleichungen 

(fi)    /■.  =  ^,  fy=r„  ../«_,  =  ^_„  /"„w-n  =v-/+i  ■••/■.  =^ 

aufgeiiM  werden  soll,  wo  kennen  r,,  .  .''„_,  I'rei  gewählt  werden,' 
üocit  niU»»eu  unter  den  obwalteudeu  UmHläudcD  den  Funetionen 
r,^;+i»-  •■/',  solche  Wertlie  >•._,+,  ,■.''„  vorgcseb  rieben  aeinJ 
die  den  Uelationeu  {^}   genügen;    andcmfAlls    wllrde    das  S}'-| 
steni    von    Glciehungen    sieb    selbst    widersprecben.      Umge-j 


9  75. 


Tersot)wiDd«Dde  Dtitermiduite, 


8S8 


kehrt  aber  werden,  sobald  jene  Bedingungen  befriedigt  sind,  wenn 
die  Orüäseu  a:,_^^, ,  .  .  .  x„    willkllrlicb   angenommen    und    die 

Grössen  x„  *,....  Xn^t  ans   den  ersten  n—  l  Gleichungen  be- 

stimiut  werden,  die  letzten  t  Gleichnngen 

' ■-/+ 1  ^^ *'■—/+ 1  »  ■  ■  '■  ^^  *"■ 
wegen  der  Relationen  (5)  vftn  aelbst  erftlllt  ftein. 

Wir  ilpTiken  uns  jelzt  in  dem  System  (fl)  von  n  Glei- 
chungen mit  n  Unbckauutea,  welches,  vf»llsiaudig  liiu^ei; ehr! eben, 
mit  dem  System  ('2]  des  §  73  zusammenfällt  nnd  die  folgende 
Gestalt  hat 


(&*) 


K^. 

+  K  ',  +• 

-^h^^     X 

K^r 

+  i„  x^  +. 

+  *..  ^. 

K.^. 

+  K.^,  +•■ 

+  b      X 

m  n        1 

=r 


die  Werthc  r,,  r 


„  . . .  r^  so  gewählt,  dasB  sie  den  bezeich- 
neten Bedingungen  gcnttgcu,  und  Ua»s  aläo  eine  Antlutjung  des 
System«  miJgticii  ist.  Dann  ist  es  von  Interesse,  zu  wissen,  ob 
durch  die  so  eben  auseinander  gcselzti"  Methnde  jcdr  Auflösung 
erhalten  werden  kann.  Es  t^ei  irgend  eine  AuflüBUDg  gegeben, 
bei  welcher  die  Unlieknnnten  x,,  i,  .  .  .  x„  respective  die 
Werthe 

(7)  I.,  $.....  $. 

erhalten,  und  diese  niH^ge  mit  einer  Autlösung  verglichen  werden, 
welche  diireb  die  in  Rede  stehende  Methode  erhalten  ist  und 
die  Werthe 

(8)  X.,  X„  .  .  X^ 

l^etiefert  bat.  Wir  substituircn  in  die  Gleichungen  (6*)  zuerst 
die  Werthe  {7)  und  hierauf  die  Werthe  (8),  subtrahiren  die 
bctreflTcuden  Gleichungen,  die  den  glcicheu  ersten  Zeiger  haben, 
und  erhalten  durch  das  Fortheben  der  Ausdrucke  rechts  die 
Gleichnngen 

(«)     »„(f,-x.)+tj|,-x,)4....  +  J,.(|.-x)=o 

»u<f.-X.)  +  »„(^.-X,)+...  +  i..(S,-X.)  =  0 


'..(5.-^,)  +  *.,C^-^.)+-+^.(«.-S.)=o. 


8B4 


Venehwindendc  t)et«rmiii&iii«. 


§  75. 


Es  kennen  nan  wieder,  da  die  Derterintnaiitc  K  des  Systems 
(1)  von  Null  vcrscliiedcn  ist,  die  (h  — i)  ersten  Gleichungen 
als  Ciltiicliuiigen  gelteu ,  welche  ku  der  Be$timmiing  der 
(m — /)  Grl)8sen 

dienen  sollen.    Weil    die   Aufliisung  (8)  durch  die    vorhin 
wickelte  Methode  bervurgehraeht  ist,  so  dUrfcn  den  Grüasen 

d")  \-„,.^.-,„'-- ^. 

ganz  beliebige  Werthc  beigelegt  sein,  aus  denen  voUkommcQ 
bestiuitnte  Wcrtbc  der  GrOäscu 

fll)  Z.,  X.,  . .  x„ 

li  error  gegangen  sind.  Wir  setzen,  was  immer  möglich  ist,  vof-i 
ans.  duss  dk  (irimmi  (10)  diejenigen  Werthe  halten,  weiche  den, 
Grössen  dfssdhen  Zeigeis  in  iler  gegebettat  Ati/limmg  ^,,  ^„ 
rtU^prechtti,  so  dass 

(12) 


C>-^'.-,.,-o---«.-^.  =  0- 


Ist.    Dann   verwandeln   sich  die  in—l)  ersten   Gleichungen 
R}*8teni8  (9)  in  die  folgenden 

<9')     ^  c^.  -  -^',  >  +  •  ■  ■  +  ^.-*  <^-  -  ^-.)=o 


Diese  bilden  ein  System  von  Gleichungen,  bei  denen  die 
Detenninnnle  K  nicht  gleich  NuU  ist,  die  öRmiullichen  Aus- 
drucke rcclita  aber  gleich  Null  sind.  Ein  solches  System  lässt 
nach  dem  vorigen  g  nur  eine  Auflüsnng,  nn^l  /.war  die  AufiDSQDg 
2U,  hei  der  die  Häniintlichcu  Unbekannten  gleich  Null  sind; 
denmach  gelten  hier  die  bestimuiiiDgcn 
(13)  ^,-A'.=.0,  i:\-A\=ü,  ..  ?,.,-.Y,_,=  0. 


Esntiiss^i  äalier,  narhdimdcn  (irimen  X, 


I— /+i 


.  X.  respec- 

tivfi  die  WettJte  der  (irissen  ^„_f+,  ,  ■  ■  ■  ^„  beigelegt  itimt,  aneh 
die  Grössen  ^,,  !„ . . .  ^,^_(  respective  den  Grossen  X„  X„  . .  .  X,_i 
gleich  werden.  Also  iann  jede  gegebene  Auflösung  des  Spsiems 
(ß*)  in  einer  bestimmten  Weise  durch  das  vorgetragene  Auf- , 
Usungsverfahven  crJtclten  teerden. 


8  75.  Versobwiodßiido  Determiutnto.  885 

Bei  der  Wahl  der  Wertlie,  welche  iu  dem  System  von 
ti  Gleichnngen  mit  ti  Unbekanutcn  llir  die  l'"unctioncu  f^.f.,, .  ./"„ 
verlangt  werileii  kOnnen,  zeichnet  sich  der  Fall  au.-*,  in  dens  diese 
Werthe  sUtnintlieli  glcidi  Null  werden.  Wir  lialti'u  dann  statt 
des  SysteniB  (6*)  das  System  tod  GleicbaDgcn 

* . 

all  mV     9  -  nn     * 

Wö/m»  dir  hfierminmitfi  H  nirht  f}Uieh  Ifiill  ist,  so  fuüssf^i, 
wie  schon  bei  Gclegcuhcit  des  SysJtcuis  (!)*)  heiuerkt  worden, 
ttlic  (Inbekatmicn  x,,  je,,  . .  x^  versehwindtn.  Sobald  die  Dder' 
minantt  Jt  gleich  Null  isi,  und  alle  parircUm  Vefennlnanten  des 
fn  —  I)  tcn,  («  — l)  fcn  Cradts,  .  .  ti.'v  eiwt  [n  —  l  +  1 )  Um  (trade 
rerschteindett,  jedoch  eine  partirllc  Detenninanie  des  (n^Tjtfin 
Grades  nicht  virftclmindel,  so  sind  die  Bedingungen,  welcJie  sich 
am  (&)  für  die  dmt  Funrtionm  /",,  /",, .  ,  f^ht'isale(jfindet\  Wertlte 
mjehen.  durch  dir  Wtrfhe  Xtdl  ititttirr  rrfullt,  uml  daher  ist  sfefs 
eine  Äuflömtny  möffltch.  Man  crhiilt  fn-ner,  sobald  die  mit  K  bc- 
seiehnete  jiartieiii'  Determinante  de»  {n—i)tcii  (irade»  nicht  gleich 
NftU  ist,  eine  An/liisitnf;,  In  welcher  alle  varfuindeneti  Au/lösungcn 
enthalten  sind,  daditnU^  tlass  man  die  Grösuim  x^,  ,  ,  ,  ^b-;*?  t  ■  ■  ■*■ 
tmheidimmi  lm.tt  tmd  die  Grössen  af^,  x,, ..  .jc„^i  mit  Hülfe  von  diesen 
aHsdrückt.  Ks  8cia:„ciiicvondenOriisRenÄ',,i„..*,^,,  welche  durch 

das  eülwiekcltc  Verfahren  htijstiinmt  werden  »oll,  so  sind  die  (ilei- 
ehungeii  (2*),  naehdem  r,  —  0,  r^  =0,  ,  .  r,  -=0  gcKetr.t  worden 

ist,  mit  deu  aipgeaitssi'ncn  adjungirten  Elementen  des  Schema« 
(1)  zu  nialti[ilic'iren  und  hierauf  zu  flddlren.  Dabei  erscheint 
auf  der  linken  Seite  ak  Factor  von  a„  die  Determinaute  K  des 
Schemas  (I),  und  auf  der  re*:htcn  Seite  treleii  als  Fjittoreii  der 
GrUsaen  ^,_,^^■^t  •  •  ■  ^^  beKtimmtc  partielle  Determinanten  des 
(»  — i)ten  Grades  auf,  die  wir  der  Kürze  lialher  lieziebungs- 
weise  mit  Ä^  ,,,  , .  .a''  bezeichnen.  Dcfnnach  wird  die  voH- 
stanäiffe  Ättflöstmg  des  Systems  (U)  durch  die  Glctchungat 


1 


dargesieJU. 

Wenn   sich   bei   vert>cliwiiidpiideni  li  untei'  deu  partiellea^ 
Detcniiinanlcn  des  f»  — ^ten   Oiades   wonij^^stens  eine  befindet, 
die  niclit  gleich   Null   ist,  and  .  venu  wieder  die  Dcterminant 
K  des  Schemas  (1)  nicht  gleich  '.all  ist,    so    Isl  jetzt  die  Zal 
l^^i,    und  die  Determinante  AT  wird    zu  dem  adjungirtcn  EU 
mcntcJ?^^.    GL-tdizeitig   gehen    die  rechten  Seileo   der  Ölet* 

cbuugcD    (15)   in   die   aus    den    Factnren    A'^  ,  ...  -fi^*"'  on< 
der  Grösse  x^   gebildeten    Productc  llher.    Es   hetttimmen   sieb 

aUo    in    dieHfm    Folie    die   Verh)iltni8ise   der   (n  —  I)    Grt^sscD 

3:,,  z^, . . .  Xn—i  itu  der  Grösse  x„  .    Fcrucr  zeigt  eine   elnlnch 

Ucbertegung,  dasä  die  partiellen  Dcteiuiinanten  dea  (n  —  l)  to 


.rW 


-i— 1) 


K         rcspcctivc    mit   den    adjangirten    Ele- 


B      ,  zusaniTncnfRlIen.    Demnaeb  erbiili 


i'.- 


Grade?  Ä 

n 

menlen  B  ,  ,   B  .. 

mnn  die  VerbSltnisse  der  Grt^ssen  x^  x,, . . .  x„   durch  die  a 

(15)  entsteht-nden  .Uleichungon 

(16)  B    x,^B  ,x  ,   B    x^=B   X  ,...B    x    ,^B 

^      '  »Hl  Hin'  a«3  aS«*  ■>     M— 1  a. 

Ons  System    von  Oleichungeu    (U)  wird    offenbar  erruill. 
indem  man  statt  x„  x,,...x„    re-Rpectivc   die    adjungirten  Ele-, 

nientc    irgend  einer    Horixontalri^ihe,  jedes   mit  dcnmelben  u 
hcstimmten  Factor  »  multiplieirt,  substituirt 

(17)  ß^,s,   B^^8, .  . ,  B^^s. 

Denn  hei  der  Substitution  wird  die  linke  Seite  der  iten  Gleichiii: 
(6)  des  §  74  gleich  Hs,  mithin  gh'ich  Null.  weilÄ^O  ist.  and 
die  linken  Seiten  aller  Übrigen  Gleichungen  werden  we^en  der 
Gleichung  (7)  desselben  ^  Uberliaiipt  gleich  Null.  Die  Ausdrtli-ke 
(17)  bilden  alsu  eine  AullOsung  des  SysteniB  (U);  da  nnu^cik 
Auflösung  in  (16)  enthalten  sein  muss,  und  da  eine  beliebig  ge- 
gegebene Auttüsiing  mit  der  aus  den  Gleichungen  (16)  herror- 


1 


1 


gebeudeu  Auflösung  xiiRammeiifällt.Äohald  die  respectiven  Wertbe 
von  z,  zusanimcut'allcn,  so  zieht  die  Üldcliuug  x^^^^^,  0  die 
Gleichungen 


(18)     x,=  -^^=B^s,x,= 


-S-,*. 


=  B^8,. 


5..^.*. 


^».-  .^ 


nacli  »ich.  Die  Verhilltiiisae  der  GrHsBCii  j,,  a:,,  .  .  .  a:„  werden 
deshalb  durch  die  Verhältnisse  von  den  adJDngirteii  ElemenCeti 
-^iii  ^ir  ■  ■ '  ^i»  *^^'  beiiebig  gewählten  Ate«  Horizimtol reihe 
dargestellt,  wofeni  diese  adjmigirten  Elemente  niulit  Hümmtlich 
gleicli  Kuli  Bind,  Mitbin  stehen  bei  einer  versebwindeiiideii  De- 
terminante H  die  zu  versehicdeneu  Horizontal  reiben  gebärenden 
adjuDgirten  Elemente  unter  einander  in  denselben  Verhältnissen. 


. 


I  70,    Traoiformatlon  «In«!  Syitems  von   »  Ftinotloneii  daa 

•raten  OradM  mit  »  Tarlal^eln   duroh    eine   BabstltaUoB  daa 

•ratan  Ch'adaa.    MoItlpUoatlonaaatx  dar  Datarminanten. 

Wir  sind  jetzt  im  Stande,  die  in  §  70  aufgeworfene  Frage 
vollständig  zu  beantworten,  ob  bei  einem  vorgelegten,  dort  mit 
(4)  bezeichneten  Sj-stem  von  Gleichungen 


*.  =  ^.*', +^,^,  +  --  +  ^.<. 
wenn  lUr  die  OrOsaen  x,,  «„...«,  bestimmte  Wei-the  vorge- 
Bchricbcn  werden. solche Wttrthear',,  3;',, .  ..a^'^existiren,  die  dem 
SyHteni  von  Gleichungen  genUgen,  und^  fiills  es  solche  Werthe 
giebt,  wie  dicselhen  gof[inden  werden  krmnen.  Es  zeigt  nitb  durch 
die  in  den  letzten  §§  gelehrte  Untersuchnng,  dnüis  e»  vor  iillen 
Dingen  daranf  Ankommt,  ob  die  Determinante  de»  Systems  von 
Coeffieienten,  welche  mit  S  bezeiehiiet  werden  möge,  einen  von 
Null  verschiedenen  Werth  oder  den  Weith  Null  hat.  Wofern 
die  Determinante  S  nicht  verschwindet,  so  gehört  zu  jedem 
System  von  Werthen  x„  x„  .  .  .  x^  ein  einziges  System  von 
Werthen  x\,  x\, .  .x\.    Dasselbe  winl  nach  der  Vorschrifl  der 


Siil>etitaUoD  dei  «riten  Oradflt. 
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Oleicliutig  (10)  des  g  74,  indem  C  ,da»  mit  dem  Elemcut  e^^ 
correspondirendo     adjnngirte    Elciucnt    au8   dem   Schema  der 

Coeflicieuteu 
(2J 


'II    *w 


"1- 


tedestet,  durch  die  Oluichiuig 


(3) 


anggedrUckt,  in  welcher  g  succeRsive  gleich  df n  Zahlen  1,  2,  3, .  .m 
7.U  setzen  iat.     Wenn    lUfregen    die  Detenniiiftnte  .S  gleich  Null 
ist,  >io  lehrt  der  vorhergchemle  g,  dass  die  Wertbe  x,,  :r,,...3;. 
Biet«  eine  oder  mehrere  Redin^uii^en  zu  erfllllen  h&bon,  damitj 
es  Uberhaapt  entiiprcchende  Werthe  r',,  x*,.  .  .  .  x',   gebe,  und 
dass,  wenn  diese  Bedingiiugeu  herriedtgl  sind,  in  der  ßestimmmig-J 
der  Werthe  .r',.  x\  .  .  .  x\,  eine  gewisse  Willkür  bleibt.    SoU] 
also  £v  jedet»  System  von  Werthen  x„  x,,  .  .  .  x,  «n  Mmi  »urj 
ei»  System  tun  Werthen  x\y  x\,  .  .  .  x",    tjehiiren,  so  ist  es  ftoHfi 
wendig  %tnd  hinreichend,  dass  die  Defemtinanfe  S  nicht  gleich  NuTll 
RKi  und  dnun  werden    diu   Werthe  x'     durch    dif    tileiehung    (3)j 
ansgedriicM.  '] 

An  der  rrwHhnlen  Steife  des  g  70  i^t   bemerkt,   dass  die 
iu    Rede   »tcticndeii     hoiuop^hL'n    AiisJrUckc    der    n  Variabein 
ar„  .  .  .  X,  dnrch  die  «  Variahelii  x\,  x\,  .  .  i',  als  tine  Substi- 
tution benutzt  werden,  vermittelst  deren  eine  ganzt;  homogene  Fnnc-j 
tion  oder  mehrere  -/.iisaniinengt-hilrifje  gan7.c  homogene  Fuuotiuuen' 
der  M  Variabein  ^,,  x^,  .  .  :r^    in  eine   ganze   honmgene  Funo-| 
tion  oder  in  entfipreidiende  f;&n7A'  homogene  Fimrtionen  der  n  Va> 
riabeln  x',,  as',, . .  z"^    iruiifformiri    werden.     Indem     man    hier 
verlangt,  nad  zwar  gemliieht  dies  dureligehumls,  das«  ebt:nsii, 
wie  211  jedem  System  von   Wertheu  x\.  .  .  x',  ein  vullkommei 
bestimmtes   Syt^tem    von    Werthen    x,,  x»,  .  .  flc«    gehört,   aool 
nmgekebrt  zu  jedem  System    von    Wertben   x,,  x^,  .  .  .  x.   eil 
vollkommen  bestimmten  System  vnn  Werthen  x'„  x'^,  .  .  x',  g^.] 
hürc,  80  fol^  daraus  mit  Nothwendigkeit,  daas  die  Detenninsnle-| 


876. 


Sabstiluttoa  Ae«  ersteo  Grades. 


8,  welche  alsdann   die  Deturminanie   der   Substiiutiim    genannt 
wird,  nicht  verschwinden  darf. 

Durch  eine  Suhslilution  der  bczcichiieteu  Art  kauu  auch 
ein  System  von  n  gatisen  hamogenen  Fmtctianm  IranKforniirt 
werden,  .rf*c  sätHniiUrM  selbst  von  dem  erstm  Grade  sind.  Wir 
stellen  ein  SyKtem  solcher  Fiuictionen  in  der  seit  dem  g  73  ge- 
brauchten Weise  so  dar 


(4) 


und  wcndeu  die  .Sub^ititutidii  (1)  au. 

Zufolge  einer  in  §  70  gemachten  allgemeinen  Bemerkung 
bleibt  der  Grad  der  durrh  die  Substitution  (1)  Iraiisfnrniirteii  ho- 
mogenen Functionen  ungcilndert;  mitbin  geht  gegenwärtig  jede 
der  Fuuctiunen  fx,f-,..-f„  wieder  In  eine  gttuKC  homogene 
Function  des  ersten  Grades  von  den  «  Variabein  r',,  x\^ . .  x'„ 
ober,  llni  das  Krgebniss  der  aoazufllbn'ndcn  Substitutionen  be- 
qnenier  dar/nisUdlen,  kann  man  sowohl  die  Gleichungen  (4)  wie 
aueh  die  Gleiehiingeii  (l)  durch  Anwendung  von  Summenzeiehen 
nusdrllckcii.  In  jeder  der  Gleiebungen  (4)  durchläufl  der  zweite 
Zeiger  der  Coefficient^^n,  mit  di^n  Variabein  a:,,  z,,  .  . .  Jt „  corre- 
spondircnd.  die  Reibe  der  Zahlen  1,  3,  'i,..n,  während  der 
erste  Zeiger  der  f'oefH^Menten  sich  nach  dem  Zeiger  der  Func- 
tion riiihtet.  Wenn  diiber  A  öuccessive  die  natUrlK-hen  Zahlen 
von  1  bi«  n  bedeutet,  so  i»t  /",  gleich  der  Summe  der  n  Gliöder 
^u^i.'  fi  gleieh  der  Summe  der  m  Gliedi^r  ''j^^^.  u.  a.  f.  Die 
volttililndige  Hezcicbuung  hieflir  imt  die»e 

(5)       /;-]|\*i,/;=|'Mi.  •  •/:=*|/«.^i; 

aobald  inde.aticn  die  Ausdehnung  der  Snramatton,  das  hetast.  die 
Aniidebuung  des  Systems  von  Zahlen,  welcbc!i  der  Buchi^tabe 
der  Sunimation  l  duri<blaufen  («oll,  »ich  immer  gleich  bleibt, 
worden  liitiißg  die  Grenzen  der  Summattnn,  die  hier  gleich  1 
und  n  Bind,  fortgelasricn,  und  nuin  nntirt  norden  Buehstalicn 
der  Summi^tion  X.  Die  n  Gleichungen  (b)  lasseu  sieb,  Indem 
man  fllr  den  Zeiger  der  Functionen  f\j  f^,  ■  •  -fn  *  der  den  ersten 
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Solwtiliitioa  des  enie/b  Ondet. 


8W. 


Zeiger  der  Coelficieiiteii  von  ileii  Variabein  x,,  x„  .  .  «,  be- 
stimmt, t'iucn  Buclistaheii  »  cinnibrt.  durch  die  eine  GleicliUDg 
repräseiitireu 

(6)  f.  =  ^,K,^v 

In  ganz  derselben  Weise  werden  die  n  Gleichnngen  (I), 
sobald  wieder  ).  und  fi  beliebige  Zeiger  ans  i!cr  Keihe  der 
Zaiilen  von  l  bi«  n  bedeuten,  diirel  die  loigeuilc  Clciuliung  ver- 
treten, in  vrelclier  /t  der  Bucbntaiie  der  Huinniation  int 

Die  TrauHformatioti  der  n  Functionen  /),  erfolgt  dadarcb, 
d&ss  iu  (6)  die  Variabelu  x-  dnnli  die  aus  (7)  gcnommeneD 
Ausdrücke  ersetzt  werdeu,  und  es  entstehen  die  Ausdrtlcke 

Wenn  die  Coefficieuten,  mit  welchen  in  der  vorliegenden 
Darstellung  der  w  Functionen  f^  die  Vartabeln  x'  behaftet  sind, 
respeciive  mit  e      notJrt  werden,  so  dass 


(9) 


fa—~»^u„^i, 


ist,  äo  Hetzen    sieb   diese  »'  Coeflicienteu  r.     aus  den  «'  Ele- 
menten /j_,    und    den   »"   Elciueutcn   c-.._    folgender  müssen    za- 


al 


und    den   k"   Elementen   c^^ 


sammen 

Km 


«uu^^iKi^ 


tt/t 


i» 


=*«i  %  +  ''«2  S  "*■  ■  •  "*"  *"  ^-f- 


Eine  Gegcullbcr^tcllung  des  Schemas  der  Elemente  b^ 
das  in  §  74  mit  (I)  bezeiphoet  ist,  und  des  .Schemas  der  Ele- 
mente Cj^,  das  aieh  oben  in  (2)  befindet, 

(11)  «11  ci,  ■  -  -  "im  «-i«  !.„..■.  v,. 


6,1  fc„  . 

■•K 

*^n  ^it 

*«*H     • 

•■K 

^\  ^tt 

. 

,    , 

. 

&M&-     . 

••K. 

C-iCrt 

lehrt,  dass  das  Eifiinmt  c^^^  erhalten  wh-d,   indeni  man  die  olF 
lloriM<mt4ilrci}^.  des  ersten  mit  der  tden   yertikaireüu-  des  ffweUm 
vcrhinäety  imrner  die  mcei  ^leic/isieiUge»  Kiemente  muUipUcirt  tmJ 
mm  den  n  Produden  dw  Summe  nimmt. 

Wir  werden  jictxt  die  Determinante  E  des  Schemas 
Elemente  £  „  untersuclien 


und  dadurcb  zu  dem  Beweii»;  de»  Satze»  gelnag^n,  das»  die 
DetemtinaHir  /:'  gleich  ifmi  Produr-t  ist,  dax  aus  der  Determinante 
R  der  m'  I^'lcmetUe  6^^  und  der  Determinante  S  der  n*  Ele- 
ntetäe  c^     erhalten  tcird. 

Vermöge  der  in  g  74   gegebenen  Regel   ist  die  Determi- 
nante £  gleich  einer  Summe  von  CJlicdcm 
(13)  2'. d e.     e^_.   .  .  .  e. 


d 


Hn    "ih,  %» 


o^. 


WO  die  Zeiger  /(„  .«„  -  •  -  /',  uaeb  ciimttdcr  alle  PerrnntnlioneD 
der  Zableu  1,  2,  .  .  .  n  durcblaul'en ,  und  wo  ilas  Zeichen 
^i...<^..u  glßict*  der  positiven  oder  der  negativen  Einheit  ist, 
je  nacbdem  die  betrefFeade  Perniutation  zu  der  ersten  oder  der 
zweiten  von  den  defiuirtcn  beiden  ClsKsen  geb<'>rt.  Man  hat 
jetzt  jede  der  in  einem  bestinimten  Prnduet  vorkommenden 
Grössen  e,^,^  g^^^  .  .  e^^  dorch  den  von  der  Gleichung  flO)  her- 
rührenden An^iclrnck  zn  ersetzen.  Da  die  einzelnen  Auitdrllcke 
mit  cinamicr  zn  niultipliciren  sind,  so  verlangt  die  DentÜchkeit, 
das»  lllr  die  yurumatioiishuehstabeu  von  einander  verschiedene 
Zeichen  ^,,A„.  .  i.„  genommen  werden.  Man  bildet  demnach 
die  Gleichungen 


■/-. 


=  i-,. » 


«■). 


'1  i>  ' 


jeder    der   Zeiger    l„  il,.  .  .  .  K    unabhängig  von  dem  an- 
die  game  Iteihe  der  Zahlen  1,  2,  3,  .  .  h  durcWiuft.     Bei 
'4er  Ausl"ührung   de»  Product«  e,,^    e,     ...  e       ist  jeder   Snm- 

mand  aus  dem  ersten  Ausdrucke  mit  jedem  Suimunndcn  ans 
dem  zweiten,  dritten,  bis  »ten  Ausdrucke  zu  mnltiplic.iren,  und 
von  allen   Eiuzelproducten  die  Smumc  zu  nehmen.     Dieae  Ge- 


fuiuiiutäuiuue,  mit  dem  Factor  6 


^'C  f<l 


multiiilitiirt,    ist   als 
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MiiUiiilinMttoaBSfttc  der  Detvnninanten. 


&7Ö. 


Ansdrnok  des  Frodoct«  rf  „  „  e,„  •  •  «„  i"  die  Formel  (13) 
einzuselxen.  Statt  ticsscu  wUlilcu  wir  ein  hcfttiuiinlfs  i,,  ein  be- 
Btimnitc»  l,,  u.  s.  f.  bis  l,,  bildeu  das  Einzctpruduct 


(16) 


ij, 


^i,;-,    *7i,    «i,M, 


'•i. 


Dnd  subBtituireD  nacli  einander  alle  vorhandenen  Einzelprodncte, 

mit  dem    Factor  iT,  ,        „    uiultipHcirt,  iti  üie  Formel  (13). 

Uic  .Substiiutiüu  des  Einzelproduclä  (15),  mit  dcm^Facior 
^»  «      u    moltiplicin,  in  den  Ausdruck  (la)  liefert  die  Summe 

(18J       -...^...^,  ^,...^.  ...M„  ^i.  <=-'.,^.  ■  •  *•>.  V.- 
Wenn  wir  jctit  den   Wcrtb    dieser  (Samine.    in   weleber 
A,,  Aj,   .  .  l^    di«  auegewJililten    bestimmten    Wertbc   bedenten,  J 
ermitteln,  hierauf  Itlr  die  i>3nimtlicheQ  Verltiuduiigen  von  Wertben  ^^ 
der  A,,  ^,,  .  .  .  i^,   dasselbe  tbnn,  und  dann  alle  diese  Summen 
addiren,  so  erhalten  wir  die  gesuchte  Determinante  J?. 

Allein   die  Summe  (16)   ist  gleich  der,   mit  dem  Producte 


fc  .    multiplicirten  Summe 


Die  letztfire  geht  aus  der  Stimme 


\f^.  \)^, 


■  e 


\i^' 


V 


fu/H- 


l'I.^». 


''if.  ^»f. 


»f. 


(17) 

(18) 

hervor,  Dobald  statt  der  ersten  Zeiger  1,  %  ü, . .  .n  beziehunge- 
weiBe  die  Zeiger  l„  l^,  .  .  .  X,  gesetzt  werden;  sie  fällt  da- 
her auf  Grund  der  gegebeneu  Definition  mit  der  De^miinantA 
eines  ächcmas  zu»ammcu,  das  aus  dem  obigen  Schema  (2)  ent- 
steht, indem  die  einzelnen  UnrizoDtalreihen  statt  der '  Zeiger 
1,  2,  3,  .  .  n  röspeetive  die  Zeiger  l„  i„  .  .  .  l^  erhalten. 
Nach  dem  Satze  (3)  des  g  74  versehwinden  aber  die  Determi- 
D»nteD.  bei  deren  Schema  irgend  zwei  Horizontaircibcn  tiber- 
einstimmen; es  verschmnden  daher  gegenwärtig  alle  Determi- 
ndnien,  bei  dertea  noter  den  Zeigern  il,,  l^,  .  .  l^  irgend 
muri  einander  gleich  sind.  FoI^Ucb  hat  die  Summe  (L7)  nur 
dann  eiijen  von  Null  versfluedenen  Werth,  wenn  die  Z^ger 
Ä,,  A,,  .  .  }.„  aUe  von  tinander  verschieden  sind.  Unter  dieser 
Biadingung  repräsentircu  dieselben  eine  Permidation  der  Zeiger 
1,  2,  ...  n.  Fcrucr  sagt  uns  das  (-»rollar  dee  Satzes  (2)  ia 
§  74,  dasf!  die  Deterniinanto  nines  Schemas,  bei  dem  die  Hori- 
zoDtalreiboD  eine  bei^tiuHiite  Pcrmutatiou  erfahren  haben,  gleich 


1 


UulliplicRtiQii«»iilz  iler  D«t«rmiaapt«n. 

der  Determinanlf  des  uoprüngliclieii  Scljema»  oder  gleich  dem 
«tttgegengesetzlcn  Wcrthc  i»t.  je  nachdem  die  aogewendele  Per- 
nintation  zu  der  ersten  oder  der  zweiten  ClasHe  gehört  Die 
Sitmine  (17)  wird  deshalb  gleicb  der  Determinante  S  oder  gleich 
—  jS,  je  nachdem  die  I'cniiutatinu  A,,  >.,,  .  .  .  A,  zu  der  eraten 
oder  zweiteo  Classe  gehört,  und  dieso  liest  im  niting  kann  vermöge 
der  tlir  ö_  ^       „    jiufges'tellten  Definition  dorch  das  Zeichen 

ausgedrückt  werden. 

Wir  mllswu  jetxt  die  Wertbe  der  Summe  HC)  addiren,  die 
allen  mügliehen  Verbindungen  l^,  /j, .  . .  /.  entsprechen.  Die 
Samme  (16)  iat  da»  Product  von  6,^_  &,,  ■  ■  ■  Ki  ^°  ^'^  Summe 
(17);  von  dieser  sahen  wir  aber,  d:u»8  sie,  wenn  die  Zeiger 
X,,  X,, . .  X„  nicht  sämnulicli  von  einander  ditferiren,  Ter8ehwindet, 
Dod,  wenn  die  Zeiger  A,,  l^,...  A„  eine  l'ermutation  der  Zeiger 
1,  2,  .  .  .  n  darstellen,  durch  (li')  ausgedrückt  wird.  Die  zu 
bildende  Determinante  E  ist  daher  gleich  der  llbor  alle  Permti- 
talionen  der  Zeiger  1,  '2,  .  ..n  zu  nohmenden  Samme 
C20J        -       i^,.^.    ,_^\^.,,^K,^    b,^..K,^S. 

Hier  haben  wir  da«  l^odnct  der  Determinante  S  in  eine 
Samme,  welche  nichts  anderes  ist  als  die  Determinante  fl  der 
n*  Elemente  h^^     Daher  gilt  die  Gleichung 
(21)  E^^R.S, 

welche-  zu  bcweiBen  war. 

Bei  diesem  Anla:«»  kann  crwilhnt  werden,  das»  die  Deter- 
mimiiite  einen  SchemaH,  bei  dem  die  ersten  and  die  zweiten 
Zeiger  re8i>eptive  die  durch  a  und  ß  angedeuteten  Reihen  vou 
Zahlen  durchlaufen,  nicht  nur  durch  da«  in  (J)  des  §7*1  ange- 
gebene Zeichen  äunderu  auch  durch  das  zwischen  äwei  verti- 
kale Striche  gCBtellte  allgemeine  Element  ausgedrückt  wird. 
Aul'  die^c  Weise  hat  man 


'V 


(22)    ■ 

nod  der  so  eben  bewiesene  MultipUcatmissaU  der  Determinan- 
ten nimmt  die  Gestalt  an 


=   6 


(23) 

Ftlr  die  Benutzung  desselben   i«t  es  weeeDtlioh  za  bemerkeuj 


«/t\ 


% 


■'• 


9,  wenn  in«n  in  flem  Scheroa  der  Ä^,  die  Tlorieontalreihen 
mit  (IcD  Vcrtiknlrt'ihcn  veitaiiKclil.  ferner,  wenn  man  in  dem 
Schema  tler  c^,^  die  Horizontalieibea  mit  den  V'crtikalreihen  ver- 
taaecht,  bwbi-  die  Orüssen  e^„  eine  andere  Bedeutang  annehmen, 
indeKseu  die  Üeteruiinanten  der  botreffenden  vier  Schemata  dere, 
einen  unil  dcnBclIifii  Wcrth  haben. 

Üic  Determinante  A"  gehurt  in  Bolern  zu  den  Functionen  Z^,^^. 
als  diese  durch  die  in  (9)  enthaltenen  üleicbungen  uU  Functtoi^H 
nen    der  Variabein  x'    dargestellt   werden.    Nach    dem    früher  ^^ 
hewiesenen  und    mehrfach  erwähnten  Satze  sind  die  /"„   unab- 
hängige FuncliorK'H  der  *'  ,  je  nachdem  IC  von  Null  vcraehiedcii 
oder  gleich  Null  ist;  ebenso  sind  die  f„  unabhängige  FunctioDen       ' 
der  x„  je  nachdem  die  Determinante  R  der  b^^  von  Null  ver- 
schieden oder  gleich  Null  ist,  und  die  x,,  nnahhSngigc  Functio- 
nen der  x'^^,  je  nachdem  die  Determinante  S  des  c^^  von  Nnll 
verschieden  oder   gleich  Null  ist.    Nnn  verschwindet  das  Pro-' 
dtict  E^=R.S  niemals,  ansscr  wenn  einer  seiner  beiden  Faeto- 
ren  li  oder  S  gleich  Null  ist.     Daher  besteht  der  Satz: 

Die  Functionen  /*,,  f^ind  dann  and  nur  dann  unabhängige 
FuncHotmi  der  Vnriuhcln  x'  ,    tvenn  soiwM   4ie  f^  mtabhängigfi] 
Fundionen  der   Variabein  x^  tvie  auch  die  x^  unabhängige  Fune- 
iionen  der  Variabein  jf'    sind. 


%  77.    ElKsuBohaften  dar  adjang'lrt«n  Element«  ein«! 
K*g;eb*ii«u  System!  von  Elementen. 

Eine  merkwürdige  Anwendung  des  Multiplicationssalcei 
der  Determinanten  ergicbt  sich,  wenn  man  da*  erste  der  zO< 
comhinirondcD  Schemata  Luihest^hrUnkt  lässt,  da>t  zweite  Schein« 
dagegen  aus  den  adjungirten  Elementen  des  ersten  Schemas 
bildet  StAtt  der  beiden  in  (11)  des  vorigen  §  angefllhrten  Sche- 
mata nehme  mau  also  die  Schemata 


»u'n-*,. 

*..'«•»,. 

. 

•           •            ■           • 

«1     «a          HU 

S.^n 


B.    B.   .    B 
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Adjungirto  Elomonle  «Inn  Sretems. 
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nnd  bilde  vermöge  der  dortigen  Gleichung  (10)  die  zu^ehffrigcn 
Elemente  e    .    AUdanii  koiiiiiit 

(2)  %  =  6„,  ^,,+  t.,  -ö,,  +  ..  +  6„,  Ä^., 

uoddieGruiideigenscliat'ien  der  adjuntjirten  Elemente  greifen  eio. 
Üie  recbte  SeiUs  wird  zufolge  der  Gleichung  (G)  des  §  74  gleich 
der  Determinante  7^,  «nlmld  derZeiffcr  a  imd  der  Zeiger  ,1/ ein- 
audcr  gleich  «iiiel,  dagegen  wegen  der  dortigeu  Gleichung  1,7) 
gleich  Nhü,  sobald  die  Zeiger  n  und  /i  von  einander  differiren. 
Da»  Schemu  der  e      verwandelt  »ich  deghalb.  in  das  folgende 

(3) 


R    0    0 

0     0 

0    R    0 

0    0 

0     0    J{ 

0    0 

0     0    0    0    R 

and  die  Determinante  der  e  geht  in  das  einzige  Glied  Über, 
welches  nicht  den  Wcrtli  Null  Imt  und  durch  die  Multi|>licatiou 
der  Glieder  aus  der  absteigend  von  link«  nncli  rechts  gchenJfen 
Diagonale  erhalten  wird.  Die  Determinante  h'  wird  also  gleich 
der  »ten  Potenz  der  Determiiiflnlc  R,  mithin  erzeugt  der  Miilti- 
plicationssatÄ  J5=R..5  die  Gleichung  ^"=7?.«.  Die  Deter 
minante  S  des  SysteroB  der  adjungirten  Elemente  i«t  deshalb, 
wenn  R  von  Null  verschieden  ist,  gleich  der  («—  I)ten  Potenz 

der  Determinante  R.  Da  die  Gleichung  5  =  72""'  für  alle  be- 
Uehigeti  Scitetttata  tjÜt,  bei  tienen  die  Determinante  R  nickt  gleich 
Null  ift,  uo  gilt  sie  vemiUge  des  Satzes,  welcher  in  §  58  be- 
wiesen und  io  §  70  aul»  neue  hcrvorgchobeu  i-^t.  in  der  Weise, 
dase,  wenn  die  linke   und  die  rechte  Seite  nach  den  Potenzen 

nnd   den  Producten    der   Potenzen  der  Elemente  h  ,  entwickelt 

"1* 

werden,  die  zugeordneten  ('oellicienten  einander  gleich  sein 
inllKfteD,  sie  hcüteht  also  in  votier  Allgmu-tnheity  und  wir  dllrfen 
das  Resultat  anssprechcn: 

Die  mts  den  adjungirten  Elcmmten  eines  f/egebene»  Schemas 
von  n'*  Elementen  gebildete  DetermiHnnte  ist  glfirli  der  (n — \)ten 
PotcfiB  der  Determinante  des  f/egehcnt^  Srhetmis. 

Es  kann  jetzt  leicht  erkannt  werden,  welche  Verbindungen 
der  Elemente  eines  gegebenen  ScbemaH  entstehen,  wenn  von 
den  adjungirten  Elementen  deaselben  abermals  die  adjDugirten 


«48 


A(ljuDf[irte  Klemeot«  eines  S;«tetDii. 


ElemeDto  gebildet  werden.  Die  adjtin^irtcQ  Elemente  de»  Schema»] 


£„   B„...  U,, 


Ä  .  Ä 


'J  u 


58. 


»erden, 


dai%  das  neue  adjan^irte  Ele- 


,  und  diesem  mit  dem  Element  Ä^^ 


genftTint 
ment  ^^^  mit  dem  Kleiuent  B, 
des  tußprtltiglicleTi  SeheniaB  correHpondirt.  Wofern  nun  die 
Determiiiantc  R  nicht  pleioli  Nnll  ist,  flo  stellt  die  (ileichnng(9) 
des  15  74 

die  volUtiindig  beslimmteu  Wcrllie  x„  x„..z,  dar,  welclio  für 
beliebig  gewÄldle  Werthe  r„  r„..%  das  System  von  Gleichun- 
gen (2)  in  §  l'i  befriedigen,  das  darcb  die  Glcichang 
(ft)  ft„,  jr,  +  //„,  -f,  +  . .  +  ^,  ^.  =  r„ 

rcpräi^eiitirt  wird.  Miiii  kimn  jetzt  die  io  (4)  enthaltenen  n  Glei- 
chungen nach  den  w  Grössen  r,,  r^y...r^  auflösen,  da  die  De- 

tcnninautederCoefficienlenjÖ^^  gleich  JR"''  ist  und,  weil  Ä  vott| 
Null  versohieden  sein  soll,  nii'bt  verfie.hwindot.     Piirch  Mullipli 
eation  der  Gli^itdiung  (4)   mit    dein    neuen  adjuugirtcn  Elciuuul 
^„,  und  eine  auf  den  Bucbtitabcn  v  beztlgliebo  Sunnnation  eut* 
steht  rttr  die  Grösse  r^  die  unzweifelhafte  Bestimmang 

(6)  ä""'  r„  -  ß  (S}„ ,  a^,  +  ». ,  X,  +  .  .  +  »„.  x> 

Man  darf  sich  vorstellen,  das»  die  n  Werthe  r,,  r,,  . . .  r 
vorgebracht  sind,  indem  den  n  Griisaen  x^^,  x^^. . .  x,  beliebige 
Werthe  beigelegt  wurden.  Dann  niuss  l\lr  alle  n  Werthe  de« 
Zeigers  a  der  Aiisdrnek  von  r^  ans  (5)  mit  dem  Ausdruck  von 
r^  ans  (0)  '/.usammenthllon,  und  zwar  müssen  nach  dem  vor 
hin  benutzten  Satze  die  C'oeffieientcn  der  einzelnen  Variabc 
x„  J:„  . .  .  -r«  in  den  betreffenden  Darstellungen  heziehungsweisej 
einander  gleich  sein.  So  ergiebl  sich  tUr  jedes  Paar  von  Zeigera 
a  und  ß  die  Gleichung 

(?) 

Auch  diese  Gleichung  ist,  wie  vorhin  die  Bestimmung  der 
Determinante  der  B^,  nnter  der  Vorausseuuug  abgeleitet,  da» 


K.=  ^i^'K,- 


&77. 


Adjufigirle  KlemCnte  aines  Sytlema. 
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dio  Detenninaote  R  uicbt  gleich  Null  sei;  da  die  Gleiubong 
aber  für  aUe  mi/glic/ieni^y sieiuti  i,^,  gelleu  mu88,  deren  Dct^mn- 
Hohie  rtirltt  irr.-tfAiCTw/rf,  8fi  IhI  es  uaeli  dem  s«»  eben  angewen* 
deten  Satze  iiotliwendig,  das»  bei  einer  Entwiekeluog  der  bcidcu 
Seiten  naeh  den  i'otenzen  und  Producten  der  Potenzen  der  Ele- 
mente 6__^  die  eiitsprec-liendi'n  Coet'licienteii  einander  gleich  sind, 
und  deshalb  hat  die  Uleicbiing  (7)  ebenfalls  eine  unbeschränkte 
Gültigkeit.    Sie  lautet  in  Worten  8o:  , 

Wenn  man  zu  den  adjtm/jirten  Elemmtm  irinefi  (jrgehenen 
Schemas  von  n*  J'^lernttUen  ahermals  die  a^ungirtcn  l.'lemetdc  bildet, 
so  ist  jedes  der  f)«uMi  adjuiujirfm  EiemenU  gleich  dem  Froduet 
uus  dem  correspondirenden  Elctnrnt  des  ursprünyUfitcn  Schemas 
und  Otts  der  [n — a)ieti  Potenjs  der  Determinante  de.s  ursprüng- 
lichen Schemas. 

Mit  den  gegenwärtigen  ilulfsniittelu  kann  eine  allgemeine 
Frage  beantwortet  werden,  welche  sich  auf  ein  System  von 
n  GleichuHffen  ersten  Grades  »iiY  n  Ünbekannfen  bvtieJit,  bei  dem 
die  gegebenen  CoefficicnU-n  yanee  ZaMen  sind.  In  dem  System 
(l)  dc8  g  76  Beicn  die  CoetHicicuteu  c^^, .  •  c,,  beliebige  poBiti« 
oder  negative  ganze  Zahlen,  die  aun  densolhen  gebildete  Deler- 
uinaote  S,  welche  dauu  cbenlalls  eine  ganze  Zahl  sein  mustt, 
TOD  Nuil  versvhtedeu.  Dünn  Ibigt  aus  den  in  Rede  steheudeo 
Gleichungen 


^«  =  C.i  ^i+'=.a^»  + 


+  c. 


+  g,,  *, 


die  dort  mit  (3)  bezeichnete  Auflösung 

*  8 

wo  e  nach  einander  gleich  den  Zeigern  1,  2^  3, ...  «  zv  setzen 
ist.  Die  adjiiugirten  Elemente  Cj,, ..  .C„„  werden  aus  den  Ele- 
menten des  gegebenen  .System«  von  roet'fieienten  nur  dnrch  die 
Operationen  den  Addirens,  Suhtrahirens  nntl  Multiplieirens  ab- 
geleitet, and  sind  deshalb,  da  die  lot/.tern  gegenwärtig  ganze 
Zahlen  »etu  »ollen,  cbcnlalls  gan?^  Zahlen.  Die  Coefficienten 
der  ürübsen  x^,  a:,, . . .  x^  in  den  tUr  x',, x\, •■  ■  x\  gel'undenea 


ua 


Ad,iüi)|;iriä  ElAm«iil«  «äutB  SjatentB. 


AoRdrllcken  enUtelien  aus  den  hetrefTenden  ndjiingirtcn  Elemen- 
ten (liiirli  Diviiüion  mit  der  gaiixcii  Zulil  S.  Hieran  knllpfV  mvh 
die  Frage  mich  den  Bedinyitni/ai,  welche  Hotkuenditj  uthI  hin- 
reiciietid  sind,  damit  diese  sämtntiidien  Cof/ficitnUvn  «henfalis  gatue 
Zahlen  werden.  Ihre  jetxt  nt>7.ti leitende  LDsiint;  wird  später  bo-, 
nutzt  worden. 

Wir  nchnteo  au,  das»  die  sünimtlicbon  HrUclie 


8 


ja 


s 


i 


f;ieich  gnnzcu  Zahlen  sied;  werden  dann  die  zu  dem  Schema ^^ 
derselben  adjnngirtc&  Kiemente  gebildet,  so  mdssen  dieee  aQi;^| 
dem  BO  ebeu  erwühuten  fJruuric  ebeniall»  lauter  g-an-^e  Zahlen  ^ 
sein.  Die  in  Heda  Btehenden  Hrlicbe  haben*  den  übereinstim- 
menilen  Nenner  S.  Weil  nun  jedes  7,u  bildende  adjun^rte  Ele*' 
ment  ein  g^anzcr  homogener  Au^dmek  des  (» — 1)ten  Grades  iu' 
Bezuf;  Ulli  die  Kiemeute  ist,  ans  deueu  es  zusammengesetzt  wird, 
HO  wird  jedes  ans  den  erwiilinton  Hrlicben  zu  bildende  adjun- 
girte  Element  gleich  einem  Hruehe,  dessen  Zähler  dfts  aas  den 
Grössen  (7y,  Cjj, ..  .<7^^  zu  bildende  eorrespondircnde  adjnngirtoi 
Element,  und  dessen  Neunor  die  Potenz  tS*  ist.  Das  adjnn- 
girtc  Ktement,  du»  im  Zühler  auftritt,  wird  aber  verraOge  des 
zuletKt  be^viesenen  ÖatÄCs   plftieh    dem  l'roduct  eine«  Elements 

der   Determinante  5.     Folglich 


e.    und  der  fn— 2)t;en    Potenz 


werden  die  /.n  den  Grbssen 


C. 


s 


gehörigen  adjungirteo] 


11 


■  ■_ 
8' 


Elemente  respective  gleich  den  n'  AusdrUeken    »  , 

Unter   der   geltenden  VorAURsetzung   mtlssen   daher  diese  Qno^ 
tienteu  siluiuitliili  gteii-h  gau/.eu  Zahlen  »ein. 

AuH  diesem  Unrntandc  kann  der  Seblnss  gesogen  werden, 
dagg  fllr  die  n*  Zahlen  c...  c„,  . .  .r.  keine  Ton  iler  Einheit 
verRchledene  Zahl  existirt,  welche  in  jede  derselben  aulgebt 
und  <!»»»  tue  Determinante  S  derselben  gleich  der  positiven 
oder  der  negativen  Einheit  sein  muss.  Man  suolie  die  grOsseets] 
Zahl  auf,  welvh< 
selbe  heisse 


§77. 


Adiun^i'^B  Klemente  einn  Systemi. 
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Ferner  werde  die  aua  Ueu  ganxen  Zahlen  c'„,  .  .  c',.  gebildete 
Detenuinaute  uiit  S'  iK'jwicIiDet,  daiiu  ist  die  DoterminuDlc  S 
gleich  dem  Product  der  ganzen  Zahl  ä'  und  der  Jiteu  Potenz  der 
Zahl  f, 

(9)  8^8' r, 

nnd  es  bestehen  die  Gleirhiinger 
(10) 


it 
5" 


It 


•-1» 


13 


s 


s'r 


I— I 


s*r^'    s        ST 

Die  Zahlen  c',„  i^'u,  ■  • '*',„  haben  jetzt  keinen  Tliciler, 
der  ihnen  allen  gemeinsam  ist.  Nun  ist  in  §  37  bewiesen,  das», 
wenn  zwei  ganze  Zahlen  n^  und  »,  keinen  geuieinauinen  Theiter 
haben,  sich  iinniec  zwei  gan^e  Zahlen  p^  nnd  /^  «o  beglimmen 
lassen,  dass  die  Gleichung 

erittllt  wird.  Hievon  uusgchcnd  kann  gezeigt  werden,  dass, 
vrenn  eine  beliebige  Anzahl  von  ganzen  Zahlen  gegeben  ist, 
Pi,  **,,-..  n^,  tllr  die  kein  alten  gemeiuHuiiier  Tlieilcr  exietirt, 
tu  ganze  Zahlen  p,tPtf-P^  &i(^li  ^o  beHtinimen  lassen,  daas  sie 
der  tileiehnng 
(II)  P,n,  +!>,».  +•      +J'«»*— 1 

gcnUgen.  F.b  sei  od  ^3,  dann  muM  <!er  grosseste  gemein}!anie 
Theiler  r  von  den  zwei  Zahlen  »,  und  »,  relative  Priin/ahl  zu 
der  Zahl  ft,  sein.  Man  kann  deshalb  zuerst  zwei  ganze  Zahlen 
p,  und  q  so  bestimmeD,  doas 


wird.    Da  ferner    '  und 

V 


relative  Primzahlen  sind,  su  kann 


niau  zwei  ganze  ZabICD  s^  iiuds^  bestimuien,  welche  die  Gleichung 


«. ». 


g»w,  _ 


befriedigen.     Die  Snbstitntion   in  die  vorige  Gleichung  liefert 
das  Resultat 

Pi  «,  +  9».  «,  +  ffs,  I»,  =  1, 

so  dass  p,  =p,,  p,  =  gs„  p^^V^n  zunehmen  ist,  um  das  ge- 
steckte Ziel  zu  erreichen.  Ks  leuchtet  ciu,  dasä  die  Gleichung  (II), 


860 
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deren  Auflösbarkeit  ltlrw  =  3  IfcgrOodet  tsl,  aucli  ftr  den  nileliät 
griisscren  W(^rtli  von  tu  auflnshar  st^in  muss,  und  das:*  dureU 
die  Wieilerholnng  derselben  ärlilusHwcUc  sieb  ibre  allgemeine 
AtiflöRbarkeit  cigieht. 

Unter  der  geltenden  Vornnssctiniifi;  rauxslen  die  Brüclie  (10) 
ftämmtlicl)  gleich  ganzen  Zahlen  soin.  Wenn  ntau  jetzt  lllr  die 
in  (Ion  Zählern  auftretenden  ZnliU'n  r'..,  c'.  . .  .  c'   ,  fllr  die  kein 

II'         rj'  im' 

allen  gcuiein»amer  Tbeiler  existlrt,  sieb  die  Gleichung  aul'gclUst 
denkt,  welche  der  obigen  Olciulinug  (U)  cnti^priclit,  und  die  »o 
bezeichnet  «ein  mfige 

(12)  Pn   ''u+Py.  ^',.  +--+P.«    '■'..=  >• 

dann    mMus   Aas  Aggregat,  welehes  entstcbt,  indem  die  ganzen 
Zahlen  (10)    respective  mit   den  ganzen  Zahlen  j?j|, /ij^,  ...ji^   i 
multiplicirt  weiden,  selbst  gleieli  einer  ganzen  Zahl  sein.    Das 

mu88  gleich   einer  ganzen  Zahl    sein. 


hciwit,  der  Brncb 


^r' 


Dies  iät  aber  nicht  anders  mOglic-h.  als  indem  sowohl  die  Zahl/* 
gleich  der  Kinlicit,  wie  auch  diu  Zahl  .S"  gleich  der  positiven 
oder  negativen  Einheit    ist.     Ahs  der  VoraiissetjeuHtf ,    da.ts  dU 


Sfimrutliefwn  Brüche 


am 

's" 


ga/tsf.  ZaiJmj  folgt  daher 


II        __13 

S  '    S  '' 

mit  Noihwendiffkeit,  doxs  die  grösaestt  gange  Zahl  f,  die  m  dit 

sänmtilithen  Cotfßdenten  f  ,  r,.  .  .e     aufgeht,  gleieJi  der  Em- 

hfiU  Sf^H  mttss,  und  es  folgt  weiter,  da  aJjtdann  S"  ^  S  wird,  das$ 

die  aus  den  Cot^riaiien  c^^,  e^^,  •'•*■■  ^*  bildende iMermiHanle 

S  gleich    der    positivm    oder    der    negativen   Einheit    sein  mnss. 

Diene    J!nii7igit}igen     sind    notfm endig ,    d-amit    die    sämttdlichen 

C        (J  C 

Coeffkienten     ^' ,    ^.' .  ■  ■  ■  -^-  gleich   gangen   Zahlen   iverden, 

und  aie  sind  eu  gleicfter  Zeit  auch  hinreif^nd^  weil  die  Hrüche 


i 


HB 

s 


dann   keinen  anderen  Nenner  haben  als   di». 


pottitive  oder  negative  Eitdwit   und   ilraliath  gleich  gaaxai  jSahleif] 
sind,    lliemit  ist  die  anfgewnrrene  Frage  vollständig  erledigt 


Romogeoe  Ftetoren  Am  »rvtcn  Oniea. 
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Capitel  V. 

Ganze  honiOKene  Functionen  efneH  beliebig  hoben  Grades 
mit.  zwei  Yariabeln. 

g78.    Zeilegung  d«r  guizen  homogAiiMi  Ftinotlonen  mit  sw«l 
Varliibeln  In  homogene  Faotoren  dei  eraten  Orades. 

Nach  einer  in  §  70  gcnmcbtcn  ßenierkuo^  lässt  sicli  jede 
Fhnetio»  eines  hrliebigeti  Grades  vom  Einer  Veränderlichen 
iäs  homogene  Funrtion  dr^selhr»  Grades  von  swei  Veränderlichen 
8uAaä!^en,  iD  der  die  liinzug^clltgtc  Variable  gteicb  der  Etolieit 
gesetzt  ist,  nnd  jede  gegebene  gauze  boniogene  Function  von 
zwei  Variabein  verwandelt  sich,  induui  die  eine  Variable  gleich 
der  Einlieit  ^e»cHt  wird,  in  eine  l>esti]nnite  Function  ileöselben 
Grades  von  der  uicbt  dctenninirten  andern  Variable.  Aus  die- 
sem (irnnde  Itunnen  gewistte  Kigt>nHcbat)en  der  ganzen  homo- 
genen Kanetinnen  von  zwei  Variabeln  uns  di\n  entspieelienden 
[iEigenseharten  tler  giin/fti  Kiiiielinnftn  von  Kiner  Variable  abge- 
leitet werden.  Eine  homogene  ganze  Function  des  nten  Grades 
von  den  zwei  Vaiiabeln  x  nnd  y  bat  die  allgemeine  Gestalt 

,(l)  f(s,y}  =a^x  +  a,a:""'y  +a.a;"~y -(-  ..  -f  a^_,xi'^  +  a^y\ 
Wo  a„,  df,  ■  ■  «■  von  den  Variabein  x,  y  unabhängige  Coefli- 
cienten  sind.      I,egl  man  der  Variable  y   einen   von    Null  ver- 

Rcbiedenen  Wertb  hei,  ho  kann  die  recht«  Seite  dureb  y"  divJdirt 
und  mit  dieser  Oriii^se  multiplierrt  werden,  wodurch  der  Ans- 
'.drack  entsteht 

[S)  /•(^»)=y-(«„  (J)  +«.  (^-)      +  . . .  +  a„). 

In  der  Klammer  befindet  sieb  hier  eine  allgemeine  ganze 

[Function  der  Grösse    -,  und  zwar  vom  wten  Orade,  wofern  der 

'Coefficient  n,  nicht  gleich  Null  ist,  sonst  aber  von  einem  leicht 
zn   bestimmenden   niedrigem  firadc;    wenn    nämlicb  a„=;0  ist, 
I  die   folgenden  Coeftieienten  a,.  a,,  .  .  zu   untersuchen, 
etwa  auch  verschwinden,   und  wenn  o._,   der  erste  von 


tos  Homogene  Faotoren  de«  enUn  ur«dei.  § 

Null  TerBchiedene  t^neiYirlent  ist,  so  redncirt  sicli  die  KlaDimerj 
auf  die  Function  dos  Aten  Gradea  von  der  Grösse 


.i-i 


{8} 


+  0. 


-i+i 


+  ...  +  o 


Weil  mm  uauli  dem  in  §  67  ausgcsprucUcoea  FuDdamental- 
tlieorem  die  vorliegende  Fnnetion  de«  Aten  Grades  stets  und 
unr  auf  eine  Weise  in  A  Factoren  des  ersten  Grades  in  Bezug 

auf  die  Grösse  ~  zerlegt  werden  kann,  so  existirt  die  mit  be- 

stimmten  Wcrtheo  ^„  |,. . .  |i  gebildete  Darstellung 

Wenn  dieselbe  in  die  reelite  Seite  von  (2)  substituirt  mrd, 
80  lässt  sieb  die  Poteux  y'  in  das  Produet  y"^  y  auflüsen, 
und  jeder  der  k  FacLoren  y  von  y^   mit  jedem   der    Pactoreu 

f,,  .. .    —  I  multipliciren.    Die  Factoren  x—i^tf,  ■*— ?i 

werden  nach  x  und  y  homogen  and  vom  ersten  Grade,  und  diej 

Potenz  y  vertritt  n — l  Factoren,  die  gtcieh  y,  also  von  der- 
BclbcQ  Art  sind.  Auf  diese  Weise  entsteht  die  flir  jede  ganze 
homogene  Fuuetion  f{x^y)  gUltigß  Umfbrniung 

(5)        fiXyV)  =  a^j  (a:—?.  v)(^~  ^t  ff)  ■  ■  (*  —  ?**)/ 

Vermöge  derselben   ist  jttie  ganze,   hornngent.  Futiction 
nien  Graden  von  swei  Variuheln  ffleich  einem  Proäuct  von  n  Fa 
toren,  die  in  Beeng  auf  die  beiden  Variabein  gane^  homogen 
vom   waten    (iradc  ftind.       Wenn    umgekehrt    eine    Zerlegung' 
der  Functioa  f(x,ti)  in  ganze   homogene  Fai^toren    des    ersten 
Grades  nach  x  nnd  y  gegeben    ist,    so    liel<ert_  die    Function 
A'i  y)i   '^1'  einen   von  Null   verschiedenen  Wcrth   von  y  durch 
die  Potenz  y"    dividirt,   eine   Zerlegung  der   ganzen   Function 


m—l 


(7)"-.(^r 


+  a„  in  Factoren  des  ersten  Grades  nueh 


■jT*     Da  die  Zerlegung  der  letztem  aber  nur  anl'  eins   f)^ 


STO. 
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ausgefllhrt  werden  kann,  so  ist  es  nothweiidfg,  dass  die  ge^.- 
Iteuc Zcrleguni;  der  Function  fix,y)  mit  der  in  (ft)  au^gef^lirten 
Zerlegung  Ubercin^liiume  und  die  in  den  beiden  Zerlegungen 
correspondirenden  einzelnen  l^aetoren  durch  Multipllcßtion  mit 
Conetantcn  in  einander  llbergehen. 

Wenn  man  die  boniogcnc  P^nnetion  fix,y)  durch  Anwcn- 
dnng  einer  Sabstitntion  transforniirt,  bei  der  x  und  y  wie  in  (4) 
des  %  70  ganze  bomogene  Fuuctioneu  des  ersten  Grades  der 
neuen  Variabein  x'  und  y'  werden 

(6)  X  =  aar'  +  ^y' 

ond  wo  die  Detenninanfc  ätr  SufisiiMion 

(7)  ad~iiy^^ 

einen  voo  Null  verHcbiedtinen  Wertb  haben  soll,  '  so  geht  jeder 
Factor  des  ersten  Grades  tn  Uezug  anf  x  nnd  p  iii  einen  Factor 
.de8   ernten   Grade»  in  Bezug  auf  .t'  nnd  y'  tlber,    und  ea  wird, 
indem  man  die  hervorgehende  Function  g{x',y')  uenot, 

(8)  fix,y]=gix',if% 

(9)  (^(^'.y')=a_,([a-|,  y)x'  +  {ß-^^^)s% . . 

(ia-^^Y)x'  +  (ß-i,  d)f/)(YX-  +  dyy~\ 

Wir  hpRchränken  jet7.t  die  RctraehtTing  auf  tlip  //ojitp  Ao- 
moffcne  Function  des  sweMen  Grades  vo7i  ztfct  Variahihi.  In  dem 
Ausdruck  (1)  ist  dann  n  gleich  ewei  zn  nebmen,  und  ausMcr- 
dem  ersetzen  wir  a„  durch  a,  a,  durch  2b,  a^  durch  r,  so  daaa 

.der  Ausdruck 

^10)  fix,  y)  =  ax*  +  2bxij  +  cy' 

entsteht.     Die  in  (5)  enthaltene  Zerlegung  der  in  Rede  stehen- 

uden  Function  /"(>, .v)  in  Factoren  des  ersten  (irades  wird,  wenn 

per  Coefficicnt  u  nicht  gleich  Null  ii>t,  die  folgende 
f1 1)  fix,  y)  =  a(x~  i".  y)  (x  -  |,  y) ; 

wenn  dagegen  a  —  0  und  ft  nicht  gleich  Null  ist,  so  lial  man 

(11»)  f(x,y)  =  2b(^T  +2^y)y; 

wofern  aber  n  =  0  und  b  =  0  ist,  kommt 
(II**)  f(x,y)  =  ryy. 

Die  in  (11)  auftretenden  Grüsscn  ^,  und  ^,  sind  die  Wur- 
zeln der  quadratisebcu  Gleichung 

UpMUu,  JUuifia. 


au 


Fanotion  dei  xweitam  Gr^dw  mit  swtt  VamlMln. 
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(12)  of'  +  2*^4-c=0, 

und  babeu  dalier  nach  §  28  die  Ausdrucke 


(13) 


,       —ac  +  6» 


Es  I&sst  sich  jetzt  leiclit  entAclieiden,  unter  welcher  BediD- 
guDg  die  beiden  Faktoren  des  ersten  Grades,  in  welche  die 
FuiictioD  f{x,$)  zerteilt,  wcscutlich  von  cinnndcr  verschieden 
aiud,  das  heisst,  sich  durch  Mi]lti|iiHcatton  mit  einer  Conntantä 
nicht  auf  einander  /,urüt;kfUlirt;n  lawsen,  unil  unter  welcher  Ue- 
dingnng:  die»  der  Fall  ist.  Tu  der  Darstellung  (l\),  welche  steh 
auf  die  Voriiusi^etzutig  bezieht,  das»  a  nicht  gleich  Null  sei,  ist 
der  Factor  x  —  £,jf  wesentlich  von  dem  Factor  x—^,p  ver- 
schiedeu,  »ohald  ^,  und  ^,  verschieilcn  sind,  nnd  die  Faeloren 
fallen  zusanicucn,  sobald  ^,  =■?,  ist;    in  der  Darstellung  (U'J, 

welche  flir  a  =  0,  6^  0  gilt,  kann  der  Factor  a:  +  —  y  nie- 
mals dureli  Mtilti|dicatinn  mit  einer  ('on»tante  gleich  dem  Fac- 
tor t;  werden;  in  der  Darfttelinng  (ll"*},  die  zu  der  V'orans- 
Betxong  a  =  Of  6=0  gchdrl,  [»t  y*  da«  Protluct  der  beiden 
Factorcn  t/.  Die  GrHsscn  £,  und  $,  differircu  dauu  und  nur 
dann  von  einander,  wenn  die  Gritssc  cu  nicht  gleich  Null  ist, 
und  diese  verschwindet  dann  nicht  und  nur  dann  nicht,  wenn 
die  Verbindung 

[14)  D  =  ac  —  b* 
einen  von  NaII  veTsehiedenen  Wcrth  hat.  Sobald  a  ='  0,  aber  b 
nicht  gleich  Null  ii^t,  kann  D  nicht  gleich  Null  sein;  sobald 
a^O  und  £i  =  0  ist,  timn»  D  vcrHcbwinden.  Hieraus  folgt  der 
Säte,  dass  die  beiden  Faäoren  des  ersten  Gradea,  in  wHche  di« 
Fnwiion  des  isweiietidrades  f(jr,  y)  etrfälit,  west^itUrh  von  eitutttder 
verschietkti  miiJ.  odrr  nicht,  je  narhinn  die  Vetbindung  D  einten 
ton  Null  verschiedenen  Waih,  ndcr  den    Wertk  Null  k^. 

Die  Transtormation  einer  Function  des  zweiten  Grades- 
vermöge  der  Substitution  ((•)  giebt  unter  der  Annahme,  dass  der 
Ooeificient  u  nicht  gleich  Null  sei,  uach  (8)  uud  (9)  d&a  Kesultat 

(15)  Qx'  +  2bxif  +  et/*  =  a' x"  -i-  2b' X' y'  +  c' if". 


^ineÖoB  d«  tweitn  Grades  mit  zwei  Variabeln, 
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(16)  0'»'»+  26'x'y'4-c'y"  = 

die  Coefßcientea  der  Function  gix\y')  eind  hier  den  Coeflicica- 
ten  der  Fanction  f(x,y)  entepreetiend  mit  a',2h',c'  bczoicbnet- 
Setzt  man  die  Cncfficicutcu  von  x",x'y',y''  auf  beiden  Seiten 
der  (ileichung  (IG)  einander  gleich,  dann  entstehen  fUr  a',2b',e.' 
die  Ausdrücke 

(17)  a' -«(«-!./)  («-$,?-) 

Es  mi^gen  nun  die  GrUssen  n  and  y  so  gewUliU  eelu,  das» 
weder  a  —  S,Y  noch  o  — ^,  y  gleich  Null,  mithiu  auch  a'  uieht 
gleieh  N'nll  iBt,  so  kann  aaf  der  reohten  Seite  von  (10)  die  erste 
Klammer  durch  «  —  £,  y,  die  zweite  Klammer  drirtdi  a  ^  ^^  y 
dividirt  und  daa  Produet  dieser  beiden  Atnidrlieke  mit  a  nach 
fl7)  zu  der  Grösse  a'  vereinigt  werden.    Dann  kommt 

(18)  a'  x'"  +  2&'x'y'  +  c' j*" 

Legt  man  hier  der  Variable  i/'  einen  beliebigen  von 
Null  verechiedcneu  Werth  hei,  und  dividirt  beide  Seiten  der 
Gleichung  durch  y".  so  hat  man  eine  Zerlegung  des  Ausdruckes 

a'P,  I  +2&'j~j  +  c'  in  zwei  Factoren  des  ersten  Grades  in 
Besag  aaf  die  Grlisse  ~;  eine  solche  Zerlegung  kann  nar  auf 

y 

eine  einzige  Weise  and  zwar  durch    die  Wurzeln  ^',   und  $', 

der  Gleichung 

<I9)  a'^«  +  26' g'  +c'  =  0 

bewerkstelligt  werden,  so  das» 


(20) 


a'x'*  +  Üb'x'ff'  +c 


y 


^••-"■(?-^.)(^^.) 


ist  Die  Wurseln  ^\  utid  ^\  dar  Gleifhung  (IS)  hittym  dmhfdh 
mit  den  Wurxdn  f,  und  §,  der  Gleichung  (12)  durch  die  Glei' 
chuugm 

oder,  teü  leicht  £u  folgern  isl,  durch  die  Oietckungcn 
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Function  dei  xweiten  GradM  mit  xwei  TarUlMlD. 
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(21») 


I)ip  Wurzeln  £',  und  ^,  werden  aus  den  Coefflcienteu  der 
Gleichung  ( l«)  genau  ebenso  abgeleitet,  wie  die  Wurzeln  ^,  ood^, 
aus  dcu  Coefrtcienteu  der  Gkiclioiig  (12),  und  ibre  Werthe  gehen 
deshalb  aiia  (13)  diircL  Hnbstitution  der  entriprecbcndeu  Bestand' 
iheile  bervor, 


(22) 


Die  UarBtellnng  von  ^',  nnd  ^',  in  (21)  gestattet  eine  Ue- 
ziebung  zwiitclien  den  lieideii  Ürltssen  ttr  nnd  tu*  aufzusucheD, 
deren  jede  von  der  Auflitsang  einer  reinen  quadriitiscben  Glei- 
cbuDf*  abbüugl.  In  Folge  von  (13)  und  von  (22)  ist  re^peettve 
(23)  |,-£.  =  2cü,   $-,  -f.  =  2a,'. 

Aas  (21)  ergiebt  «icdi  aber  ftlr  |',  —  1',  der  Ausdruck 

Non  ist  aS  —  ßy  die  in  (7)  mit  x  bczeichnole,  von  Nnll  vcr- 
si:\\wi\i'\XQDtterminantc  der  Suhstitution  (6),  t'crocr  nacb  (17)  das 
Product  a(a  — |,y)  (a— |,y)  gleicU  dem  Coefiiciemen  a'.  Daher 
folgt  aus  (24)  diireb  MBltiplieation  mit  n'  die  Gleiehnng 

und  ditrcb  Anwendung  von  (23)  die  GIcicbang  ?,wi8cben  m  und  w' 

(26)  a'w'  — xflw. 

/>jV  firösse  (^  tu'  trird  ahn  aus  der  Grd$se  act  durth  M\ätipli- 
ration  mit  der  SultstifiifinmiUtermnanie  it  gebihlrt. 

Nnc:b(23)i8ta'Ny''^— aV+6'*,nadifl3)a'w'=-or-l-R». 
Wenn  daber  die  zu  der  Fonetion  a' x'"  +  2b' x' ^  +  c' ^**  gehö- 
rende Verbindung 

(27)  Z)'  =  a'c'-A" 

eingcülbn  wird,  so  liefert  dicQuudrirung  von  den  beiden  Seiten 
der  Glüiebting  (26)  die  GIcicbang 

(28)  ly^  K'  D. 
Wir  haben  diese  Gleichung   unter  der  VorauütieUuog  de- 
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Funotian  de«  zweiten  Gnitea  mit  swn  Varimbeln. 
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dacirt,  dafift  sowohl  der  Coefficient  a  in  f{x,  y)  wie  auch  der 
Coefficienl  o'  mg{z',y'i  nielil  vc reo li winde.  Die  Gleichung  (28) 
gilt  jedoch  uul»eKch rankt.  Fuhrt  man  die  Suhntitution  (ß)  unmit- 
telbar in  die  Function  ax"+  2Axy  +  cy'  ein,  80  erhalten  a',b\  c' 
die  Ausdrücke 

(29)  h'^anft  +b(aA  +,ir)+cYd 

Dieselben  können  die  (iestalt  annehmen 

(30)  a'  =  (an  +  ft^)«  +  {6«  +  ey)y 
h'  =  [att  +  hY){t  +  C6n  -\-cy)A 
h'  =  {aß  +  hS)a  +  {hß  4-  cd)y 
r'  =  {aß  +  6<I)/?  +  (6/^  +  ciJ)d. 

Es  Bei  DUD  fUr  den  Augenblick 


(31) 

9»  kommt 
(32) 


a/»+  6(J=r 


//  =  rot  +  ay    c'  ~  rß  +  sfK. 
Die  vier  auf  der  rceliteii  iSeite    befitidlicbeu  AimdrUckc   werdeu 
erzengt,  indem  miin  die  Ilorizuntalreihcn  tind  Vcrtikiilrt'ihen  der 
beiden  Schemata  von  4  Klemcntcn 


P  ff 
r   8 


'/  S 


60  combiniit,  wie  in  §  7ß  die  beiden  mit  (II)  notirten  Schemata 
von  «■  Elementen  comhinirt    sind,    um  die   neuen  Kiemente  e 
zu  erhalten.     Die  Determinante  des  SL^hcniais 

.<*'&■> 

\h'  <^\ 
ist  daher  nach    dem   dort  bewiesenen  MultiplicatinDssatzo   der 
Determinanten  gleich  dem  Prndnct  der  beiden  Determinanten  der 
in  Rede  stellenden  .Seljemata,  dai*  heisst 
(33)  a'c'  -h"^(ps-qr)  {a&  —  ßy). 

Die  Ausdrücke  p,  q.  r,  s  in  (31)  werden  dttrcb  eine  ebenaolebo 
Combination  der  Scbemata 


a  b 

h  e 


aß 
yd 


erbfllten,  and  dc^bulb  iitt 
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Fonotion  des  xwciteo  Gndes  mit  rwei  T^mbelD. 
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^  (34)  ps^qr^  (ac  -  b')  (ad  -  ßy). 

^Die  Vereinignng  von(33)  nnd  (34)  briDg:t  demnacb  die  Gleiohnng: 
(28*)  a'c'-b-'==(ad~(iyy  {ac  —  b') 

hervor,  wcicbe  mit  (28)  zusaiiimenf:lllt. 

Die  Verbindutiff  D  =  ac  —  b^  heisst  die  Detenmuunte  der 
Ftmctioti  ax'  4-  2Ä»:y  +  cy^y  die  Verbindung  />*  =  a'  c'  —  b'*  mtt' 
sprecJufnd  die  DetenninutUc  iler  Futtdion  a*x''+  26'ar'y' +0'^*". 
Die  so  eben  allgeniein  bewiesene  Gleichung  lehrt  daiteTf  dass  die 
DeitTtniiumip.  der  transformirten  Fmiciion  aus  der  Determinante 
der  ursprüntjlichtm  l'imftion  i^htdlen  ivirdj  indem  man  die  letztere 
mit  dem  Qitadratr.  der  DeUrminante  der  angewendeten  Stdtstituiion 
muUipliciri. 

Die  Deterrai Dante  ac  -  i'  steht  in  einer  sehr  nahen  Be- 
siehung  zu  der  hiscrim'manie  der  Gleichuug  (12) 

a?'  +  2&|+  0  =  0. 
Nach  der  in  §  59  gegel)enen  Definition  ist  die  DtBcrintinAnte  % 
einer  quadratitsolien  Gteiebiing,   deren  Wurzeln  £,  und  ^,  sind, 
die  Verbindang  der  Wurzeln 
(34)  3>  =  -(S. -^X 

nnd  die  dortige  Daretellang  <13)  verwandelt  flieh  in  den  Aaadnick , 

(36)  J,=  *-----l'. 

Die  Discriminantf.  t>   und   die  Detemiinanie  D  sind   aUo   dttrck 
die  Gleichung  verbunden 

(86)  ^  = 


4i> 


Ebenso  hat  man,  wenn  23'  die  Discrtminante  der  Gleichung  (19) 
bezeichnet,  die  Relattoneu 

Den  Relationen  (21*)  darf  man  anch  den  Ansdruclt   geben, 
die  Gleichung  (12)  durch  Anwendung  der  Substitiäitm 


(38) 


tri  die  Gleichung  (19)  transformirt  sei.  Alsdann  folgt  aas  der 
zwischen  den  Determinanten  D  nnd  D'  bestehenden  Kelation 
(28),  dass  für  die  Discriminanten  1)  «nd  ?)'  die  Relation 
(39)  ci"  t'  =x^a"S> 


§  76.  Fnnotioo  dee  iweiteoGnidea  mit  nvrei  Yuiibtiii.  359 

Ee  ist  jetat  wesentlich,  inttbexonderc  die  Voraussetzung  ins 
Ange  xa  fassen,  iUlss  dlf.  Cor/fidentm  der  Fumtimt  f{T,if\ 
a,  26,  c  r&ih  Grmseti,  und  auch  tue.  (Jocfflcieitten  der  Suhsfitn- 
tum  (6)  a,  ßf  y,  6  reelle  Grössen  sind.  Bei  der  Aimatime,  das»  ci 
nicht  gleich  Null  \%X,  enUchcidct  das  Vorzeichen  der  Diücrimi- 
nante  T>  nnc),  was  damit  /nHanmient^llt,  das  Vorzeichen  der 
Determinante  D  Ulicr  die  Niitur  der  Wurzeln  $,  und  £,.  Wir 
stutzen  uns  hier  auf  die  Hc^ultnte  der  §§  'lA  bis  !JH  und  zwar  ist 
die  VVrhindunj^  (G)  des  Ja  Jl  gleich  dem  vierfachen  Werth  der 
Determinante  D.  Zu  einer  positiven  Dderminanie  f)  tfehören 
swei  fotuplrre  cottjungirlf,  jbu  einer  netfativeu  DeterminatUe  D 
twci  versrhiede»e  reefle,  e»  einer  verschwindenden  Determinante  D 
swci  gusammenfaUende  reelle  Wurzeln  5,  und  5,.  Wenn  o  ^=  0, 
dagegen  6  nicht  gleich  Nnit  ist,  so  zerOillt  f(ji\  tf)  nach  (II")  in 
ein  Producl  von  zwei  wesentlich  verschiedenen  reellen  Factoreo. 
Wenn  o  =  0.  ä  =  0  und  nur  c  nicht  =0  ist,  so  wird  f{x,if) 
gleich  dem  Prodnct  der  l'onstante  c  in  das  Quadrat  der  Variable 
y.  Es  können  diese  Ergebnisse  dahin  zusanimengefasst  werden, 
dass,  je  nachdetn  die  Determinantt  D  enfwcdf^r  positiv^  oder  twgatiVf 
oder  gleich  Null  i>/,  die  Faet<trett  dt^  ersten  (rrades^  in  welche 
(  (ä-,  y)  zn-fällt,  enüceder  complex  sind,  oder  reell  und  von  ein- 
ander wesctdlich  vrrschieden,  od*^  reell  und  bis  ttuf  einen  con~ 
siafUen  Factor  einander  ffletrh.  Da  nun  vcmifige  der  fileichung 
(28)  die  Determinante  />'  durch  Multiplication  der  Determinante 
D  mit  dem  vollen  Quadrate  x'  der  Snb&titntionsdetei'minante, 
also  einer  wesentlich  positiven  OrösKc,  erzeugt  wird,  so  beiludet 
sich  die  Determinante  D'  mit  der  Detcrmioautc  V  stets  in  dem- 
selben l''alle:  sie  sind  gleichzeitig  positiv,  gleichzeitig  negativ 
und  gleiehKcilig  Null.  Aus  diesem  Grnnde  zeigt  die  transfor- 
mirtc  Function  nothwendig  in  Itetreff  ihrer  Factoreu  dcnsolbon 
Cbaracter  wie  die  ursprllngliche  Kunctiou /"(j:,  5/). 


8  70.     Elnthellung    der    ganzen    homoKeuen   Functionen    dei 
xwalt«n  Orad«B  mit  xwei  Varlabeln  und  reellen  Coefflci«iic*D. 

Die  gauaen  hontogcucii  Functionen  des  zweiten  Grades 
von  zwei  Veränderlichcu  gchürcn  m  zwei  getrennten  Gruppen 
von  Functionen,  die  in  sehr  veiacMedeaen  Gebieten  der  niatbe- 
matisclieu  Wii)t}i;nscliHll  eine  liervorragcnde  .Stollo  einncliuien; 
d'iv  zuerst  ^eniinnteu  Fiinelionen  Iiabeu  |;t;wii>BC  Rigtnt^vbal'teD, 
welche  sich  anl'  die  eine  Gruppe,  und  gewisse  Kigenschat^n. 
weluhe  sieb  aut"  die  auderc  Gruppe  tibertragen.  Die  eitu:  Gruppe^ 
welche  aus  den  )/un£tm  /imnOf/cnni  Funrtionm  i;j»«w  btiiehige» 
Graden  besteht,  ist  im  vorigen  §  crtirterl  worden.  Die  FunctioDeo 
dieHer  Grupjic  b&sitzeu,  wie  wir  uaben,  die  gemeitttnune  Eigen- 
schaft, immer  in  Factoren,  des  ersten  Grades  Aericghar  £ft  sttn. 
voraungeaeiet,  dttss  die  JiecJtntmy  mit  complexett  Grossen  sugelas- 
aen  id.  DJe  andere  Gruppe  wird  durch  die  gatuen  homogenen 
Fundiftnen  rf&v  zweUeti  Grades  von  Ldielng  viden  VeränderlicJux 
gebUddy  und  iM  dureh  andßre  Eigenschaften  ausgezeiciinel.  Bei 
der  bisherigen  Uutersuchung  der  ganzen  homogenen  Functionen 
de»  zweiten  Grades  von  zwei  Veränderlichen  stand  ihre  Zerlc^- 
barktit  im  Vordergrunde.  Nur  der  allgemeine  Kacbweiä  der 
RclHtioii,  welche  zwiuehen  den  Deteniiinunteu  einer  gegebenen 
Functlun  uud  der  tranüit'oraiirteu  Funetion  stattfindet,  ist  ohne 
Zuzit^rting  der  Zerlegbarkeit  getUhrt  worden.  Ks  kommt  aber 
nainemlieh  Hucb  daraul'  un,  dass  die  im  vorigen  j;  gegebene 
EinUieiluDg  ikn*  Funetiunen,  deren  Goeflicientcn  reell  sind,  in 
solche,  deren  Determinatde  positiv  oder  negativ  oder  gleich  Null 
ist.  auf  eine  Heiinitiim  gi*;;;rUndet  wi-rile,  die  nur  relle  Werthe 
der  Variabein  j:  und  y  vuraussetzt  und  nicht  von  der  Zerlegb&r- 
koit  der  Functionen  auügcbt. 

Bei  doa  Functioneu  f{j:,y),  deten  IJeiemiinanie  D=ae — h' 
pcsUiv  int,  kann  \veder  die  Grösse  a  noeli  die  Grösse  c  ver- 
i^cbwiaden,   weit   sou»t  D  gleich  der  niemals  positiven  Grösse 
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—  5'  seiD  mÜBato.  Es  gilt  daher  in  «licHem  Falle  die  Darstel- 
laog  (II I  (Ich  vorigon  §,  wo  ^^  uutl  f,  coraplexe  cfinjugirte 
Grössen  siud.  Wuder  der  Favtor  r  —  f,  y,  nocli  der  Factor 
:t  —  ^,  y  kann  IHr  ein  Paar  von  reellen  Werfhen  der  Veriitider- 
Heilen  X  uiul  1/  plfich  Niill  werden,  die  ein/,igeii  Werthe  1  =  0, 
ys=0  iiui^(>uoiiimt'ii.  FUr  jiitXvM  Paiir  von  reellen  Wertfum  x 
und  y  sind  die  beiden  Factoreii  x~§^y  und  x  —  f,  y  einander 
conjugirt,  tcd^lich  wird  ihr  Frodiict  gSeieh  der  Nortn  derselben, 
das  ist  ifleicJ)  dar  Stintmc  der  Quaäratr  voti  swri  reeUtui  <ir!mrv, 
und  diese  Stimme  v/rsc/nnntirf  dann  und  nur  dann,  wenn  zu- 
gleieh  z  =  0  uod  f/  =  0  ist.  Üie  Function  f{x,^)  ist  gleich 
dem  erwähnten  ri-oHiu't,  in  den  von  Null  vnrsehiedenen  (^ncffi- 
cienten  a  louUiplicirt,  und  li.tt  di'shalh,  snhald  a  positiv  ht,  für 
alle  reellen  Wtrthpiuuc  x  ond  »/  stets  das  positive,  sobald  «  ne- 
gativ ist,  stctfc  das  nef/ative  Vorzc\c\itn.  Dcubalh  ist/'fx,  y), 
wnfem  ac  —  ^''  positiv  und  xugleieli  a  poHitiv  Ist,  ritic  wfMentlich 
jtositive,  wofern  ac  — ft'  positiv  and  zugleich  a  ne(/ativ  ist,  eine 
wesetttlich  net/ative  l'undion.  Das  Vorzeichen  von  a  and  von  c 
mass  immer  das.se]be  sein,  da  andornthlls  die  lieterminante 
ac  —  b*  uolhwendig  negativ  wilre  Eine  Fiinetion  f{x,y],  deren 
DetermmatUv  ac — h*  nrtjniiv  ist,  zerfällt,  wii-  sich  gezeigt  bat, 
in  ein  Product  von  zwei  wcsenfiich  verschiaiatcn  reellen  Faetoren 
des  ersten  (Jradr-ji,  und  kann  deshalb  fllr  IK-Hebige  reelle  Werthe 
X  and  y  sowohl  tjUich  rim-r  positimt,  witj  rfleirh  einer  tiegafivdH 
Grö8^  werden.  Eine  Function,  f{x,y),  deren  Vefenninanie 
ac  ^  b*  verschwindet,  ist  gleich  einem  in  eine  ('onetante  multi- 
plicirten  Quadrat  einer  gansm  Fittirflon  di's  ersten  Grades  von 
X  uy%d  y:  die  Function /'f^,  y)  kann  dsilicr  lUr  reelle  Werthe  von 
X  UDd  ff  kein  anderes  Vorzeieheii  annehmen,  als  das  VfigKcichen 
jener  Constanle,  und  dieses  ist  Hlr  ein  nic^it  versehwindendes 
a  das  Vorxeicheu  von  a,  für  ein  verurliwiiidendcs  a  das  Vor- 
zeichen voß  c.  Doeh  vcrsebwiudel  die  Function  f(x.y)  in  diesem 
Falle  nicht  nur  für  das  eine  reelle  Wertliimar  x^^  0,  y  =  Q, 
sondern  f'iir  alle  diejenitjen  redlen  WWthfifutre,  diireh  welche  die 
Function  des  er6fen  Grades  vcrschwiudcl,  welche  dem  bezeich- 
neten Quadrat  als  Basis  dicut. 

Wir  kennen  jetzt  die  Bedingmujen,  von  denen  es  ahhi&ngt, 
•ine  J^utivn  ax*  + '^bx y  +  r.y'  ntU   recüen   Voeßcienten, 
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und  hei  der  die  Variabdn  x  und  y  bdithige  reelle  Werthe  er- 
haJfett,  mtwedrr  wesrntlich  po^i-ittp  sei.  oder  teesenUich  negativ  sei, 
und  dabei  nur  für  die  tuvammenffehörigen  Werfhe  x^O  und  .y=0 
vcrschwiwlft,  oder  sowo/il  positive  als  negtdive  Werthe  annehtneti 
könne,  oder  so  beschaffen  sei,  dass  sie  etcar  nianah  da$  Vor- 
seichen  KecfmdH  aber  für  unbcgrenst  ddc  WerÜtsysteme  x  und  $ 
den  Werth  SuU  aMiehnen  kann. 

Nun  ist  cb  nicht  ecliwicrig,  die  Gültigkeit  der  gefundenen 
BediDgaugeu  durch  teberle^ungeu  zu  beweisen,  welche  das 
Gebiet  der  reellen  Grifegen  nicht  verlaßeen  und  sich  genan  den 
ItetrachtuQgeD  des  g  24  Über  die  gnnzcu  Functionen  zweiten 
Grades  von  einer  Viiriable  anachliessen. 

Damit  eine  Function  a x*  +  2fr  xg  +  cy*  wesenUich  posUvD 
oder  wesentlich  netjativ  sei,  und  nur  für  das  WfirthftgstetH  x=0, 
y^=0  verschitirtde ,  ist  es  uothwcudig,  daes  der  Cocilficient  a 
nicht  glcicli  Null  sei;  denn  wcuu  a  =  0  und  dabei  b  nicht  gleich 
Null  itit,   so    kann  jeder   der    beiden  Factoren  des  Ausdmckeit 

26lar+— yiy   nach   Belieben  positiv    und    negativ    gcmacbt 

werden,  und  wenn  a  =  Ü,  6  =  0,  c  jedoch  nicht  gleich  Null  ist, 
80  hat  der  Ausdruck  cy'  zwar  daa  Vorzeichen  der  Grösse  e, 
verschwindet  jedoch  i'llr  die  Vcrbindang  dcg  Werthes  y  =  0  mit 
jedetn  Werthe  vnn  x.  Da  also  (llr  eine  Function  des  bezeichneten 
Chnraktors  a  nicht  gleich  Null  sein  darf,  wa^i  sich  auch  Hlr  die 
GrOsse  c  beweisen  lässt,  so  gilt  die  Darstellung 


(1) 


A^.y)  =  ^((ax.+  fcyr  +  fac-&«)y«), 


welche  dem  Ausdrucke  (5}  des  §  24  entspricht  und  zu  ent- 
sjirecheudcn  Folgeraugen  berechtigt.  Je  uachdem  die  Determi- 
naate  /)  =  ac—  6'  einen  positiven,  einen  ttegativen  odai  ein«D 
versehurindcndcti  Werth  bat.  wird  der  auf  der  rechten  iieite  von 
(1)  in  der  KJammer  befindliche  Ausdrueic  gleich  einer  Summe 
von  £wei  Quadraten,  deren  Hauen  beliebige  reelle  Werthe  erhcdien 
können,  eitia-  Diff'ert^is  von  £uiei  Quadraten,  deren  Basen  b^icbig« 
reelle  Werthe  erhalten  können,  oder  gleich  einem  eimtgen  Quadrate. 
Eine  Summe  von  den  Quadraten  zweier  reeller  Grösaen  ist  stets 
positiv  und  uur  dann  gleich  Null,  wenn  die  beiden  Basen  gleich- 
zeitig  verschwinden;    die    Function  /'(f, yj  iat    daher,  sobald 


Sptem  pamllelogrrammBtiBoh  geordneter  Punkte. 
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6»>0,  «>>0  ist,  wesentlüih  positiv,  Kohald  an— 6'>0, 
a<:0  ist.  we»eQtlicb  nrgativ,  und  sie  verschwindet  nar.  in- 
dem j/  =  '>  und  r  =0  wird.     Eine  Uiflerens  von  dcu  Cjuaürateu 

weier  reeller  Orflssen  ist  im  Stande,  uacli  Willkltr  dae  poai- 
äve  and  das  negative  Vorzeiclifn  zu  erlialten;  diu  Kuncrtion  f(^-,if) 

aan  de^lial)),  wenn  ac  —  b*  <:ü  ist,  |)Q!»itlve  und  negative  Werthe 
annehmen.      Das  Qaadrat    einer  reellen  GW'isbc  ist  immer  i>ogi- 

T  nnd  nur  dann  gleich  Nnll,  wenn  seine  Urhik  gleich  Null 
wird;  die  Function  f(x,y)  ändert  darum,  wofern  n  f— 6' =  0 
ist,  ihr  Vorzeichen  nicht,  vcrscb windet  aber  ftlr  anbegrenzt  viele 
Werthpaare  x  ond  v- 

§  80.  GnuHs*  yeometrttohe  Darvtellnng:  der  wes«ntUoh  posl- 
ttvMi  |r*A»on  homogenen  Functionen  des  xwelten  Oradee  mit 
■wei  Varlabcln.  Syitem  parellelogrammatiKch  geordneter 
Punkte  in  der  Ebene.  Verichiedene  Anordnungen  eines  lolohen 

Bystems. 
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Die  eigen tbUni liehen  Begriffe,  welche  bei  der  Betrachtung 
der  ganzen  homogenen  Ftmctionen  des  zweiten  Grades  von  zwei 
Variahcin  auftreten,  können  tllr  die  wesentlich  positiven  Func- 
ionen  dgroh  eine  geonietrischc  Interpretation  veranachaulieht 
werden,  welche  Gauss  im  Jahre  W6\  bei  Gelegenheit  der  An- 
zeige eines  Werkes  von  Seeher  bekannt  gemacht  bat.  Die  For- 
derung ,  für  k&in  Sifstetn  reeller  Werthe  ausser  dem  System 
x^Of  y^O  au  verschwinden  ist  hier,  wie  auch  im  Folgenden 
in  die  Definition  einer  wesentlich  positiven  Function  auf- 
genommen. Da  tltr  eine  solche  wesentlich  positive  Function 
f{x,p)^ax*  •¥  2hxif  +  cy*  die  Determinante  D'=ac  —  b' 
positiv  ist  und  auch  die  Coel^eicnteu  a  und  c  positiv  sind,  so 
haben  die  QuadratwurKcIn  V^a,  Vc  VD  von  Nnll  verschiedene 
reelle  Werthe,  die  wir  uns  im  Einklänge  mit  den  bisher  ge- 
brauchten Bezeichnungen  al»  positiv  denken  wollen.  Der  Quo- 
tient    ist  jetzt  ein  nie  verschwindender  positiver  echter 

Brach,  der  fllr  ft  =  0  der  Einheit  gleich  wird,  aod  deshalb  bat 

auch  die  Grösse       .—    /^    einen  positiven  oder  negativen,   Rlr 

V  a  V  c 

1  =  0  verschwindenden  aber  niemals  die  Einheit  erreichenden 


i 


Mi 


Sj^«m''^Sü'\Mo^ninm»tJMc\i  geordneter  Fnskte. 


Es  giebt   daher   immer   einen   bestimmten    zwischen 
liegenden  Winkel  (f,  dessen  Cwinus  gleich  der  Grösse 

Va  Ve 


-,  und  dessen  Hiuus  gleich  der  positiven  Grösse 


VaVc 

Ist    Vermöge  der  bezeichneten  Cleirbungen 

wird  der   Winkel    m   ein   »pitz^r  oder  ritunipfcr,  je  nachdem  b 

po&ittv  oder  negativ  ist»  Htr  &  =  0  gleich   =  oder  einem  rechten 

Winkel;  er  verschicindet  «irtNftls  und  fitreicht  auch  nianals  d«i 
Wvrth  n,  weil  diu  AurialiinL':  li^=0  Hn8gc6i'hli»Hsen  ist.  Mao 
ziehe  nun,  um  die  (Vau^if'Hclic  Interpretation  einer  wesentlich 
positiven  Kunotion  «:/*+  2ftj-y  +  f  i/'  zu  erhalten,  in  einer 
Kbene  dnreh  einen  ItiOlobij:  gewühlten  J'nnkte  0  eine  nnbe- 
grenzte  gerude  Linie,  und  uiitirscheide,  wie  dies  früher  in  §  42 
geäcfaebun  i8t,  eine  Seite  derselben  aU  die  positive.  Ferner  ziebe 
man  dnrcb  den  Punkt  O  eine  zweite  gerode  Linie,  fllr  die 
eine  eben  s(>li;lm  HcKtiniinuDg  eiiigetilbrl  wird,  in  der  Weise, 
dass  die  positive  Seite  der  ernten  Linie  mit  der  positiven 
Seite  der  zweiten  Linie  den  so  eben  bestimmten  Winkel  <•>  bildet. 
Weih«  weder  gleich  Null  noehgleieb>i  oderzwci  rechten  Winkeln  ^J 
sein  kann,  i»l  e^nnmi'glich,  dass  die  beiden  Linien  zusannnenfallen.  ^| 
Um  eine  feste  Vorstellung  zu  wählen,  mligw  die  positive  Seite 
der  ersten  Linie  in  die posiiive  Seile  (Lt  zwtiCon  Linie  Übergehen, 
sobald  man  die  crötere  von  der  linken  r.n  der  rechten  Hand 
um  den  Winkel  lo  dreht.  Subald  jetzt  deu  Variabcln  x  und  y 
irgend  welche  reelle  Werthe  beigelegt  werden,  so  schneide  man 
nnter  Anwendung  einer  bestlniititen  Längeneinheit  von  dem 
Punktj;  O  aus  auf  der  ersten  Gcradt-n  eine  Strecke  ah,  die 
durch  die  OröHse  x  j/a  geniCRsen  wird,  und  zwar  itlr  ein  posi- 
tives X  auf  der  positiven,  Hlr  ein  negativem  r  auf  der  ne- 
gativen Seite  der  Linie,  nnd  nenne  den  Eudpnnkt  P;  niaa 
schneide  ferner  von  dem  Funkte  0  aus  auf  der  zweiten  Linie 
eine  Strecke  ab,  die  durch  die  Grösse  tf\/c  gemessen  und 
deren  Lage  durch  das  Vorzeichen  von  y  'n  gleicher  Weise  be- 
stimmt wird,  und  nenne  den  V'ndpunkt  Q.    Ks  soll  jetzt  dorch 
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den  Punkt  P  eine  l'nrallclc  zu  der  ersten  Linie,  durch  lien 
Pnnkt  Q  eine  Parnllele  /.u  der  zweiten  Linie  ge7.cgeii  werden, 
diese  Fnrnllelen  mügen  a'ivh  in  dein  Punkte  Ji  selmcidcn,  als- 
dann tvird  das  Quadrat  der  Entfernung  des  Ptmkles  li  von  dem 
Punkte  0  durdt  die  Function  ax'  +  '2  hct  y  -^  cy*  amgedriiclä. 
Denn  naeliilem  die  Verlniidungslinie  ii  li  gezflgen  ist,  so  giebt 
eine  Ansdelmung  des  Pytharjoräiachcn  Lehsalecs  die  folgende 
tilciehong  zw-isclien  den  Seiten  und  dem  einen  Winkel  dee 
Dreieck»  OPli 

(2)  OR'  =  OP'  —  ^OP.PIt  coB  OPH  +  Pn\ 
Ferner  entstellt  für  die  Fiiiietiou  /"(j,  y)  durch  die  Eioftlh- 

ning  des  cos  />>  statt  des  Coefßcicnten  h  der  Ausdrnck 

(3)  fU,  y)  =  H  x'  +  2  j/a  l/c  xp  CO»  lu  +  c  y*, 

dessen  Vergleicbuug  mit  (2)  die  ausgesprochene  Ikhuuptuog 
reell  tfertigt. 

Der  FliU-heninhalt  de»  Paralleto^ramm«  OPRQ  wird  er- 
bulten,  indem  man  dii»  Prudiu-t  vun  zwei  »neiuiuiderstomiiendeQ 
-Seiten  OP  und  OQ  mit  dem  Sinus  des  eingeiielilu»»uneD  Win- 
kels of  roultiplicirt.  Wenn  x  und  y  dieselbe  Vorzeichen  haben, 
80  dröckt  «irh  das  Prfidru't  der  beiden  Si!iten  dnrch  ^^fl  ]/(^  xtj, 
im  entgegengesetzten  FuIIü  durch  — Ka  1' r  c  j  aus.    FUgt  mau 

biezu  den  aus  (Ij  folgenden  Wertli   sin  <<>  =  — ?= — 7=^,  so  er- 

Va  Vc 

hellt,  dass  der  Flächeninitali  düs  PataUelngramm'i  OPRQ  durch 
dfit  positiven  unter  dm  beiden  Ausiirück&ii 

(4)  xyVl5,'XifV^ 
dargesidlt  wird. 

Wenn  mau  den  Oriissen  xV^a  und  yV^f-  nac:h  einander 
alle  mnglicheu  Paare  von  reellen  Werlhen  beilegt,  so  nimmt  der 
Puukt  Ti  nach  einaudcr  die  Ocrter  aller  Punkte  der  Khene  und 
den  Ort  eines  jeden  Pnnktes  ein  Mal  ein.  Die  Grossen  rVa 
und  y  l/c  dienen  also,  wie  die  in  g-12  eingpfilhrten  Stiteke,  7u 
der  BeKtiumiiiug  eines  Ortes  in  einer  Ebene,  und  werden  ent- 
sprechend die  Coordinaten  des  Punktes  Ti  in  Jietug  auf  die 
beiden  Axen  genannt,  welche  bißbcr  als  die  erste  und  dit^  inceite 
Unie  bezeichnet  worden  sind  und  den  Winlel  i"  mit  ein- 
ander bilden.    Sie  verwandeln  sich  in  rechtwinklige  Coordinaien, 
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sobald  der  Winkel  it)  gleich  einem  recbteu  Winkel  wird;  dies 
geschieht  in  dem  gegenwärtigen  Falle  nur  dann,  wenn  A=0, 
mitbin  wenn 

(5)  f{x,y)=ax^-i-by* 

ißt.  Damit  aacli  die  liesekhmmg  mil  der  in  §  42  gebrai 
übereiastimme,  miiss  ausserdem  a=  I  und  c=\,  folglich 
(«)  /•(a:,y)  =  a:'  -Hy» 

sein.  Man  kaiiD  bei  einer  beliebigen  Function  f{x,y)  von  den 
Coordinaten  x  Va  nnd  ;/  \^f^  eines  Punktes  R  zu  reehtwinkligen 
CoordiiiiitPii  tibcrgelieit,  indem  man  von  dem  bctretTeudcn  Punkte  R 
auf  die  erste  Axe  ein  LotL  RH,  hcrablä^sl  und  festsetzt,  dass 
der  auf  der  ersten  Axe  von  dem  Punkte  0  gemessene  Abstand 
Oß,  und  das  erwähnte  I^tith  UR^  die  reehtwinkligea  Coordinaien 
^,  ri  des  Punktes  R  liefern  sollen.  Znr  Feststellung  der  Vor- 
zeichen möge  angenemmcn  werden,  dass  die  positive  Seite  d 
f-Axe  mit  der  positiven  Seite  der  zu  Anfang  nngcnomnienca 
ersten  Axe  /.uKiunnieDfidle,  und  dass  div  p^mitive  Seite  d 
ij-Axe  erbalten  werde,  wenn  man  die  positive  Seite  der  in  Bed 
stehenden  Axe  von  ^ler  linken  zu  der  rechten  Hand  um  einen 
rccbtcn  Winkel  dreht.  Diese  Annahme  cnrreepondirt  mit  der 
vorhin  getroifencti  Annahme,  dass  die  positive  Seite  der  or- 
sprUngliohcn  ersten  Axe  In  die  positive  !<eite  der  ursprünglichen 
zweiten  Axe  llbergehen  eoll,  sobald  die  erstere  von  der  linken  zn 
der  rechten  Haiid  um  den  :(wisül]en  Null  und  zwei  rechten 
Winkeln  liegenden  Winkel  (u  gedi-eht  wird.  Der  Abstand  OR 
BCtzt  sieh  aus  den  Stücken  OP  nnd  P/f,  zusammen,  mitbin  kern.- 
men  tUr  ^  und  »j  die  Werthe 

(7)  ^  =  2-  l/a  +  y  Vc  cos  ot,  i;  =  y  \^c  sin 

welche  sieb  dureb  die  Anwendung  von  (l)  in  die  folgenden 
wandeln 


w. 


(8) 


^      ax  +  by  Vj>'„ 


komr^H 


Auf  diese  Weine  wird  das  Quadrat  der  Entfernung  OU 
oder  die  Funeticn  f{^,y)  gleich  der  Summe  der  Quadrate  ^  +  ij'. 
Diese  Darstellung  geht  aber  ans  der  Darslelhmg  (I)  einer  we- 
sentlich positiven  Function  f(x,y)  hervor,  sobald  hier  der  Fac- 
tor     sowohl  dem  ersten  Ijuadrate  (ax+6y)'  wie  dem  zweit 


g  80.  Sjilvni  pmllelo^niininBtiach  ^^rdoeter  PcaVt«,  3QT 

Quadrate  Dy^  beigefügt  wird.  Demnach  ergiebt  sieb,  dus 
zwiaehcu  der  Gam^i'sc/ten  Interpretation  einer  compiexrtt  Grösse 
und  der  Gauss' scJi^i  iHterpreiaiioti  cimct  wesentlich  ^«wi<»pct* 
ganzen  htmiogenm  Fu$iction  des  Jtweiten  Grades  von  zu<ei  Variahefn 
ein  iiiDiger  ZusanimciihaDg  bcdtelit.  InHofern  al»  ^  DDci  i;  die 
rechimnkligeti  Coordinateii  dejt  Paiiktes  It  iu  der  Ebene  siud, 
wird  die  comple^e  Grösse 

durch  deu  Punkt  R  vertreten.  Wenn  abor  ^  und  tj  vermöge 
der  Gleichungen  (B)  in  den  Variabcln  ^  und  y  ausgedruckt 
werden,  so  liefern  die  cotyugirtcn  complexen  Grössen 

Va  V  a 

das  Produrt  ^*  +  rj*  =  ax*  +  2bxy  +  cy* ,  und  bilden  die 
beide»  conjuglrten  Factoren  des  ersten  Grades,  in  wdeJie  die  we- 
sentlich positive  FuHfiion  a  r'  +  2b  x  y  +  e  tf*  unter  Antcmduny 
der  JRechtwng  mit  imaginären  Grössen  serlrgt  werden  latm.  Da 
keine  der  urspriln glichen  xnei  Axcii  einen  Vorzug  vor  der  an- 
dern hat,  80  hätte  mit  gleichem  Reclitü:  ein  rechtwinkliges 
Coordiuatensyjfteni  eingertlhrt  werden  kJ>nncn,  düs^ei]  eine  Axe 
die  ursprüngliche  zweite  Axe  ist;  bicuiit  wUrdc  die  Darstellung 
der  t'unction  f  (a:,  y) 

ClOJ  f(x,y)  =  ~{{ey+hxy  +  {ae~h^)x*) 

correspondircn. 

Die  geoiuetrische  Interpretation  einer  wesentlich  positiven 
Fnnction  ax'  +  2b  x y  +  c y''  henutxt  Gauss  vornehmlicb  zu  dem 
Zwecke,  um  diejenigen  Punkte  der  Ebene  zu  betrachten,  welche 
entstehen,  indem  die  Variable  *  und  die  Variable  y  gleich  6*- 
iiebige»  positiven  oder  negativen  ganrett  Zahlen  gesetzt  werden. 
Wenn  die  Variable  x  Kuceeäsive  gleich  den  poHitiven  ganzen 
Zahlen  1,  2,  3,  . .  gcnonimen  wird,  so  erhält  der  auf  der  ersten 
Axe  liegende  vorhin  mit  P  bezeichnete  Punkt  die  ersten  Ordi- 
naten  Va.  2  |/a,  ^Va,...,  er  bewegt  sich  daher  von  dem 
Nollpunktc  0  ftu  nach  der  positiven  Seite  so  vorwärts,  dass  die 
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Ocrter  immer  imi  tlto  Strecke  ya  von  einnnder  abstehen ;  die 
Wertho  x=  —  1,  —  2,  —  3, .  .  bestimmen  für  den  l'unkl  P  eine 
Reihe  von  Oertern,  die  aof  der  negHtiven  Seite  derselben  Ase 
in  denKeUien  gleichen  AhxtAndcn  aufeinander  folgen.  Ebenso 
liefern  die  ganzzahligeu  Wcribc  der  Varinhle  tf  flir  den  oben 
mit  Q  bezeichneten  Tunkt  auf  der  zweiten  Aie  laoter  Ocrter, 
die  von  dorn  Nullpuakta  0  ans  stets  den  gloiehen  Abstand  ye 
haben  und  »ich  nach  der  positiven  wie  nach  der  negativen 
Seite  der  Axe  unbeg^renxt  for1«et/.en.  Weil  nun  die  Uage  des 
Punkte»  H  fixirt  wird,  indem  man  ihirch  P  eine  Parallele  zu 
der  zweiten  Axc,  durch  ^  ciac  Parallele  zn  der  ersten  Axe 
zieht,  und  diese  Parallelen  tticli  Rchneidcn  läüst,  *o  theilen  die 
Parallelen,  welche  den  gamzMigm  Weiiheti  von  t  nnd  von  y 
entt)>reehen,  ilic  Kbene  in  huittr  iileicJw.  Pai-aW-hfframme,  und 
die  Ecktn  derselben  sind  die  PitnJcte,  welche  betrachtet  tvcrdrn. 
Der  Klitcheniiilinlt  des  Grundparalhlogramms,  dem  alle  bezeich- 
nete» Psirallelofiramnie  gleiifh  sind,  folgt  ans  (4),  wenn  P  der 
auf  der  [»ositiven  Seite  der  ersten  Axe  mit  0  benachbarte 
Pnnkt  lind  gleichzeitig  Q  der  auf  der  positiven  Seile  der  zweiten 
\\r.  mit  O  hcnacliliartc  Pnnkt  ist,  das  heisat,  wenn  rtir  den 
Punkt  Jt  .r  =  \  und  y  =  1  ist.  Der  FlächeniHhalt  deA  iirymi- 
parallelogtnmms  in  der»  ««  der  Fundion  ax*  +  2h  z g  +  e  y*, 
gfhöreiidni  SgaUtn  ftarallehgramtmdiscit   geordneter  Puuiie   d^r 

Eheyw  ist  dnJier  gleich  der  Grösse  V'T),    der   QuadratwurMd  ow« 
der  Jhteiininantf  D=  ac  —  ä'. 

Im  vorigen  g  hat  sieb  ergeben,  dasg  eine  wescotlich  positive 
Fnn<^*tion  /"(x,  g)  durch  eine  Sulwtitntion  mit  reellen  Ooefficicnten  > 

(II)  x^ax'  +  tig' 

g  —  y.T'  -{-djf, 

wofern  ilie  SiihHlitiitioni4detern)inanl.e  aä — ßy=:m  nicht  gleich 
Kall  ist,  wieder  in  eine  wetientlieh  positive  Function  g(x\if'}* 
=  a'  x"'  +  '2b'  X'  y'  -f  r'  y"  tlbergelit.  Diese  Transformation  kann 
ebenfalls  den  eiitgcflllirten  Antcliauuttgen  gemäss  interpretirt 
werden.  Da  zu  jedem  Paar  von  Werthen  x',  y*  ein  bcKtimmtes 
Paar  von  Werthen  r,  */  gehört,  tind,  weil  z  nicht  gleieh  Nnll 
i«t.  ancb  umgekehrt  zu  jedcul  Paar  von  Werthen  r,  g  ein 
bestimmtes    Paar   von    Werthen  x',  y\    su    ist    ein    Punkt 
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in  der  •  Kbene  Howotil  durch  dn-s  eine  wie  durch  dm  an- 
dere zugeordnete  l'aai'  vollständig  bei«tin)Wt,  und  darf  des- 
halb »owohl  durch  die  Aidllhrung  des  cineii  wie  des  anderen 
Piuirca  von  Werthen  bezeit^lnct  werden.  Wenn  etwa  in  (U) 
a:' ^  ),  y' s=:  0  gesetzt  wird,  so  folgt  x  =  «,  y=y:  wenn  .r'  =  0, 
y*  —  \  geAeliX  wird,  kommt  x=  ,%  if  ~  d.  Demnach  ist  der 
Punkt  a:'=  1,  y'  =  0  mit  dorn  Punlctex;=c,  ff  =  y  ideiititHih, 
und  der  Punkt  a:*=sO,  y'=:l  mit  dem  Punkte  a!  =  A  V  =  ^ 
identisch. 

Das  Quadrat  der  Rntfernang  Olt  wird  bei  der  delinirteu 
Interpretation  durch  die  Function  az*-\-  '2bxy  +  cf/*,  und  de«- 
balb  vermilgc  der  aus  (11)  flicsücnden  GIcichuDg 

(12)  az'  +  2Axy +  <;.v'=a'x"  + -J  ft' jr' y' +  c' y'" 

zugleich  durch  die  nol"  der  rechten  Seitu  bcfindli^;hc  neue  Func- 
tion dargestellt.  Indcnij  wie  wir  snbcn,  der  Punkt  x=^c(,  y=y 
üiit  dem  Punkte  x'=l,  y'=0  und  der  Punkt  x=,'?,  y=S  mit 
dem  Punkte  x'  ^^^  0,  y'  =  l  zusaniiucufsUIt.  so  hat  das  Quadrat 
der  von  dem  Punkte  0  aus  ^jcnouimeuen  Entternuug  lllr  den 
Punkt  x'=  1,  y'  =  0  den  Werth 

(13)  ocf'  +  2ftaj'4-C7*  =  a', 

und  für  den  Punkt  x'  =  0,  y'=  1  den  Werth 

(14)  aß^  ■>r2hßi)  +  c<V  =  r'. 

Wir  wollen  jolzt  ilcn  Winkel  f/i,  bestimmen,  welchen  die 
Verbindungslinie  des  Punkte»  0  mit  dem  Punkte  x'=  1,  ^'=^0 
oder  .t=a,  y=^y  gegen  die  iirgprlinglichc  erste  Axe  macht, 
nnd  den  Winkel  fp„  welchen  die  Verbindungslinie  des  Punktes  O 
mit  dem  Punkte  x'  =  0,  y'  =  \  oder  x  =  ß,  y  =  rf  gegen  die- 
sellK  Axe  macht.  Zu  diesem  Ende  künnen  l)lr  den  Punkt 
x=^ii,  y^Y  wie  lllr  den  Punkt  x=^ii,  y^d  die  rcchtirinfdißm 
Coordinaten  verwendet  werden,  die  vorhin  £  und  i;  genuiint  und 
in  (9)  durch  x  nnd  y  dargestellt  eimi.  FEtr  den  ersten  der  in 
Rede  stehenden  Punkte  sei  ^=^^,,  'i  —  »;,,  lUr  den  zweiten 
^=!|„  »?=»/,.  Nim  bat  das  Quadrat  der  von  dem  Punkte  O 
aus  genommenen  Entt'emnng  ttlr  den  ersten  und  den  zweiten 
Punkt  vermiigc  (1.^)  und  (Uj  die  respectiveu  Wcrthe  ^f  +  ij*  =a'. 


53  +  ^5=«';  mitbin  lietVrl:  dif.  Kinftlhrung  der  Winkel 
^,  die  Gleiebangen 
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r, 


und 


ftyitem  pafalle^^nmmntisuh  |??ordnel«r  Pun^t«. 


(15)  f.  =  Va'  COS  ff>„  i;,  =l/a'  sin  qr-, 

§,  =  Vc'  cos  IT.,  r;,  =  Vc'  sin  y,. 
AndrerselUi  geben  die  Seiden  Substitutionen  .r  =  cf,  y=j 
und  x^=ii,  p=^<i  die  (Ucicbungeu 


(16) 


'_'  rf. 


Der  Wiiikol,   welchen  die  von  dem  Nullpunkte  nacb  de 
Punkte  x  —  ß,  y  =  ^  gezogene  Linie   mit  der  von  dem  Nu 
punkte  naoli  dem  Tniikte  x=tt,  y^y  gezogeneu  Linie  mncht, 
ist  gleich  der  Differenz  der  eingettlbrten  Winkel  ^,  — y,.   M 
findet  aber  aus  (I5j  die  Gleichungen 

5i  '?i"fi'!i  =  V^'  ^^'  (siiT«  otwy,  —  sin  gt,  cos  v*, 

=  Va'  Vc'  sin  (y,  — T.) 
Ii  ^i  +  ^i  l.^l^' W  (cos  <ip,  cosy,  +  siny,  sin  7», 
^Va'X'^'  cos  (7^, —  </>.), 
und  aus  (US]  niit  Beacbtung  von  (29)  des  g  78  die  Gleicbangen 

^.  ^.  +  i?!  7t  =  &'» 
deren  Combinatiou  die  Gleicbangen 

I  l'V|/?8in  (f,-ff.)^(üiI-^?-)|/^ 

'    X'^'Vc'  cos  (f/),  — r/',)=6', 

hervorbringt.  Vermöge  derselben  ist  der  Winkel  <jP,  — y,  dem« 
jenigen  Winkel  gleich,  wcichcu  twei  Äxen  haben  müssen,  die 
nacii  der  entwickelten  Methode  7,a  cinrr  gmmeirischm  Tnitvpre- 
tation  der  l'uneiion  a'  x'*  +  2b'  x'  p'  +  c'  if*  anzunxnden  sind. 
Da  die  betreffenden  Ooetticienten  und  Cnerficientenverbin düngen 
aus  deneu,  welche  zu  der  Function  ax"  +  2Äa:y +cy"  gehören, 
durch  llinznfilgnng  von  Aoccntcn  abgeleitet  werden,  so  liefern 
die  Forntclu  0)  t^i'  den  Neigungswinkel  ta'  der  zu  wJÜilendeu 
neuen  Azeti  die  BcstiuiDiung 

(20)  COS  w'=  -7^     -^,  »in  w'ä — = — 7 

WO  die  Quadratwurzeln  wieder  poaitiv  zu  denten  sind.    Die  De-, 


(17) 


(18) 


;i9) 
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terniinanten   D   cud  ly   sind    darch   die   Gleiclinng   (28)   des 

8  78 

B'  =  *^  D  =  {tid  —  ßYy  D 

verkuUpf't.     Wenn  man  also  die  Werihe 

den  Werthe»  (20)  ffegmüher  steiitt  .to  fallen  cos  tu'  und  cos 
(91,  —  y,)  sieis  eustanmen,  femer  unterscheiden  sich  sin  ot'  und 
sin  ((('^  —  tff]  nic/U  von  eitutuder,  Kenn  die  Subsfiiutionsddcrmi- 
nattie  x^aö  —  ßy  einen  positiven  iVcrtJt  hat,  unierscheideti  sich 
dagegen  nur  durch  das  Vor^eicften,  wenn  die  Suhstüutiomdcter- 
minante  x  einen  negatipen  }yerth  hat.  Hieraus  folgt,  Urss  in 
dem  erston  F.iHe  die  Winkel  w'  nnd  tp^  —  r/i,  einauder  gleicb, 
im  zweiten  FaHc  einander  im  Vor/.eiclien  entgegengesetzt,  dem 
aÜBoIutcn  Wcrthc  nach  aber  cbeni'aUs  gleich  siad. 

Wir  sehen,  dass  der  Sinus  des  Winkels  tp^  —  fp,  fUr  ein 
positives  x  ]>0äitjr,  für  ein  negutives  x  negativ  austUUt.  Iliemit 
wird  ein  characteristischer  f'ntasehied  ausgedrückt,  welchen  die 
Lage  der  Linien  bahcn  kann,  die  sich  von  dem  Nullpunkte  nach 
dem  Punkte  .r  =  f(,  y  =  )'  und  nach  dem  Punkte  x=^f?,  i/  =  {( 
erstrecken,  und  die  wir  der  Kllize  halber  die  erste  n«««  und  die 
aweite  neue  Linie  nemitu  wollen.  iJei  der  eingeführten  BcBtim- 
muug  werden  die  Winkel  «y,  und  v*«  '"  ti*^""  Siuue  einer  Dre- 
hung von  der  linken  zu  der  rechten  Hand  positiv  gerechnet. 
Die  erste  neue  Linie  and  die  zweite  neue  Linie  sehlicssea  einen 
bestimmten  Winkel  ein ,  der  zwischen  Null  und  zwei  rechten 
Winkeln  liegt  oder  coticav  ist.  Wofern  sin  (<p^~^t)  positiv  ist, 
nwss  i»  Beettg  auf  diesen  Winkel  die  erste  tiette  Linie  links,  die 
iie  neue  Urne  recMs  liegen\  wofern  sin  (y,  — ^,)  negativ  ist, 
in  Setttg  auf  den  entsprechenden  concaven  Wirikel  umge- 
die  erste  nate  Linie  rechts  wid  die  tneeite  neue  Linie  links 
Hegen.  Für  ein  positives  /.  tritt  der  erste,  für  ein  negatives  x 
der  rireite  Fall  ein. 

Es  war  die  Lage  der  ursprünglichen  beiden  zu  der  Func- 
tion ax*  +  2h xg  -i-  c  g*  gehörigen  Äsen  bo  angenommen  wor- 
den, dass  in  lieeug  auf  den  von  dmselhen  eingfschlossenen  con- 
eaven  ^V^nkel  11  die  erste  Aze  links,  die  tweite  Axe  rechta  liegt. 
Die  ünterenchung  hat  gezeigt,  dass  die  erste  neue  Linie,  welche 


879  SytUm  pftrallelo^rammKtiacb  geordDeter  Pirnkta. 


§ 


Sich  von  dem  Nullpunkte  0  nach  dem  Punkte  x^a,  jf  =  y  od« 
x'=l,  iy' =  0  erstreckt,  dessen  Riitl'ernnng  von  0  gleich  \^a' 
ist,  und  die  xweiie  nette  Linie,  welche  sich  von  dein  Nullpunkte  0 
iiat'b  dem  l*unkte*=/?,  p  =  d  oder  x'  =  0,  y'=l  erstreckt,  desseu 
Entfernung  von  O  gleich  l/c'  ist,  x^wci-i^j:»»  liefern,  die  in  der  genau 
entsprechenden  Weise  zu  der  Funetion  a' a;'* +"2fc'/;'y' +  r'y" 
geboren,  ffichti  unütet  lihtr  der  Unterschied  oh,  dass,  sobald  die 
Suhatitutiiynsdeterminailie  nrf— j'//=x  positiv  isi,  die  erste  neue 
Axß  in  liejitg  auf  den  concaven  Winkd  tj'  xu  der-  eteeiten  neuen 
Axe  ebenso  liegt,  tdc  die  erste  ursprüngliehe-  Axe  zu  der  zweite» 
ursprünglichen  Aze,  dass  dagegen,  sobald  k  negativ  isi,  die  errf« 
neue  Axe  gu  der  etceiten  neuen  Aä-e  entgegengesettt  liegt,  wie  die  wr- 
spriingliche  erste  Axe  su  der  ursprünglichen  jmeiten  Axe.  Denken 
wir  uns  dureh  den  Punkt  a;'=I,  i/'  =  0  eine  Parallele  20  der 
zweiten  neuen  Axe,  und  dureh  den  Punkt  xr'^O,  y'=  I  eine 
Parallele  zu  der  ersten  neuen  Axe  gezogen,  bo  schneiden  $ii*fa 
diese  Parallelen  in  dem  Punkte  x'-=  1,  y'=  I,  und  der  FlSchcn- 
inhalt  des  Parallelogramms,  dessen  vier  äcitcu  durch  die  beiden 
neuen  Axcn  und  die  hctrcfTendcn  beiden  Parallelen  gebildet 
werden,  hat  auf  Grund  der  ftlr  die  Kunotion  ax^  -^2hxg  +  eg* 
gefundenen  UenultnU;  zu  seinem  Ausdruck  die  QtMdraticureei  ans 
der  Detcnninante  D' ^  {cc  d  —  ß  y)*  lt.  Ein  beliebiger  }\mkt  der 
Ebene,  der  vorhin  mit  H  haieichnd  isi,  hekomnU  in  Besug  aufdit 
heitlen  neueti  Axpti  respi-rtivc  dtf  Coordinaten  x*  l/n'  tinä  y'  l/r"- 
Weun  festgesctict  wird,  dnsB  die  vier  Grftssen  «,  jV.  y,  3 
gansc  Zahlen  sein  sollen,  so  bewirken  die  SubslitutioQ^glcichungcn 

X  =  ax'  +ßg' 

y  =  rx'  +  dy', 

dasR  aufl  irgend  zwei  gan7.en  Zahlen  x'  und  g'  ganze  Zahlen 
lllr  x  und  y  hervorgehen.  JKe  g<mtX(iJdigcn  Wertht  wm  x* 
und  }f'  bringen  in  df-r  zu  der  geomdrisrhen  fnterprdalion  be- 
nutztm  Ebene  ein  St/stem  von  paraUehgrammalisch  geordnetat 
I*unkten  hervor,  die  auf  den  ParcUlelen  tu  der  ersicji  neuen  Axe 
in  den  ghichnt  Ahständiti  Va'  und  auf  den  ParaUeten  eu  der 
tweiteu  neuen  Axp  in  dtm  gleichen  Abständen  \/c'  auf  einander 
folgen.  Der  Flileheninhalt  des  ßrundpnrallelogramms  V^D'  ist 
gleieh  dem  Produet  de«  FltlcheuiiilmlU  von  dem  viuerst  hetrauh- 
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rieten  GrundpflrallelogTamm  ]/^  mit   dem  absoluten  Wertlie  der 

Subslitutiousdctcrminautc  a^—ßy,  weJclie  gegenwärtig;  gleich 
einer  ganzen  Zahl  ist.  Alle  Vunktc  dieac'i  neueti  Systems  sijtd 
etigUirh  Punlte  des  ursprüngliclten  Si/xtntut,  dtis  der  Function 
ttx'+2&xy+cy*  zugehört,  weil  jeder  Punkt  dem  ein  ganz- 
xahligci;  x'  und  ein  ganzzabligcs  y'  entspricht,  aueli  durch  ein 
ganzzaldiges  .i-  und  ein  ganzzahligcs  p  bezeichnet  wird,  (ib  aber 
aueh  dos  ningekebrte  der  Fall  sei,  hängt  davon  ab,  ob  vermöge 
'der  Sahstitniionsgleichungen  [22)  auR  ganzzabligen  Wertben  von 
X  und  y  sich  ganzzabligc  Wcrthc  von  x'  und  y'  ergeben.  Die 
AuflSsang  von  (22)  liefert  die  Gleichungen 


(23) 


Eb  werden  daher  z'  und  y'   dann    und  nur  dann  die  be- 

treffende  allgemeine  Eigenschaft  haben,  wenn    ,  -,  '-,  -  lauter 

ganze  Zahlen  sind.  Die  uotbwcndige  nnd  hinreichende  Bedin- 
gung bieHlr  \»X  am  Schlüsse  des  tf  77  aufgesteUt  worden,  und 
besteht  darin,  dass  die.  DetcnninnnU  ad~  ft  y  entweder  gleich  der 
posiiiven  oder  der  neffotivcn  Einheit  sein  mtts$.  Unter  der  Vbr- 
missetBvng,  dans  <td  —  ,iy^-i  1  od€i=--\  ist,  sind  also  aUc 
Punkt«  des  nrut-n  pariülehyrarmnaiischen  ^'ijsfrms  euyldch  Vunldc 
des  ursprihigliehen  St/stet)is,  und  anch  alle  Ftmkte  des  nrsprUntflivheti 
Systems  mgleich  Ptmhc  des  neuen  Systems;  wegen  der  Gleichun- 
gen l>'  =  {ad  —  !iy)'n  und  {aA  —  fiyy^l  ist  ferner  D'=I), 
und  deshalb  haben  die  trrmidparaUelogramme  bei  den  beiden 
Sys/ertnen  detiselten  FtächenititKilt.  Man  erkennt  hieraus,  dass 
gegcnwitrtig  daxstifH  Si/sfi-m  von  Punkten  der  Ebene  erstens  narJk 
den  beiden  urspriinglichm  Axt^i,  und  zweitens  nach  den  l/eiden 
neuen  Axen  geordnet  ist.  Die  reUttive  iMye  der  ersten  tu  der 
ten  Axe  stimmt  für  die  betdeti  Anordnungen  Uherein  oder  ist 
^entgegengesetzt,  je  nachdem  (t  6  ~iiy=\  oder  G6  —  ßy^=~\  iit. 
Eine  ganze  homogene  Function  ax*  +  2bxy-\-ey* ,  in 
welcher  a,  6,  c  gegehene  ganze  Zahlen  ond  j,  y  beliebige  ganee 
Zahieti  bedenti'n,  stellt  gat\£ti  Za/den  dar  und  Ifildet  insoCern 
einen  Gegenstand  fUr  die  Lehre  von  d<m  ganzen  Zahlen  oder  die 
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Ariilmdik.      Gauss  hat   diasen    Kunotioncn   die  ftinfte  Scctioq 
ticiuci'  ilisquhttioncs  aritkmcficae  gcwitlinet    nnd   nennt  Bie  dorti 
Formen  des  rtceiten  Gratks.    Im  Verlaufe  der  Untersuchung  er-' 
wähnt   er    anch  die  alffebrai^chen  ratiotialen  ffansen  homogenen 
Functionen   ton  mehrere*^  Variabein  utui  vcrsciiiedenen  Graden, 
nod  bemerkt,  dass  dieselben  in  Bezug  auf  die  IlÖhe  des  Gradeg 
in  Formen  des  sweiien,  dritten,  vla-ten  Grades  □.  a.  w.,  in  Be- ' 
zug  auf  die  Atuahl  der  Variabeln  in  binäre,  temäre,  guatenuir&\ 
Formet*   u.  s.  w.  eingctiicilt   werden  können.      Dieso   Bezeich- 
DQDgAWcise  ist  immer  mehr  xur  Herrschaft  gekommen  und  wird'l 
auch  im  Folgenden  angewendet  werden.  Die  ganzen  homogenen 
Functionen    des  zweiten  Grades   von  zwei  Variabeln  sind  nach 
dieser  Ausdrueksweise  die  binären  Formen  des  eteeUim  Grades 
oder  die  binären  quadratischen  Formen,  nnd  die  erklärte  geome-j 
Irische  luicrpretatimi    bezieht   steh   anf  die  tcesetUlich  posiiit 
biniiren  qtiadtdii'iclien  Fortnen. 

Fiine  quadratisehc  Form  aar"  +  Sftxy +cy",  in  welcher 
a,  h,  c  game  ZMcn  sind,  geht  vermöge  der  Subetitution  (22)|j 
bei  der  «,  ß^  y,  Ö  wieder  ganze  Zahlen  sein  sollen,  in  die  Form 
«' a:"  +  2  6*  a:' y'  +  p'y"  Uber,  bei  der  «',  &',  c'  ebenfalls  ganze 
Zahlen  tiind.  Alle  ganzen  Zahlen,  welche  durch  die  Form 
a' x'* ->r'i.b' x' y' -^c' y'*  dargestellt  werden  können,  sind  auch 
durch  die  Form  o  j* -f  2ixy  +  c  j/'  darstellhar.  Dagegen  sind 
umgekehrt  alle  Zahlen,  welche  durch  die  erste  Form  dargestellt 
werden  kUnueu,  dann  und  uur  dann  auch  durch  die  zweite 
Fonn  dat'^tellliar,  wenn  die  äubstitiUionädetemiinantc  ud — ßf 
gleich  der  positiven  Einheit,  oder  gleich  der  negativen  Ew 
ist.  Alsdann  heissen  die  beiden  Formen  aequivalent,  nnd  zwar, 
im  ersten  Falle  eigentlich  acf{im'alvnt,  im  gwäten  FaUe  unei^ 
lieh  aeq»ivalenf.  Sobald  die  Form  ax'  +  2bx g  +  c y^  wesent-' 
lieh  positiv  ist,  so  ist  dies  auch  die  Form  a' x'* +2h' x' y' +  &  g'*. 
Zu  jeder  der  beiden  Formen  gebOrt  ein  parallel ogrammatiscb 
geordnetes  System  von  Punkten  in  der  Kbene;  bei  jedem  der 
beiden  »Systeme  werden  die  vermüge  der  bctretfenden  Form 
durch  gflDzxabltge  Werihe  der  Variabeln  darstellbarCD  Zahlen 
durch  die  Quadrate  der  Abstände  aller  Punkte  des  Systems  voo 
dem  Xullpunkte  vertreten.  Wenn  die  beiden  Formen  aeqttictüenf 
sind,  so  fallen  die  zugebödgen  Systeme  von  Punkten  zuäaimnen. 
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Als   Beispiel  möge   die  Farm  (G)   gelten,    der  Typus  aller 
wescutlieti  {lositiven  Formen, 

x^  +  y". 
Vermöge  der  Substitution 

x^2z'  +  5y' 

deren  Deterininantc  2.3 — 5.1  ^  +  1  ist,  geht  dieselbe  in  die 
wescntttcb  ijosittve  Form 

üx"  +  2,  13r'y'+  34  s/'* 
Über.    Sie  verwandelt  sich  rermDge  der  Substitution 

a:  =  3  x'  +  4  y' 
y  — 4x'+  5y\ 

deren  Determinante  3  .  ö  —  4 . 4  ^  —  1  ist,  iu  die  wctjcutücb  po- 
sitive Form 

■J5x"  +  2.32x'y'  +  41y'V 
Da«  System  der  Punkte,  welches  zu  der  Form  x'  +  y"  ge- 
hßrt,  besteht  aus  (/tiadraten,  Anren  Seite  (jUit'h  der  Einheit  ist.  Die 
beiden  andern  Systeme  entbnttcn,  daa<J — ßy  Am  er«te  Mal  gleich 
der  positiven  Einheit,  das  andere  Mal  glciob  der  negativen  Ein- 
heit ist,  dieselben  Tunkte,  nach  zwei  verschiedenen  schiefwinkli- 
gen Parallelogrammen  geordnet 

§  81.   Tranifonnation  der  quadratisohm  Formtn  mit  liellebl^ 

vielen  Varlabeln,     Elgeniohaften  dar  Determinante  einer 

qnadratlBOhen  Form. 

Die  ffatum  ftotnoffatcn  Funcfionen  des  xtveUm  Grades,  oder 
die  quadratischen  Formen  mU  hdkbitj  videi^  Varicdteln  j?^ ,  x,, . . .  x^t 
welche  die    in  §  7^1    erwähnte  zweite  Gruppe   von  Functionen 
ausmachen,  mügen  folgcndermassen  bezeichnet  werden 
(I)    f{x,,x^,...x^)^a^^x\-\-1a^^x^x,+  ..  -i-2a,„a:,  x, 

•¥     Q^X\       +  ..  +  2ö3,X,  I. 
+ 


Unter  den  — ^-^ —  Coefficienten  an,  2  a 


•\%1 


•  a., 


sind  die 


Sffiüienten  der  Quadrate  als  einfach  genommene  Grössen,  die 

■fficienten  der  PnKlticte  von  zwei  verschiedenen  VariabeJn  al» 

doppelt  genommene  Ürilssen  notirt,    was   auch  schon  bei   den 


»7« 


QiiulratiBcbs  Formeu  mit  belieljig  vielen  ViriabelD. 
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%=^i 


binKrcn  quarlmtiHchen  Kormcn  fireftcheben  ist.  Es  wird  »ich  als 
vortJicilbaft  ciwciuec,  fi'stxusetxeii,  (laus  boi  den  mit  zvfo.i  ver- 
scbiedenen  Zeigern  verschcucn  OriSssen  eine  Vcrtauscbiiuj;  der 
beiden  Zeiger  unter  einander  gestattet  sein  soll,  so  dass  ftlr 
zwei  beliebige  Zeigor  >.  und  u  stet« 

(2) 

ist.  __ 

Wir  werden  «unöi-hst  das  Tlesultat  ermitteln,  welches  cnT" 

steht,  sobald  iu  die  quadrati»cbc  Form  (l)  .statt  jeder  der  nVa- 

riabcln  x^  ciu  Aggregat  von  £wci  beliebigen  (rrössen 

(S)  «1  +  1, 

sabstitnirt  wird.  Die  Form  (I)  ist,  wie  so  eben  bemerkt  wor- 
den, elu  Anregst  zweier  verseliiedeiipr  Gattungen  von  (Tliedem, 
von  denen  die  eine  Gattung  die  Qnadrati-  der  Variabein  x'  die 

andere  Gattung  die  I'roducte  von  zwei  verscbic^denen  VarialielD 
aCj  3.^  entbUlt.  VemiOge  der  angegebenen  Substitution  erzeogt 
äoA  ar»prUngliebe  Glied  o^^^xl  die  neacn  Glieder 

[4)  a,,x\  +  2a^,x,§,  +  a,^^l,    . 

dagegen  da«  ursprüngliche  Glied  '2a^    x^  x    die  neuen  Glieder 

(5)  2«,^  x^.  +  2a,,,  {X,  £^  +  f.  x;^  4-  2a,,.  B,  ^^. 

Zieht  Dian  jetzt  alle  nenen  Glieder  znKammen,  welche  nur 
die  Grössen  ar,,  a?,, . . .  x„  enthalten,  dann  alle  diejcnigcu,  welche 
nur  diu  Grösäcn  ^„  $„  .  ■  ^  enthalten,  und  endlieb  alle  diejeni- 
gen, in  denen  die  einen  wie  die  andern  Grüsscu  mit  einander 
vcrbuudcn  vorkommen,  so  crhillt  man  erstens  das  Aggregat  der 
Glieder  a^^  x^^  und  2a^   x^  x  ,  das  heisßt  die  Form/*(j:,,a:,,  ...*J 

selbst;  man  erhält  zweitens  das  Aggregat  der  Glieder  a^^  ^*  und 
•^'*;,i  »i  ^;.-  *^**  heisst  den  Werth  der  Form,  welcher  den  Be- 
stimmungen T,  =  ^,,  x^  =  >„  . .  ^«  =^  S„  entspricht  nnd  der  durch 
/"(bi- In  •  •  •  I-)  ausgedruckt  werden  kann;  luau  erhält  drittens 
den  doppelten  Wcrth  des  folgenden  Aggregats,  da»  in  Bezug 
auf  die  Grössen  j^,,  .  .  .x„  vom  ersten  Grade  und  in  Bezug  auf  die 
Grf'seea  ^,,  ^„ . .  f«  cbciitalls  vom  ersten  OradCj  in  Bcxag  auf 
beide  Systeme  von  ;i  GrüM^en  zusammen  jedoch,  wie  nicht  an- 
ders möglieb,  vom  eiveikn  Gmdc  ist, 


QimdnUMbe  Formea  mit  beliebig  vielen  Variabeln. 
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(6)  Oi,3C,^,+  a„(a:,^+|,:P3)+  ...  +  «,M$,+  lx,) 

Das  Bikluu^sgcsctK  desscibcu  wird  leicht  erkemibnr,  sobald  das 
Aggregat  durcli  die  Anwendung  der  eingeführten  Glcielmnyeo 
a^    =a_i  die  Geijtalt  erhiUt 

(7)  a„  a:,  ^,  +  «„ xj,  +  . . .  +  a^^x,  ^, 

+ 

+  ß.i  ■■P«  li  +  a,/^;  -^  +  ■  ■  •  +  a„^-^l- 
Die  Jtle  Ilori7.ontalreihe  cnihiilt  das  Produot  dor  b'nnction  des 
ersten  Grades  «,  £,  +  a.  £,  +  . .  +  a,  f  mit  der  Orftsue  x,, 
die  /ite  Vertikalreihe  enthält  das  Trodnct  der  t^inction  des 
ersten  Grades  a,  x,  +  o,  a;,  +  . . .  -t-  a  x  mit  der  Gr<i88e  ^  ; 
wegen  der  Glcicliungeu  «i  =«  ^  siimmeit  aber  die  Coeßcimien 
der  Um  fiorUontalreihe  und  der  Xtcn  Vertiknlreihe  der  Folge 
7uirh  ührrnn.  Wenn  man  daher  die  n  Fundionen  des  ersten 
Grades  oiufttUrt 

(8)  f,ix„  x„  ...xj  =a,,x,  +  a.jX,  +  . . .  +  o,.x. 


fjx^y  a:„...a:J  =a„,a:,  +  a^,x^  +  ..  .  -»-a..x., 
8«  folgt  fllr  das  Aggregat  (7)  die  doppelte  Üarstellxing ' 

(9)  A  U^,  f ., .  -  - 1- )  ar.  +  . . .  +  /;  {^,.  ^„ . . .  f„  )  i. 

Dieselbe  lehrt  zugleich,   dans   das  Aggregat  seinen  Wertli  nicht 

ändert,  sobald  die  GriJsscn  f ,,  f^ ^„  unter  Beibebaltung  der 

hetrefTenden  Reihenfolge  mit  den  Grli?isen  x,,  x„  . . .  x„  vcrtanscht 
werden.  FBr  das  Rrgnbnias  der  Substitution  der  Ansdrllekc  fS) 
in  die  gegebene  Form  findet  sich,  indem  man  die  drei  erwähn- 
ten Aggregate  xiisamnieiifasst,  die  Entwickelnng 

(10)  /-f^. +  ^.,^. +  ^...---^.  +  ^.) 

+  2/", (x„ x„ . . . x„)  f,  +.. .  +  2/;(x,»x,, ... X«)  I, 
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Quadratische  FormeQ  mit  heliebiff  Welen  Vahabelo. 


§  81. 


Es  verdient  lierTorgehobeo  zd  werden,  dass,  äobahl  in  dem  Ag- 
gregat (7)  die  Grössen  £,,... |,  beiiehangsweise  den  GröBsen 
^if-^ü  gleich  gesetzt  werden,  die  sämmtllcheu  Uestandthcile 
der  Form  f(x^,x,^...x^)  enschciucii,  and  das»  in  Fulge  dessen 
die  Gleichung  gilt 

Ol)  r(^.,^ *j 

Die  Glcldiungcn  (10)  und  (11)  entlmltcn  die  Rechtfertigung 
dalllr,  dass  in  der  zu  untcr^uchonflcn  qufldratiscbcn  Form  den 
Coefficienten  der  Producte  von  zwei  verschiedenen  Variabein 
der  Factor  2  beigelegt  ist 

Eine  Suljstiliition,  durch  welche  die  gegebene  quadratische 
Form  derVariabelu  x^^x,,  ...x„  in  eine  (juadratische  Form  der 
Variahein  j',,  a;',,...j:'^  tibergeht  und  die  eine  Substitution  des 
ersten  (rrades  genannt  wird,  sei  die  folgende 
{Vi)  X,  -  y,,  x\  +  y„  0:*,  +  . . .  +  /,„  < 

x^~r.n  ^\+y-^  a:', +  ...  +  /„  *'. 


■I*  *■» 


dabei  wird  vorausgei»etzt,  dase  die  Deterniinante  /'  der  n'  Ele- 
mente y^  nicht  gleich  Null  ist,  jedoch  keine  andere  Beschrän- 
kung als  diese  angenommen.  Die  Coefftcienten  der  hervorge- 
henden Form  g  {x\,x\,  ...x'^  sollen  aos  den  ent-*]) rechenden 
Coefficienten  der  Form /"{3:,,x„...a;J  dnrch  Hinzuülgung  von 
Aecenten  erhalten  werden,  so  dass 
(13)    9{x\,x\,...xf,:)  =  a\^x'\-¥2a\^x\x^^...^-2a\,x\x'^ 

-f..: 

nnd  wieder  a'i„  =  o'  ,  ist. 

VolUtändigc  Ausdrucke  fUr  die  Coefficienten  der  Form 
P  (ar'p  i'j, . ..  x'J  lassen  Rieh  auf  Grund  der  Bemerkung  finden, 
dasa,  Yttnvt  X  und  /<  irgend  zwei  von  einander  vergchiedene 
Zeiger  bedeuten,  und  wenn  alle  n  Variabein  a;*,,  x*,, . . .  x',  mit 
AuBnahme  der  beiden  Variabein  x'.  und  x'  die  Worthc  Null 
erhalten,  die  Form  ^  (i'i,  x*,,..  .x'J  in  die  binäre  Form 


1 


QaadrmtiKbe  Foroicn  mit  beli«bip  vielen  Voriabeln 
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* 


(14)  a^  x'\  +  2  a^  x\  x;  +  a^  z'J 

Hhcrgiebl.  Wenn  nnn  die  sÄmmtlichfii  Variahpln  .r\,x\,...x\ 
mit  Ausuahmo  von  x\  iintl  x'  in  dcu  Gleichungen  (12}  gleich 
NdII  gesetzt  werden,  so  verwandeln  sich  dicäc  Uleicbungcn  in 
die  folgenden 

Das  liesnltat  dieser  specicilen  Sub»ttitiition  kann  aber  auR  der 
Gleicbnng  (10)  gezogen  werden,  uod  liefert  dann  hei  der  Ver- 
gleicbung  mit  [U)  die  Ausdrücke  van  «'j^j,,  a'j.. "'.  •  Man  erhält 
darch  die  Anivendnng  von  (10)  die  Gleichung 

+  2/'.  (y.,^„...y,,r',)  y.^^r-^  +  -  +  2/;  Cy„xV...y,,x',)  y^^x*^ 

Weil  nun  die  ersten  Bestaudlhcilc  der  cinznsetzeoden  Aggre- 
gate den  geiDcinsatuen  Thcilcr  x\y  die  zweiten  ücBtaudt heile  den 
gemcinsainen  Thciler  3^^  haben,  so  tritt  hei  der  Hnbätitntion 
der  in  Rede  stehenden  Pioduetc  in  die  homogenen  Functionen 
des  ernten  Grade«  der  gemeinsame  Factor,  und  bei  der  Sobsti- 
tution  in  die  homogene  Function  de«  xivciten  Grude»  das 
Quadrat  des  gemeiusameu  Fnctors  als  Factor  heraus.  Es  wird 
deshalb 


nnd   die   rechte  Seite  von  (IG)  zerfUUt  von  Reibst  in  die  drei 
Summanden  a„  x^.,  2a,    z'.  x'  ,  a    x'^.    So  gewinnen  wir  dift 

II       l'  Xfi      X      fi'       ftn      n  ^ 

Aosdrtlcke 

'^'i^^fi  *>'u.-.>',i)  ?',^+-+/L  (yii>"-yJ  y-M 

Wegen  der  Gleichung  (9)  existiit  fhr  die  Grösse  a\^  »uch  dei 


(18) 


seo 


QuftdratUcbe  Forcaen  mit  beliebig  vieleo  Variabeln. 
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iiwcitß  Aaedriick 

welcher  am  dem  sueret  angogebenen  Ausdrucke  durch  Vortaa- 
»chung  der  y,^,  y^j,...>',i  mit  den  y^^,  y,^,...y.^  entsteht  Da 
ferner  das  Aggregat 

vermöge  der  Gleicliung  (11}  die  Eigenschaft  hat,  ifobald 


J'i^  ~~'^ii} 


y    =  y 

*     II    U  '     ' 


nk 


'9)t 


genommeD  wird,  gleich  dem  Ausdrucke  fiy^^,  •  •  ■  y,  J  '-u  werden, 
so  ist  die  lUr  a'^^  abgeleitete  Dun^tclinDg  nicht  our  dann  gültig, 
wenn  X  und  ft  verschiedene  Zeiger  bcdcntcn,  sondern  auch  dann, 
wenn  X  =  fi  wird;  sie  gilt  dalier  für  aUc  ComJixnatifinm  nccier 
Zeiger  ohne  Ausnahme.  Ihre  vollständige  Entwickcluug  ist  diesö^ 

(»9)  c«,i/u+«.>y,.+  ---+"..J'-*J?'i;. 

+ 

+  («.;',  j  +  *./■„,  +  ■••  +  o   y  ,^  Y 

Durch  die  Gleiduingeo  (8)  wird  ein  System  von  n  Func- 
tionen de«  ersten  Grades  der  n  Variabein  j:,, x,, ... ««  deflnirt, 
ttlr  das  die  in  Betreff  solcher  Systeme  in  den  frtlbercn  §  gefun- 
denen Resultate  zur  Anwendung  gebracht  werden  können.  Die 
Coefficienten  der  in  Uede  stehenden  »  Functionen  bilden  das 
•System  von  w"  Elementen 
(20) 


11 


>i 


a     a 


In 


an 


II  • 


nl        n-i        113  Hü' 


bei  dem  die  Gleivhangen  (2) 


bestehen.  Denkt  man  sich  in  dem  vorliegenden  quadratisch  ge- 
ordneten Schema  die  Diagonale  gezogen,  welche  absteigend  von 
links  nach  rechts  geht,  so  hat  in  Bezug  auf  diese  die  Ate  Hori* 
zontalrcihe  und  die  /te  Vcrtikalrcihe,  iu  \vctchcn  die  aufein- 
ander folgenden  Elemente  bezlehanga weise  einander  gleich  sind, 


S  61.  Qutidratücbfl  Fnrmfi»  mit  boliobif;  vielen  T&riabfila. 


dieselbe  Lage.  Man  dsrC  daher  sagen,  da»H  in  dem  Sclicnm 
(20)  je  zwei  KIcmuMite,  die  zii  der  bcsfliriebcnen  Diagonale  eine, 
gleiche  relative  Lairc  ndcr  eine  syttnnetrische  Lage  liahen,  ein- 
ander gleich  sind,  und  bezeichnet  ein  solclte»  System  voti 
Mlemenien  als  ein  sf/nint(tniichi:s  System  von  Klfmentcn,  die 
zugehörige  Deti^i-ininante  als  eine  .'tymmetrische  Detertniuanie. 
Vermöge  der  bisherigen  Definitionen  sind  a,j,  2»,^, .  . .  a__^ 
die  Coeföcientcn  der  Form  /*(.r,,x,, . .  .x„)  genannt  wordun. 
Wenn  dter  nach  cimi  l'orgaHge  von  Gauss  die  Grössen  a^^,  a^^, . .  a^^ 
die  CöeffUienieti  der  Fi/rnt  f  (x^,  ar,, , . .  a:„}  hcissen,  so  hestcJU 
das   syrnuKtriscfie  System  (20)   aus   den    CoaffioirtUen    der  Form 

Die  DeterminoTUe  D  des  Systems  (20)  wird  die  Determnante 
der  quadratischen  Fonn  fii\,x,,...x„)  geiwmit.  Nach  §75 
sind  die  n  Functionen  den  ersten  Gradea 

/■,  (x,,  x„ . . .  x^),  /;  (X,,  j-„  . . .  j-J.  .../•„  (ar,,  X x„) 

dann  nnd  nur  dann  von  ciiiandpv  unubhüngig,  wenn  die  Deter- 
minante D  einen   von  Null  verschiedenen  Werth  bat    Bei  der 
binären  quadratischen  Form  ax' +  2  6xy +  cj^'  haben  die  Func- 
tionen /*,  {x,  y)  und  /',  ix,y)  die  Ausdrücke 
/,  (a;,y)  =ax+  hy 
ftix,y)=bx->rc  y, 
und  die  Determinante  D  hat,  wie  in  den  vnrbor^eh enden  §  den 
Ansdrurk  nr  — /»*,     Das  Systcni  tler  bciiK^u  Functiuncn  »x  +  Ay 
nnd  bx  +  cy  ah»  solches  ist  daselbst  nicht  znr  Verwendung  ge- 
kommen, und  CR  i(*t  daher  auch  der  Satz  nicht  ausgesprochen, 
daas  die  Unnbhängigkeit  dicsor  Fnnctioncn  einen  von  Null  ver- 
schiedenen Werlh  der  Dctcrtninnotc  ac^h*  zur  liedingiing  habe. 

Nach  der  aulgcstetlten  Dciinitiim  von  D  ist  die  Determinante 
Z)' der  Form  <j  i'x',,  r.\,. .  j:'„),  in  wehihe  die  Fnrm/"(.r,,  x^,...  xj 
durch  die  Substitution  (121  llbergeht,  gleicit  der  Determinante 
des  svni metrischen  Schemas  der  zugehörigen  CoeDieienten 

"■..»'.,'■'..•■•''•..■ 

fl'     o'     a'    . .  .  a' 

ai      «      as  «■ 

ü'     u'     a'    . .  .a' 

si      ja      iti  Sm 
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Nun  werden  die  CoefBuienteo  aV  für  jede  Combination 
von  Zeigern  darch  den  Ausdniek  (IP)  dargestellt.  Dieser  hat 
das  in  t^  70  erörterte  Hildun^gesetz,  das  auf  der  Conibinalion 
der  HoriKontaSrcibcQ  eine»  Scbcmas  von  n*  Elementen  mit  den 
Vertikalrcihcn  eines  /.weiten  Scliema«  von  «'  Elementen  bernht. 
Die  ^.te  llorixontalreilic  dßs  bei  der  Bildung  von  a'-  anzuwen- 
denden ersten  Schemas  ist  diese 

während  dn»t  gicirhxeitig  anzuwendende  zweite  Schema 

(2S) 


'it 


I  'm  '«s  ■  '  *  '» 
aus  den  Coefficienteu  der  Substitution  (12)  besteht.  Nach  dem 
Multiiillcationssatze  der  DcteinnuHnten  i»(  die  Detcrminaote  />' 
der  Elemente  a'^^  gleich  dem  Trodiict  ans  der  Determinante  des 
ersten  Hchemas  nnd  der  Determinante  f  deti  zweiten  Schemas. 
Die  Elemente  des  bexeichneten  ersten  Schemas  werden  jedoch 
durch  eine  eben  solche  Combination  der  Schemata 
124)  a.,  o..  .  .  .  a._        und 


«aiS» 


*i« 


'u 


a^^a 


■l**«! 


Yu 


n 


y«y«*  •  ■  •  y«. 

hervorge bracht.  weRbalb  die  Determinnnte  des  vorhin  bezeicl 
iielcu  crsteu  Schonias  gleif;li  dem  Product  ana  der  Determinante 
D  der  Elemente  a^^  nnd  der  Determinante  /  ist.  Für  die  De- 
tenninante  D'  resnltirt  dalier  die  Gleichung 

(25)  ir  =  nD, 

welche  den  Inhalt  hat,  dass  die  Determinante  der  iransfomiirtai 
quadratischm  Form  gleich  dem  Product  aus  der  VeUrminante 
der  ursjjriinfflicfien  Form  und  dem  (^uadra/e  der  Determinante 
der  SubstitiiHw  ist.  Öie  bildet  eine  Verailgemeinerong  der  Glei- 
chung (28)  des  §  78. 

An»  der  Gleichung  (25)  folgt,  dass  vermtfge  einer  SubsU- 
tution  (12),  bei  der  die  DeterminautP  i'  von  Null  verschieden 
ist,    eine   quadratische   Fomi]    deren    DetormiDante   Dicht   ver- 


§  83.      QaiidrstiBcliv  Fonn«o  niil  v«r»cbwiiid«Dder  DttornnoaDto.         SBS 

schwindet,  nnr  in  eine  qnadratiscbe  Fona  Übergeht,  deren  De- 
terminante ebenfalls  rieht  vcntcliwntdct,  liikI  eine  ()iiacirati8cbc 
Form,  deren  Deteriuinante  versehwiutlet.  nur  iu  eine  quudra- 
tiiwbe  Form  Übergebt,  deren  Detennluaute  verecbwindel.  Eigen- 
schaften einer  Form.  weU-he  hei  der  Anwendung  einer  Substi- 
tutioii  von  iiiebt  vcrsehtvindendcr  Determinante  nieht  vei'loren 
gehen  sondern  die  gleichen  Eigcn^elmtten  der  transformirten 
Form  hervorbringen,  werden  unpcränfierlicftf  oder  mvariabk  Eigen- 
srhafttüi  der  Form  genannt.  Wenn  alfio  eine  ciuitdratisebe  Form 
von  beliebig  vielen  Variaheln  eine  vuii  Null  verschiedeiie  iJeter- 
niinantc  hat,  so  ist  dici^e  Eigenschntl  invariabel,  und  wenn  eine 
quadratisohe  Form  von  beliebig  vielen  Variabein  eine  ver^^cbwiii- 
dende  Determinante  hat,  «o  ist  diese  Pligenschatt  ebentVills  in- 
variabel. 


§  sa.  ZorflokflUiraiig  einer  qaadratliohen  Form,  deren  Deter- 
minante gleich  Hall  tat,  aaf  eine  quadratische  Form,  bei  dar 
die  Anzahl  der  Variabein  den  kleinsten  mögUoben  Werth  hat. 

Der  IJnterscbiei!  zwischen  den  binären  quadratischen  Formen, 
deren  Determinante  nieht  verschwindet,  und  denjenigen,  deren 
Determinante  verschwindet,  ist  in  §  "H  so  ausgesjiroeheu,  dass 
die  hädm  Factoren  des  erste»  (iradas,  in  welche  eine  binäre  Form 
serlegbar  ist,  hei  den  erstem  umrntUeh  viTSckiedett,  hei  den  an- 
dern nicht  tresivtlich  rt'rschieden  sind.  Eine  ganze  homogene 
Function  des  ersten  Grades  heisat  aber  von  einer  zweiten  Func- 
tion wesentlich  verschieden,  wenn  ea  nicht  metglich  ist,  die 
zweite  aus  der  ersten  dnrch  Miiltiplieation  mit  einer  Constante 
abzuleiten,  and  nicht  vorschieden,  wenn  dies  möglich  ist.  Aus 
diesem  Grunde  ist  eine  binäre  f|uadrati8che  Form,  je  nachdem 
ihre  Determinante  gleich  Null  oder  nicht  gleich  Null  ist,  ent- 
weder gleich  einem  in  eine  Coiistante  niultiplicirter  vollen  Qua- 
drate einer  ganzen  homogenen  Function  des  ersten  Grades  oder 
sie  kann  einem  solchen  Ausdrucke  nicht  gleich  werden.  In  dem 
ersteren  Falle  darf  die  IJa&is  des  zu  bildenden  Qnadrata  als 
eine  einer  gewissen  Substitution  entsprechende  neue  Variable 
betrachtet  werden,  und  das  Product  der  erivühnten  Coustaute 
und  des  betreflFenden  Quadrats  repräscntirt  dann  cim  i/uadra- 
tisclte  /»brin,  wdche  nur   die  eine  neue  Variable  etithält.    Hierin 
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liegt  eine  Andcutong  ilir  die  eharacteristische  Kigenschafl  der 
quadratis(;)icn  Formen  von  niebr  al»  z.wci  Varinbeln,  deren  Deter* 
luinaut«  versoliwindet.  iu  einer  quiulratiachen  l''orin/'{a;,,j;,,..  .xj 
kommt   ciDc   bestiiurotc  Variable  x^   nur   in  den  Gliedern  tot. 


deren  C'oefficienten  mit  n,,,  ti, 


rt.    I>i'7,otohnet  worden  sind. 


Wenn  dalier  iti  einer  Form  die  belrcfFcnden  m  Coeflicienti^n 
gleieli  Null  werden,  so  frilll  die  Variable  x_^  Hherliaopt  aus  der 
Fnrm  heraus,  und  nur  die  (Ihrigen  n—  1  Varinlieln  können  Doch 
Auftretet).  Unter  der  envülintcn  Voraussetzung  besteht  in  dem 
Scbema,  der  Coet'ficienten  der  Form 

(1) 


«11    o« 


"IB 


'im 


die  Ate  Horizontal  reihe  aus  lauter  verschwindenden  Elementen 
und,  weil  das  System  ein  Byrametrisches  ist.  die  Ate  Vertikal- 
reihe ebenCallH.  Vergegenwärtigt  man  s\ch  nun  das  Hildungs* 
gesetz  der  Ucteriniuaiitü  I)  eines  Systema  von  n*  Elementen, 
und  namentlieh  di«  (Jleichung  (fi)  des  g  74,  nach  welcher  D 
entsteht,  indem  man  »u  den  Elementen  einer  beliebigen  Reibe 
deü  Scbeuias  die  betreHeudeu  adjungirtcu  Elemente  aufstellt, 
jedes  Element  mit  dem  Kugehiirigcn  adjungirtcn  Element  nialti- 
plieirt  und  die  Snmnie  der  Prodncte  nimmt,  so  leuchtet  ein, 
daeo,  weil  vermöge  der  bezcichnetcu  Bedingung  eine  Reihe  de» 
Bcliema«  aus  verschwindenden  Elemtrnten  bcHteht,  die  Determi- 
nante J)  8e3bst  verschwinden  mu*«,  I'Jitw  quadratisch:  I'onn 
f{x,,Xfy.  ..a:^),  i»  tcekher  eine  der  n  Vm-iabdn  feitU,  hat  riaJter 
nothwefuifg  eine  vrrseHmndetulc  Beicrmmatüv,  Wenn  man  eine 
solche  Form  durch  die  Anwendung  einer  beliebigen  äubetitution 
(12)  des  vorigen  §  in  eine  Foi-ni  g  (x',,  :r',, . . .  x*,)  transformirt. 
so  ist  nßeb  den  S«hlü8scn  desselben  g  die  Determinante  dersel- 
ben D'  ebenlalls  gleich  Null,  flicrauf  stutzt  sich  der  SaU,  dass^ 
u:enn  es  möglich  isi,  eine  gegebene  quadraiische  Form  f(x^^x„..x^) 
durch  eine  Substitution  des  ersten  Grades  von  nicht  versehwin- 
dcndar  Detcrminanff:  in  eine  quadrattJfche  Fomt  su  transfortmren^ 
tceUhe  eine  \'ariabh  weniger  enthält,  die  Determinante D  der  (/«• 
peftenen  Form  gleich  JSuU  sein  muss.   Wenn  die  Substitution  (12)1 
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des  vori^n  g  eine  solche  Transfonnation  hcrrorruft,  »o  werden, 
da  die  OtcnDinantc  /  niclit  gleidi  Nnll  sein  darf,  sobald  man 
die  iidjiiu{;irten  Eiumiente  des  Systems  in  der  frllLer  aogewcu* 
deten  Weise  mit  I'  bezeichnet,  die  Variabein  x',,  a:',,...*', 
folge  od  ermasson  durch  die  Variabein  x„x^, . .  .x„  ausgedrllekt 
(2)  ^,=   ^n^^/;.'^;H..-^r„., 


*i —  '         p  » 

and  diese  Gleichungen  bewerkstelligen  den  Uehcrgang  von  der 
Form  ff  (x\t  x\,.  ..  x'j  zu  der  Fnrra  fiiff,x„  . .  .xj.  Wenn  nun 
nach  der  obwultenden  Vorausselznug  in  der  Foiui  g{x\fX\,...x\) 
eine  der  n  Variabein  fehlt,  so  verschwindet,  wie  gezeigt  worden, 
ihre  Determinaute  D',  und  in  Folge  dessen  auch  die  Determi- 
nante D  der  Fomi /"(a;,,  j-,,. . .  X,). 

Wir  sind  von  der  Betrachtung  solcher  FQimon/"(a:,,fl5,,..fl:^) 
ansgegangen,  in  denen  eine  der  n  Variablen  fehlt,  nnd  fanden 
als  ihr  Merkmal  das  Verschwituleu  der  Determinante  i).  Sobald 
iu  der  Form  f{x^,  X,,. .  .x^)  eivfi  yariahdn  T^  nud  x^.  fehlen, 
ßo  versehwinden  in  dem  entsprechenden  Schema  der  Coeffieien- 
ten  (I)  alle  Elemente  in  den  betreifenden  xwci  Horizontalrcihcn 
nnd  in  den  zwei  gleichnamigen  Vertikalreihen.  Weil  aber  die 
sänimtliohen  mi  detti  Srlt^ma  gehrirtmdt^i  partiLÜfn  Dfttrmitimitm 
des  {n~\)i€n  Grades  erhalten  werden,  indem  man  eine  belie- 
bige Horizontnlreihe  nnd  eine  beliebige  Vertikalreibe  fortlässt, 
»0  bleibt  nntcr  der  in  Rede  stehenden  Bedingung  immer  noch 
eine  Horizontalreibe  und  eine  Vertikalreihe  vorhanden,  deren 
uäwiiitlichc  Kletncnte  gleich  Kall  sind,  und  rfic  sämmfliciten  par- 
tirjlfm  DeJfifminanien  des  {n—\)tcn  Grades  niw.wn  (fleirh  Null 
nein.  Auf  gleiche  Weise  Überzeugt  mau  sich,  dass,  wafurn  in 
der  Form  /"(»,,  a:,|...x«)  die  Ajizahl  k  von  Variahein  furavs- 
fiillt,  bei  dem  entsprechenden  Srhetim  der  Coefßcimii^  (1)  in  k 
bestimmten  HorizonialrcUt^en  und  in  den  fflnrJmamirfen  h  yertikal- 
reihen  (üle  Kletnt^\te  glfich  Null  wt-rdfu,  und  in  Folge  dessen  dir 
Deterrnintmle  D  /fommi  aUm  sutfehörigcn  partiellen  Deiemtinanten 
des  (?i  — iy*-»i  Gradfs,  (n—2)ten  f!rades,  u.  s.  n>.  his  eil  den* 
{tt  —  k+  \)ten(irade  eimcfUiesslicJi  vcrseiimnikt.    Die  Übrig  blei- 
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licndcn  «— Ä  HftriÄOntÄlreihfiii  iiml  n  —  lc  Vcrtikalrcihen  d< 
Sclicuiaa  (l)  Hefi-Tu  eine  [tAiticlIe  Deteriuiimnte  des  (n— 1)1« 
UradeSf  welche  J  lieisHcn  mUge. 

Wenn  inan  eine  solohe  Form,  die  nur  w— fc  Variabelo  wirloj 
lifli  entliiill,    (1iiit]i    eine  SnhRtitiilion  wie  die  SnUBtilution  (12)' 
des  vorigcu  S  traiisforiiiirt,  so  fnllcii  in  der  dort  gej;id)encn  und 
init(t9)  Itczeiebneleii  allj^enieiiieit  UurHlellung  der  CoefBeicDtc^H 
«'ii,  diejenigen  Glieder  heraatt,  welelie  in  veracU windende  Cocf- 
tleienten  iler    Fi>rm  ;^(x,,  .t^, .  ..  .r. )    nniltiplicirt   sind,    niid   esj 
bleil>eu  in  jeder  llorixontalreilic  nnd  in  jeder  Vertikuircilie  nai 
die  n  —  k  Glieder,  welche  in  die  Qbfigcn  (!neflliclenten  midli|ill- 
cirt  fliud.  Wird  jetzt  eine  beliebige  zu  dem  Scbcuia 


«il  »II 


.a' 


n      SS  9t 


a'     a'    ...  a' 

■I         «i  im 


:n,  mui- 


gehörende   partielle  Determinante  des  (n  —  ^■)tcn  Grade»  nntci 
snclil,  St»  fblfiri  durcli  die  iu   dem  vorigen  ^  benutzten  Seblnsse,' 
daüK  jede  suhdie    partielle  Dtiterminunte  cutätcbl,  indem  die  zu 
dem  Hehema  (1)  gebärende  mit  J  bezeichnete  |>artielle  Deter^f 
ininanlc  des  («  —  A)tcn  Grndes  mit   dem  l'roduct   von  zwei  be- 
stjnnwtcii  [laiticUeuDclennimiiUen  des  (»—*)tcn  Grades,  welche 
dem  Schema  der  tiubatittitionricocfäcieDtcn  Y«a  angehören,  mul- 
tiplicirt  wird. 

Wenn  dafter  die  partülU  Tietfirtniaante  des  {n-~k}ttn 
J  th'fi  TKer//i  Null  hat,  so  vcTgrhwimieii  die  tämmüiüte^ 
ien  Dderminatdcn  des  (n  —  Jcjten  Grades,  die  at*£  dem  Schema 
(3)  ijcliitdd  tccrdat  IcmjKn,  und  weil  sich  die  partiellen  Determi- 
nantm  drs  (w  — /:+l)<w,  ln  —  k  +  Ü)fm  Grades  u.  s.  f.  ftis  /« 
der  Drtt^miinanfc  D'  setbst,  rcspecdve  ans  de»  jmrlifUen  Veirr- 
minanUm  des  (n  —  k]tm,  (n — k+l)te»  Grades  u.  s.  f.  bis  mm 
(n — 1)/f?»  Irrmle  durch  Mtittiplication  mit  passend  getoähÜem 
Eletnetiten  u»d  hierauf  erfolifctide  Addition  dfT  Produetr  «lUMh 
mensef£fn,  so  versrhtvinden  alsdann  die  sämmtlichen  tu  dent  Schema 
(3)  gehi)remicn  partiellen  SMerminanteti  des  (n—k)tfn,  (n — Jb+  V^en 
Grades  «,  s.  f.  his  jm  der  Determinante.  D*  s^hst. 

betrauhten  wir  eine  Fonn  f  {x„  a:„  . .  .  z.),  bei  tcckker 
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Amahl  l  von  Variaifdn  fehlt,  so  kann  dieselho  nticli  anter 
die  Foriucu  ^zäfaU  wcrtleu,  bei  denen  l  ~  I  Varialelu  lelileu, 
und  ud  iHt  erlaubt,  in  der  a<i  eben  angestellten  Krtirtcnin^  der 
Anzahl  k  den  Werth  l—  I  tieiznle^.n.  Die  partielle  Deternii- 
nant«  des  (n  —  i)ten  Grades  J  i^t  dann  j^teieh  einer  partiellen 
Uetcriuiaantc  dc8{M  — i-f  l)teu  Grades  des  der  gegebenen  Form 
/"(ar,,  T,, . . .  X, )  zugcburigen  Sehemas  (I),  und  hat,  weil  iu 
diesem  Schema  vernilJge  der  f^etroffenen  Voran SHetziiug;  l  Hori- 
zoutalreiben  und  l  Vertikaircihen  vernMiwindcndQ  Elemente 
zeigen,  ans  den  vürbin  entwickelten  Giiluden  den  Wertb  Nnll. 
Es  tritt  deshalb  der  zuletzt  bewiesene  Satz  iu  Kraft,  bei  dem 
die  Determinante  J  gleich  Null  voransgesetzt  wirdj  nnd  wir 
ziehen  den  Sc^ldnsR,  ri/i-w,  wm«  e\ne-  Fotftt  fir^fX^.  .. .  x„)f  m 
urkficr  l  Variabtht  fehlen,  durch  eine  hcUehiffc  Substitution  drs 
ersten  Grades  in  eine  Form  g  ias'^x'^, .  ..tc'„)  tranjtformirt  irlrä, 
für  das  dieser  Form  zuffehörende  Schetna  (3)  die  Determinanle  D' 
und  alle  partiellen  Detcnninattien  des  {n  —  1  )ten,  (n  —  '2)fett  tirades 
u.  8.  f.  bis  j^ii.  dent  {n—l+  \)kn  Grade  einscfüiesHich  verKchwin- 
den.  Hieraus  wird  dureU  ErwUgnngen,  welche  den  zu  einem 
entaprechenden  Zwecke  bereits  anget^tellten  vollkommen  ribnlicb 
sinri,  der  Säte  abgeleitet,  dass,  utonn  es  mötßUch  ist,  eittc  gfyrhnte 
qi4adralii/c1u^  Form  f  {Xj,x,,. .  .x„)  durch  äuo  Substitution  des 
ersten  Grades  von  nicht  verschwindender  Dffcmiinante  in  eine 
quadraiisehe  Form  £u  veriüandeln,  wclclte  nur  n  —l  Variabchi  etd- 
häit,  {ur  das  der  gcgeheium  Fonn  cugchorendv.  Fi/nimetrisrhe  Scfiema 
du  DeterminemteD  und  alle  partiellen  hdenninanten  des  (n —  \)i€n, 
(»  — 2)(e»  Grades  u.  s.  f.  bis  ^t  dem  (n—l  +  l)ten  Grade  ein- 
schliesslich cerschmnden  müsse7i. 

Wir  denken  tms  jetzt  eine  Form  /"(a;,,  j;„  . .  x„)  gegeben, 
welche  die  Eigenscbati  hat,  dass  ("Ur  daa  derselben  zugebörende 
.Schema  (1)  sowohl  di«  Determinantu  D  wie  auch  allß  partiellen 
Determinanten  der  niedrigeren  Grade  bis  zu  dem  («  — i+l)tcn 
Grade  inelnsivo  verschwinden,  dagegen  irgend  eine  partielle 
Determinante  dc8(n~?}teii  Grades  nicht  verschwindet,  und 
werden  durch  die  That  beweisen,  dasa  sich  eine  solche  Form 
dnrch  eine  Subatitution  des  ersten  CTra4le8  von  nicht  verschwin- 
dender Determinante  in  eine  Form  von  (n  —  i)  Variabein  traiiB> 


Qaadntiaoke  Fonnm  mit  ««racliwiaddiMla)'  DalMininul«.      %  82. 


fnrmiren  liLsst.  Kin  geeigneten  Mittel  bietet  die  Gleidiung  (10) 
Uea  vorigen  g.welcbc,  sobald  veraitige  der  durti^u  Oleiubuiig  (9) 
etatt  der  Fnnctioncn  /*,  (j:,,  x^,... x„), . . . /,  (a;,, «,,...  x.)  die 

Functionen  f,  (f  „  £„ . . .  |.),  ...f,  fi"„  ^ |.)  ein(;efUbrt  werden 

und  ferner  verniüge  der  dortigen  Gluiclinng  (II)  die  FuDCtiou 
/■(^.  f.,  ■    ■  U  durch  das  Aggregat 

ernetzt  wird,  die  folgende  Ge-Stalt  annimmt 
=  /"(^„  x,,...x,) 

+  2/-.  ($.,$.,.;.^.)^.  +  ...+  2/;(f,i.. ..$.)«. 

Diese  Glcii-bung  lebrt,  daHM,  »obald  e»  mtiglieh  ist,  den 
Grössen  ^,,  $„■.■!,  Wertbe  licizulegen,  durch  welche  die  ti 
Functionen /|  ($,,  |,,...^J  Kugleicb  vorscbwindcn,  biedurcb  auf 
der  rechten  Seite  von  (4)  nllc  HeKtandtbcih:  mit  Ausnahme  des 
ersten  Iieijt<audtbeil8 /"(a:,,  x„. .  .a:,)  Kum  VcrschwüidcD  gebracht 
Würden  und  die  Gleichung 

i^)       /■(*,  + -^,^,+l.,.-.^-+?J =/*(*„  I x^) 

hervorgehl.    Die  zu  diesem  Behufe  zu  ürfllUenden  Gleicbnugen 


(^■) 


würden  in  dem  Falle,  doBs  die  Dctcrininante  /)  vt>n  Nnll  ver- 
»cliicdcn  vvilrc,  keine  andere  AulUisung  zulaascn  als  die  Anfl)^- 
snng^,  =  0,  ^,  =0, . . .  ^,  =  0,  und  die  GIcichnng  f5J  wUrdc 
inhaltlos  bleiben.  Unter  der  geltenden  Voraussetzung,  doss  die 
Determinante  D  gleich  Null  ist,  und  die  samnitlichcn  partiellen 
Determinanten  bis  zu  dorn  (n — 1+  I]ten  Giadc  gleich  Null  sind, 
eine  partielle  Determinante  des  (n— J)ton  Grades  aber  nicht 
vcrBchwindet,  gehört  «las  aufzuliisende  System  von  Glcichnnp^o 
(C)  zu  den  Systemen  von  Gleichungen,  die  in  §75  mit  (14)  be- 
zeichnet sind,  deren  AnflÖsnng  immer  inJiglicb  und  dasctlMt  in 
vollständiger  Allgemeinheit  vorgetragen  ist. 

Wenn  eine  von  Null  verschiedene  partielle  Determinanta 
de»  (n— /)tea  Grades  dadurch  erhalten  wird,  daas  man  in 


i 


Schoina  der  Coefflcienten  (I)  die  l  lioriKoutnlrcilicD  mit  den 
Zeigern  Ä^_,+  i,  ^„_;+af'-^„  uod  die  /  Vertikalreibeii  mit  den 
Zeigern  .",_,^.p  /*„-,+j^  ■  • -."„  fortlä«8t,  so  kttiinen  in  der  ango- 
nihrten  Auflösung  die  Werthe  der  l  Unbekannten 

vollkommen  willkllrllob  angcnoitiiiicn  werden,  und  die  übrigen 
H  —  l  Unbekannten,  die  mit  f  ,  f„  ,.  - .  f„       Iwzciehnet  werden 

mSgen,  sind  gleicb  durcbiias  bestimmten  gmmxu  huniogeuen 
Functionen  dea  ertöten  Grades  von  den  ersten  l  GrUsücn..  Kü 
Sicht  jetzt  nicht£  im  Wege,  ttbor  diese  so  zu  vertilgen,  das»  sie 
den  negativ  genomujcucn  mit  den  entsiirccbeiidrn  Zeigern  ver- 
iM:hencn  Variabein  der  gegebcuen  Form  gleieb  werden,  oder 
dass  sie  den  Glciclinngen 

(■"  *-^,*,  +  «%-,.,="'  *.^«  +  ^.w.r"- ■•■^..+«.=« 

genügen.  Dann  verwaudelo  sieh  die  Ansdrllekc  der  Grössen 
£. »  ?„••••  ^K  *•*  bestimmte  ganze  boraogcnc  Functionen  des 
ersten  Grades  von  den  Variahein  a;„        , . . .  a;„  .  Gleichzeitig 

erhellt,  dass  die  Gleichoug  (5)  eine  Umformung  der  Fauetion 
f(j:,,.  .  .  x„)  liefert 

(8)  fix,,  x„  .  ..x;j  =  f(x,  -t-  f„  . . .  X,  +  5J. 

die  fllr  alle  Werthsysteme  der  Variabein  je,,  a:,,  . . .  x„  gilt,  und 
bei  der  von  di*n  auf  der  rechten  Seite  anKuwcndendeu  Argu- 
menten Xi  +  I,, . . .  x„  •♦-  ^, ,  diejenigen,  wcIl-Iic  zu  ilen  Zeigern 
/'„-/♦it  ^,_,+a» ■■  • /',  gehören,  verschwinden,  die  Jlbrigeu  aber, 
welche  »n  den  Zeigern  fi^,  /<,, . . .  /i,_,  geh(lren,  ganze  homogene 
Functionen  des  ersten  Grades  der  Variabehi  2-,,x,,...x„  sind. 
Die  recJUc  Seite  der  Gleichung  (6)  ist  eine  quadratische  Fonn 
von  n—l  Variahein,  nt\d  zwar  diejenige  Fortn,  welche  abgejii'hett 
von  den  ßir  die  Varit^eln  nt  suk^itituireiiden  Wi'fih(^i  aun  der  gcgc* 
bencn  Form  f  (a-,,  a:,, . . .  a;„ )  entsteht^  indem  die  Cocfficicnti-n  der 
Variabcbt  x„        ,  x^         ....  «„    gleich  NuU  gesetd  werdeti.  Die 

envti/mie Trait^onnation  der  yegebeneu Fortn  f{x^■,x^^.  .  ,x^)in 
eitte  Form  von  n~l  Variabdn  ist  hicmit  tolUogen. 

Wenn  man  auch  io  diesem  Falle  die  VanahcJn  der  trane- 
lbriuixt«u  Form  mit  x\,  x\, .  ■  .x\  bexeicbuet,  so  ist  zu  bedon- 
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kcn,  dttüs  in  der  letzten  Form  nur  n  —  i  Variabein  wirklich  vor- 
koniineii.  Wird  die  Annabme  bii)znp?ftlg:t,  dass  die  in  der 
Irant^tnrrtiii'loii  Form  nicht  vorkommenden  l  Variabein  hei  der 
zu  Grunde  Hegenden  Substitution  nn{i:cUndcrt  bleiben  sollen,  m> 
iftt  da«  SyKtem  von  Oleicbnn(;en,  welches  die  Transformation 
(8)  hcrbelfllhrt,  wie  leicht  zu  erkennen,  das  folgende 


X 


=x' 


=rx' 


In  demselben  sind  die  neuen  Variahein  a:',,  j^,, . .  .a;'„  dnrch  die 
nrBprlinglicbcn  Vnriaheln  x,,  ar,, ..  .ar,  ausgedruckt,  so  dass  das- 
selbe dem  obigen  System  (2)  entspricht.  Eine  eindeutige  Par- 
sirlhing  der  ursprUn-Iiehen  Varinbeln  durch  die  nenen  Variabeln 
ergieht  sich  aus  (0)  unmittelbar,  weil  die  Grössen  £  , . . .  f 

ganze  bomftgcnc  Functionen  der  Grössen  j:„        ...  .x     allein 

sind  nnd  sich  in  genau  die  gleichen  Functionen  der  GrilAsen 
^Aj.  ''■■^..  umsetzen;  daher  ist  die  Dotemiinantc  dcricnigca 
Substitution,   welche  die  Variabein  2,,x,,...ar,  durch  die  Va- 

riabcln  a:'j,  a:' x'„  ausdrtickt,   kcincnfalls    gleich   Null    und 

insofern  von  der  vorhin  snpponirtcn  Bosch nffenhcit. 

Eluc  (|t[adrnlitjchc  Form  f(3:„x^,...x„)  von  den  hezeicli- 
ncten  Eigonscbafteu  kann  durch  eine  8tt)»stitntion  des  crt»tcn 
Grades  von  nicht  vcrstliwindcnder  Determinante  unmiiglieh  in 
eine  Form  von  »— /  Variahein,  deren  in  HcxHg  auf  die  letztem 
genommene  Determinante  gleich  Null  ist,  und  elwnso  wenig  in 
eine  Form  von  weniger  als  n  —  i  Varintwln  transfomiirt  werden. 
Denn  aus  beiden  Voraussetzungen  wllrde  mit  Htllfe  der  bewie- 
senen Sätze  folgen,  dass  fUr  das  der  Form  f  (x,,  x,,..  .-t^)  zu- 
gehBrige  System  (I)  alle  partiellen  Dctenrinanlen  bis  zu  der 
(n  —  l)tea  Ordnung  einschliesslich  gleich  Null  sein  mUsscn,  was 
der  getroffenen  Annahme  widerstreitet.  Flicrans  folgt  auch,  dasa 
die  Determinante  derjenigen  Form  von  n  ~l  Vartabeln,  welche 
durch  die  rechte  Seite  der  obigen  Gleichung  (81  angedeutet  ist, 
nicht  gleich  Null  spin  kann.  Diese  Determinante  ist,  wie  sici 
leicht  ergieht,  diejenige  partielle  Determinante  dos  zu  der  Form 
/■(x,,  x„  . . .  a;, )  gehörigen  Schemas  0)>  •'"'^  durch  das  Wegiaa-j 
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sen  der  horiKontaleD  nnd  vertikalen  Heibc  von  den  Zeigern 
."._f+i>  .".f+v  ■••/'—?+«  '»c"**'"'"«  wirtl.  Da  rlns  System  (1) 
8>-mmctri8cli  ist.  so  bleibt  durch  das  Wcjrlaiiscii  vcm  i;leiclinaTni- 
gcn  Imrixontnlen  und  vertikalen  Itoiticn  ein  symmetrisches  SchemK 
llbrig:.  und  die  üngehnrig;«  partielle  Determinnntc  i$t  chcnfallB 
synuiictriscli.  £0  »eigttiicli  also,  (lasabd  einer  Form  f(.i\,3\f...j:J 
wn  der  voramgeveisten  Hcscltaffaümt  ivcniijstens  eine  von  Null 
viTschiedene  syrntitdrische  pariieiU  DctemUnante  des  {n~iyen 
Grnäcs  vorhmuhii  sein  musn.  Fasst  man  nun  alles  biBhcrige 
znsaoimcn,  so  cut^tcbt  der  Satz:  Damit  (i>jc  gegegebene  qaudra- 
tische  Form  f  (x ,,  X,, ...  X  J  durch  ettie  SuhsÜtution  dfjt  crstat 
Grades  von  nicJU  verschwittdettder  Dderminanie  in  eint:  guadra^ 
/Isihc  Form  vcncundclt  tvcrdai  Jcann,  die  n  —  l  V<triaheln  eatMU, 
und  in  keine  Fonn  finrr  germgfrttt  An£ahl  vofi  Variahcln  viru;an- 
drÜ  tvrrden  IcanUy  ist  es  nMhwendig  utul  hinreicftend,  dass  ßir  das  der 
ffegebenen  Form  tugehörcnde  Schetwn  die  Diicrminante  D  und  alle 
partiellen  Determiwtnt^m  des  (n  —  l  )/«i,  (h  —  '2)ien  Grades,  bis  su 
dem  («  —  i  -(- 1  )ten  Grade  einscldiesslieh  verschwinde».  jedorJi  nicht 
alle  partieUcti  DeterminaiUcn  des  (n  —  DiettOradcs  verscfm>inden. 
Dieser  Satz  schliesst  auth  die  Antwort  aiil'  die  Frage  in 
sich,  unter  welchen  Jkdingunfim  rim  quadndischc  Form  voti  n 
Varialdn  f/hHch  tinetn  Product  von  Jineei  ganzen  homogeiten  Firne- 
Honen  tasten  Chades,  das  ist^  serlnjhir  sd.  Hier  cxiBtircii  zwei 
Panc:  die  beiden  Funrtioncu  dcä  ersten  Grade«,  in  welche  die; 
Form  zcrfAllt,  wind  entweder  von  einander  wesentlich  dift'trent 
oder  sie  sind  es  niclit.  In  dem  ersten  Falk':  niims  die  (^gcbene 
Form  in  da»  mit  einer  Constantc  multiplicirfe  Qtmdrai  dnir  ncvett. 
Variable,  in  dem  zweiten  Falle  in  das  mit  einer  (Jonstanle  mtd- 
tijdicirte  Prodnct  von  mcei  neuen  Vari/ibdn,  oder^  was  dasselbe 
Vit,  in  eine  binäre  Form  Hbergehen.  Damit  der  erste  Fall  ein- 
trete, müssen  t^r  das  Seliema  der  gegebenen  Form  alle  partiel- 
len Determinanten  bis  zu  dem  zweiten  Grade  einsch]ies,slieh 
verschwinden,  und  dflrfen  nur  nicht  alle  Coefficientor  der  Foito 
gleich  Null  sein.  Damit  der  -/ivcitc  Fall  eintrete,  niflf*t*«'n  Hir 
das  Schema  der  gegebenen  Form  alle  partiellen  Detenninantcn 
bis  zn  dem  dritten  Gracio  einschliesslich  verscbwindon,  and  dür- 
fen nicht  alle  partiellen  Delerminantc«  des  zweiten  Grades  gleich 
Nicll  sein.    E»  ist  hieruacU  jede  quadratische  Form  nicfU  ser- 
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legbar,  bei  wdcher  ntcM  alle  par/tef/^i  DetermittttHtcn  bis  tu  dem 
dritten  Grade  eifti^ciäiafsdich  versrhwimlm.  Wcrtlcn  die  f|uadrati' 
Hchen  Formen  nach  der  ^Vnzalil  ilirer  V'ariabcln  geordnet,  so  bc- 
{finnl  die  Ucilie  der  Mclä  tcricgbarm  quadratischen  Formen  mit  der 
icmärcn  quadrai  i»ch/m  Form,  diren  Detvmtinantt:  nicfU  glf^ch  NuU  igt. 

%  99.     ZnummeDhaii^  einer  quadratl sehen  Form  mit  d«r  xa 
ibr  adjunglrteu  q,aadrAtlioh«iL  Form. 

IJei  den  quadratiacljcn  Formen  f(x^,x„...z^),  deren  De- 
tcrmmanlc  D  niebt  gleich  Nnll  ist,  bilden  die  w  Functionen  des 
ersten  Clrades  f,  (x,^  x^, . .  x„\  . .  f^  (x^,  a:,, . .  x^),  wie  in  §  81  be- 
merkt, ein  System  von  unabhängigen  Functionen.  Diese  krtnnen 
desbalb  als  tieite  Variable  X,,  X,,  .  .  X,  in  die  Form  cingenihrt 
werden,  wobei  die  Glcichongcn  gelten 
(1)  ^  =  a„^i+"»^a +  ■■+«,.  ^. 


X„  =  a 


«1 


■=1+««^ +  ■•  +  «, 


tu 


X 


X  ^^  a  ,x,  +  a    x„  +  ..  +  fl    X 

n  «11  all  mhb. 

Wenn  die  vorstehenden  tiGlcicbnngen  nach  den  h  Variabein 
Xj, »,,  .  .  .T„  aulgelflst  wcrdi^n  «ollen,  so  dienen  hieza  die  adjan- 
girtcn  Klemenle  de»  SygtemK  der  Cocffieientcn  der  Fomi,  und 
zwar  m»ge,  ilbnlicb  wie  f'rllbcr,  da«  adjungirtc  Element  A^   mit 

dem  Element  a^^^  corrcspondiren.  Da  die  Coeificienten  der  Form 
vermöge  der  Gleiühungcn  Oi„  =  a,i  ein  8>*mmetri8cho8  System 
bilden,  so  erhellt  ans  der  Kntstchungs weise  der  adjnngirten 
Rlcmentc.  das»  dieselben  cbenfalU  ein  syrametriscbcs  System 
bilden  und  die  Gleichnngen 

erftlllcn.  Die  in  Rede  stehende  Auflösung  des  Systems  (I)  wird 
ict;tt  die  folgeade 

(3) 


__^n^.  +  ^.>   X,-f. 

..  +  ^..X 

■•+^..^. 

*>                                     D    " 

__^i.^+^,.^  +  - 

..+  Ä      X 

«1»      ■ 

*•-                             D 
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Die  Transformation  der  Fonn  /"{z,*  x,,  . .  .rj  läset  sich 
sehr  bequem  an»  der  Glciclmii^  (II)  des  §81  herleiten,  wvlehe, 
solialii  Ktiitt  lier  Kiinctioiien  /",  (a:,,  x^, . .  x^), . .  (^  (x,,  x,, . .  a:J 
dio  neuen  Variabclii  X,,  JC,, . .  X,  gesetzt  werden,  in  die  fol- 
gende Übergeht 
(4)  /-fx.,  «.. . .  ^,)  =  X,  :t.  +  X,  z,  +  . .  +  X,  x„. 

Wenn  die  linken  Seiten  der  Glcieliitngen  (3)  respective 
mit  X,,  X,, ,.X,  multiplicirt  und  hierauf  die  I'ruductc  addirt 
werden,  ao  rcsultirt  hier  vcrni<iKc  der  vorstehenden  Gleicliuug  (4) 
die  Form  /"(z,,  a;,,  ...arj,  die  rechte  Seite  i«t  dagegen  gleich 
einer  qaadratischcn  Form   der  neacn  Variahein  X,,  X,, . .  X,» 

bei  welcher  das  Quadrat  X^*  den  Coetficicnton  -^,  das  doppelte 

Prodact  von  zwei  verschiedenen  Varlabcin  2  X,  X    den  Coeffi- 

A  A 

cienten  -  J^-'=-^  hat.    Die  ^i  den  adjun^irten  Eletncntm  als 

0)efficiente»  gebildete  Fortn 

(b)  FIX,,  X,,    .  X,)  =  A,,  X",  +  a/l„  X,  X,  +,.  +  2A„  X,  X. 

+  Ä„l^,   +..+  24 

wird  nach  dem  Vorgange  von  Gattss  dk  zu  ihr  Form  fix^,x^, , ,  3^) 
adjuatgirie  iptadrulisfJu  Fvrm  gfnuiint.  Vermöge  dieser  Be/.eicli- 
Dung  hat  die  gcfuitdme  2'rait,sfortnati(msylcicJtung  den  Auädruck. 

<6)  f(x„  X,,    .  z„)  =  i  F[X„  X., .  .  X,). 

Die  in  Betreff  der  adjangirten  Elemente  eines  Schemas 
Too  »■  Elementen  in  §  77  naehgewicseaen  Sätze  finden  hier 
eine  Anwendung.  Die  ans  den  artjnngirten  Elementen  A^  ge- 
bildete Detemiinfinte  ist  gleich  der  (h— l)ten  Potenz  der  De- 
terminante i*  der  Elemente  a    ;  ferner  sind   die  zu   den  Ele- 

incntcn  Aj,    zugehörigen  adjungirten  Elemente  gleich  den  Pro- 

ducten  autt  den  bczUglic-hcn  iir^prtlnglichen  Elementen  und  der 
(»— 2)ten  Potenz  der  Determinante  D.  Aus  diesen  Grtlnrten 
ist  die  Determinante  der  xu  tZer  Form  fix^,  x,, .  .x^)  adJHttijirtcn 
Form  F(X„  X„  .  .  X.)  gleich  der  Poteru  D'"'\  und  die  su  der 
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Form  Fix,,  X,,..  X.)  aäjuugirtc  Form  gleich  der  m  die  Po- 
lens D"~  mtilfiphcirhti  ttrsjtrihußichfn  Form  f'(r,,  x.^,  ■  .  zj). 
Eine  KrKrlcninf?  <lRiiihci*,  wie  »it'li,  sobald  die  Fi>rni  f(x,,  x,, . .  x,) 
veri[iög-c  einer  hcHehi^cn  SuhKtitulioii  duN  ersten  GradeM  in  eine 
ForiU5f(a:',,«*,. . .  ai*,)  der  neuen  Variahein  r'^,  af„  .  .  cc^  trans- 
forniirt  wird,  die  adjiingirte  Form  der  nrnprllngliplMm  Fonii  ta 
der  adjiinj;trlcn  Form  der  trausforiutrtcri  Fonii  vorUalte,  nntcr- 
drllfkfsn  wir  der  Kürze  wef^cn. 

%B4,  VerwandluDS  elnar  qnadratltoben  Form  tn  •Ina&nniin« 
von  QaKdraten,  die  mit  conatanten  Factorcn  multipUcirt  sind. 
AnnitoUang:  der  Orlteiisn  dafttr,  d«»  eine  qnadraÜBOhe  Form, 
deren  Coefflotenten  reell  elnd.  weeentUoh.  positiv  oder  wesent- 
llch  iiee:attT  oder  keines  von  beiden  sei. 

Vnn  jetzt  ah  mi'f^c  vm'mts^csotx!.  worden,  dass  die  Coeffl- 
cienten  einer  fccgcbcücu  (luadraüsebeu  Form  /"(j,,x,,  .  .  a:,) 
reelle  GrSsscn  Beien,  und  diiK»  den  Variahein  x, ,  x,« . .  je.  nar 
reelle  Wcrthft  beigelegt  werden,  7%'nr  quadratiRcite  Form  vfm 
n  Variahein,  w(^c1k  für  ullf  möfflichm  rallen  \iWthsif.^tcmr  der 
Variahein  WiTtht:  von  ilrtmelhcn  Vftrsticiien  anttimmi  und  die  nur 
vtrschwindcf,  tßmn  jede  einMne.  der  n  Variahdn  ffleich  NvU  ge- 
srizi  wird,  hnssf,  svfmld  dicsrlhf-  nur  pofii/he  Wf>rth/i  erJudU^ 
kann,  eine  tccscntlicJt  potdfivc  Fonn ,  sobald  sie  nur  negaiive 
Werthc  erhalten  Pmin,  mte  ujescntlirh  negative  Form.  Ein  Bei- 
Bpiel  einer  weaentlieh  positiven  Form  liefert  die  Summe  der 
Qwtdrate  der  n   Variabcln 

0) 


a-J  +  xj  + 


Eine  wesentlicli  negative  Form  j^eht  dnrdi  die  Maltipltea- 
tion  mit  der  oo^tivcn  Einheit  in  eine  wcscntlieb  po8iti\'e  Farm 
ülier,  nud  uinsckchrt;  deshalh  fre""Kl  f^-  ^^^  we^entlieh  po«i!i- 
ycn  Formen  allein  eingehend  zu  erttrtcrn.  Vor  allen  Dingen 
bedarf  ob  der  Aufstdhmij  rltr  OrUericn,  wcJche  dariiler  entschei- 
den, ob  eine  gegfhme  quadratische  Fomt  ewi  n  Varidbeln  wesetä- 
lich  positiv,  tvrsentlich  negativ  oder  l-eines  f'Ofi  h^Adt^n  sei.  Wir 
wollen  diese  Critericn  in  der  0e»ilalt  aufteinandermetzen,  iu 
welcher  fjagrange  dieselben  in  dem  Illen  Oapitel  de»  zweiten 
Thciles  seiner  tJüoric  des  fondions  amüi/tiqTtcs  cntnickcll  hat 

Dieselbe  Gcutall  Uni  (iaufts  hei  (iclcgcnhiHt  mclirfacher  An- 


■wendnugcn  bcibelialten.  Eine  Hauptureaclie,  weshalb  wir  uns 
nn  flau  von  Lfujrangf.  mit^thciltc  Vcrfiilircn  fccnau  jinHcblicssen, 
liegt  aber  dariu,  das»  La'jranf/v  ibis  gesteckte  Ziel  mit  eineni 
sehr  gcriogcu  Äulwaudu  vuu  Mittelu  orreieUt.  iäuinc  Metbude 
hat  den  Apparat  der  Kccbniin^  mit  Determinanten  niclit  nfithig, 
und  je  mehr  wir  davon  Hhcr/.ciifjt  sind,  das«  die  zu  bcantwor- 
teiulc  Frage  eine  matlicuisitiselie  Fra{;e  vom  ersten  Kaiige  sei, 
um  ao  hithcr  mUsticQ  wir  eine  Logon;?  schätzen,  welche  den  An- 
faugHgrUnden  der  WiKKcnHebiill  so  nahe  bleibt.  Wir  gehen  jetzt 
zu  der  Rebandlunj;  der  Frage  »clbHt  ober. 
Wenn  die  quadraÜHohc  Form 


j:.  X^ 


+       Ojj 


x„ 


-^2a,.x,x, 


+ 


weacDtlich  positiv  oder  wcHentlich  regativ  ist,  so  kann,  wie  nirb 
sogleich  Äcigeti  wird,  der  Coeffieicnt  «,,  iiicbt  gicieli  Kuli  f;ein. 
Gesetzt  er  wäre  gleich  Null,  so  würde  die  Fomi  gleich  der 
Snmme  de«  Aggregats  derjenigen  Glieder  sein,  die  in  der  vor- 
liegenden Aniirilnung  auf  das  erste  Glied  folgend  die  erste 
Zeile  bilden  und  KHmnitlieh  den  Factor  x^  haben,  und  des 
Aggregats  der  librigcn  Glieder,  wolclic  eine  qaadratisehe  Form 
tp(x^,...zj  von  den  (n— I)  Variabetn  x„...x„  flnsniachen. 
Bei  dem  ersten  Aggregat,  welches  sich  als  das  Produet 
(2*)  {2a,,x,-h2a^x,  +  ..-\-2a,„xJ)x, 

darstellen  lässt,  können  nicht  alle  Coefficienten  (i,,,  ^i^t  ■  ■  •  ^^i« 
gleich  Null  sein.  In  diesem  Falle  wUrc  imndich  eine  Form 
f(x^,...T^),  bei  der  der  Coeffieiciit  a,,  sclon  gteiebNuH  ist,  gleich 
der  Form  von  («  — 11  Variahcin  ff  (jr„.  ..x„),  und  das  wider- 
spräche der  lUr  eine  weKentlieb  iinnitive  oder  wesentlich  nega- 
llvß  Form  aufgestelllen  Definition;  denn  seihst  dnnn,  wenn  die 
Form  ff  {x,,  .  .  z,)  nur  dadurch  versehwinden  künnte,  dass 
x„*„..j;.  sHmmtItch  verächwinden,  wllrde  die  Variable  a\^ 
welche  iu  der  Form  ^(x,,  a:,, .  .z,)  nicht  vorkommt,  vullkoramen 
frei  bleiben,  und  es  existirten  ausser  dem  einen  Werihspstem 
a^,  =  0,  x,=0,..  .x,=;0,  unbeschränkt  viele  Wcrthst/staHcx,=^^^, 
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x,  =  0,  x^^O, .  .x„s=0,  die  Jor  Form /"(x,,  x,, . . .«,)  den  Wcrth 
Null  verleihen.  Sobald  aber  nicht  atle  CocfßcicnteD  a,^  a,j, . .  a^^ 
gleich  Null  Bind,  so  lassen  sicL  offenbar  die  Wcrthe  x,,x„...x/^ 
Bo  wählen,  dasB  der  Aasdruck 

OijÄa  +  o,,»,  +  ..  +  o,,x, 

einen  üoti  JV'hH  verschitdencn  WtrtJi  ">  annimmt,  and  hiebci  er- 
hält auch  die  Form  fix^f. .  a:,)  einen  bestimmten  Wortb.    D» 
auf  dieae  Weise 
(3)  f(x,,x„,..z,)  —  2tüx^  +  <f  (3c„  . . .  of^) 

wird,  da  ferner  der  Werth  der  Variable  x^  noeh  dUponibel 
bleibt  iird  nacb  Bolicben  so  eingerichtet  werden  kann,  dass 
das  Produot  2/</x,  positiv  oder  ancli  so,  dass  dasselbe  negativ 
wird,  und  dass  in  beiden  Küllcn  das  Aggregat  2  w  a:,  +  «jp  (J,, . .  xj 
mit  dem  Prodncte  2  m  x^  dasselbe  VonEeicben  behält,  so  erhielte 
die  Form  /"(x,,  x^, . .  x„)  unter  der  gcgcnwilrtipen  Anaabmc  eben- 
sowohl positive  als  negative  Werthe,  was  gegen  die  charactcri- 
sttsebe  Eigenschaft  einer  wesentlich  positiven  oder  wesentlich 
negativen  Form  vcrsHisst.  Mithin  dari"  bei  einer  solchen  Form 
der  Coenicicnt  a,,  nicht  gleich  Nnll  sein,  nnd  das  war  bcbaup* 
tct  worden. 

Auf  dicBcn  Umstand  gründet  sich  das  Verfabrcn,  die  Form 
/"fxj^a;,, . .  jc^)  als  ein  Aggregat  nuszudrUeken,  bei  dem  der  eine 
Bestandtheil  ciu  durch  den  Cocftieicntcn  «,,  dividirtcs  Quadrat 
einer  Fnnction  de«  ersten  Grades  aller  «  Variabein,  der  andere 
Bostandthcil  aber  eine  quadratische  Form  dern— 1  Variabeirt' 
x„Xtf...x»  ist.      In  der  gegebenen  Form  kommt  das  Quadrat 

von  x^  in  dem  Glicdc  a,,  x^  and  die  Variable  a:,  ausserdem  nur 
noch  in  dem  obigen  Prodart  (2*)  vor.  Wenn  nun  das  Quadrat 
des  Atisdrnrkes  «,,  x,  +  a^  Xj  +  .  .  +  a, ,  x^  genommen  wird,  so 

entsteht  die  Entwickelnog 

=  'Hi*!  +  2a„  ar,  («„a:, +  .-  + fl,. «.)  +  («„ JJ, +  ■.+ o,. ^7 
welche  aicb   aus  dem  mit  dem  Factor  a,^   multiplicirten  Gliede 

o^J^j,  ans  dem  mit  dem  Factor  a^^  nmltiplicirtcu  Producie  (3*). 
und  ans  dem  Quadrate  einer  Fonction  des  ersten  Grades  zu- 


i 


Sommön  vnn  Qaadrat«a. 
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flammenHctxt,  die  nur  die  Variabein  ar^a-^, ...x^  enthält.  Divi- 
dirt  man  die  heideii  Seiten  von  (4)  durch  den  Coetticienten  Oy, 
80  stimmen  die  Glieder  der  reclilen  Seite,  in  denen  die  Va- 
riable j:,  vorkommt,  mit  den  («liudern  der  gej^cbenen  form,  in 
denen  die  Variable  i,  vorkommt,  vollstälndig  überein,    nnd  die 

Subtraotion  des  Außdruckes  —  {a„  a:,  +0,^3:3  +  0,,  x^*  von  der 

"11 

Form  f(x^^x„..xJ  crgiebt  das  Resultat 

(5)       fix,, X.,  .-x^)—~  (Ol, X,  +  a„  fl!,  +  . . .  +  o,, xj« 

"n 

+  ^"(x„x„,.xj, 
wo    sich    die    Coeflieientcn    der     neuen    qnadratiHohcn    Form 

r  f-»^,.a:,i- •  •  a^J  durch  die  Au«flllirung  der  Reehnung  folgemler- 
ma.sscD  bcstinmien 

(ß)    /''\*„«„..:rj-n.i;'x^  +2«'^*x^^,H-..+  2eii>,x„ 

V) 


+  <^'< 


4- 


+  2«^>,x. 


+  ^U- 


(7) 


(!) 
'*«  = 

".. 

«n— 

"i* 

<iii 

"n 

*>■«- 

«w 

«11 

«.. 

Ol 

«II 

«a.- 

"« 

«M 

«11 

fl*"- 

"u 

"33" 

3 

"« 

"11 

"la 

-i^= 

«11 

«h. 

«u 

a^"= 

«.i 

«..- 

^ 


Bei  der  Darstellimg  der  gegebeneu  Form    in  (5)  fUllt  die 
Basis  d«s  auOretendeu  Quadrats   mit   der  Func-tinn   des   ersten 


Stimmen  von 


Qftdes  niammeu,  die  frilLer  ft(x„x^,.,.x^)  genannt  wonlen 
Ist  Ferner  niim»  ItcaiJitct  werden,  dass,  weil  der  Coelticienlrtjj 
ge^nwärtif?  einen  von  Null  verHefaiedencn  Wcrtb  bat,  der  In 
Ilede  ftteliende  AuBdruck 


(8) 


flj.a:,  +  a„ar,  +  ...  +ai.i.  =  «, 


nicht  allein  von  den  Variahein  z,,  x„ ..  -x^  alibäng^,  das  beisst 
jeden  heÜebi^en  Wertli  erhalten  kann,  wie  auch  immer  die  Werthc 
von  x^,  z,,.,.x^  gcwilblt  werden  mitgen.  Es  wird  mithin  die 
Fnrrii  f{x„x,t...x„)  vcniiügc  (fj)   in  eine  Form   der  Varialwlo 


X..  Tj, . . .  X   verwandelt 


*  1'  -^ti 


m 


fix,,  X 


■< 


.X. 


a 
«I 


)=^+/^V.r,...*.), 


welche  die  VariaUc  u,  nur  in  ihran  Quadrate  enthält 


rin 


Die  Form /^' * '  (i,, . , .  a;^)    ist  jetzt  dereelhen    lieliandlnni 
fUhig  wie  die  Turm  /*{2,,z,, x^),    wol'ern  es  unniilgltob  ist, 

dasR  der  CocI'ticicut  a^  von  x^  verschwinde.   Von  dieser  Kigen- 

sehaflt  de»  Coeflicienten  Oj.^  kann  man  sich  aber  darcli  eine 
Ulmlichc  Bulrachluug  Ubenscugeu,  wie  sie  in  Betreff  des  CocfB- 
cicnteu  «,,  augeijtcllt  worden  ist     Wenn  o„  gleich  Null  wSre 

und  gleichzeitig  die  Coeftiuienten  «„,...  o,,  verudiwänden,  so 
fiele  aus  der  in  ('^)  gegebenen  DarHtcIlung  der  Fonn  ^(x„  x„ . .  xj 
die  Variable  x^  heran»,  und  die  Form  mUsftte  verschwinden,  so- 
bald « j  =  0,  a;„  =:=  0,  a:^  =  0, . .  .r^  ==  0  genouimeu,  allein  j,  be- 
liebig gewählt  würde;    CS  soll  aber  die  Form /"(x,,  z„ xj 

nar  fUr  das  Wcrthsystcm  z,  =  tl,  a:,  ^  0,  . . .  a:,  =  0  verschwin- 
den.      Wenn  ferner    n,,    gleich    Null    wäre    and    nicht    alle 

Cctefficicntcn  a^,-aj„  verschwänden,  so  könnte  man  die  Va- 
riabein x^y...x^  so  wählen,  das«  titr  das  Aggre-gat  der  Glieder, 

welche  in  der  Form  f     (ar,, . . .  xj  mit  z,  multi{dicirt  sind 

(10) 


4 


J') 


(2fl;;'x,-t-..  +  2a, 


die  in  der  Klammer  befindliche  Function  dej;  ersten  Grades  vtiD 
Null  verschieden  wltrde.    Nun  besteht  die  form  /"(*,,««  .-«JJ 


vermtlgc  (9)  ans  dem  GHede     ',  ferner,  wenn  n^  gleich  Null 


•11 


^ 


SummBn  von  QuAdratod. 
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angenommen  wird,  aus  dem  Ag^^rcgat  (10)  aml  endlich  aus  einer 
Fonn  der  Variufx'lu  a:,,j:^, .  .  u;^.  Nnelidcm  ulsu  die  Variabcln 
z^,x^,  ..z„  in  der  crwJlhnten  Weise  liestiniint  sind,  und  nach- 
dem der  Variable  «,  ein  belicliiger  Werth  beigelegt  ist,  hätte 
man  es  immer  noch  in  seiner  Gewalt,  die  Variable  ar,  so  zu 
wühlen,  dasB  einmal  der  Ausdruck  (10)  pogitiv  würde  and  die 
hinzu  zu  addirenden  HeBtaniltheilc  dem  absoluten  Wcrthu  nach 
llhcrtrUte,  nnd  das«  ein  zweites  Mal  der  Ausdruc^k  (10]  negativ 
wlirde  und  die  hinzu  zu  addirendcn  Bestnndthcile  dem  aht^olutcn 
Werthc  uacU  Ubcrtrillc;  dadurch  hekUme  aber  die  Form 
/■(a:,,a!,,  ..a:,)  sowohl  einen  poaitiven  wie  auch  einen  negativen 
Wcrtb,  und  <lic8c  Müglielikeit  scitl  auageschloBscn  hluiben. 

Nachdem   die  Sicherheit  ^wonneu    ist,   dass  der  Coeffi- 

uient  n^  nicht  gleich  Null  sein  kann,  crbUlt  man  ftlr  die  Form 

/"(a-,,. . . xj  anf  dem  fllr  die  Form  /"(.t,,  x„  ..  .a:J  eingeschla- 
genen Wege  die  Darstellung 

(U)  /"(^r*«.-^-)-  4>(««  ».+««^.  +  -  +  °»'>-»' 


+  o„    x^ 

+ 

(13) 

tl]   (1»         Ji}J^) 
"m  ''m  ~  "«3  "aa            W 
(11               »■-•"a» 

tl>   (■}          (U   (I) 

"m  «m  —  ^a  *>. 
(1) 

0*^  = 

Anch  hier  ist  der  Ansdrnck 

(14)  j^'  X, + «;;v,  + . . .  +  4\^x, = I*,, 

weil  die  Ornsse  a^^  nicbt  gleicb  Null  scindarf,  nicht  nnr  von  den 
Vurinbeln  x^^ ...  x^  ahbängig,  sso  dass  u.^  als  eine  neue  Variable  zu 
den  Variahelo  a:,, . . .  x^  hinzutreten  kann.    Dadurch  erhält  die 


m 


fttimmen  Ton  vii"^rat«D. 


Glüii^^ung  (11)  die  Gestalt 


(14) 


r(x^...a:,)  = 


'  -^rix„...zj; 


(1) 
Vi 


wenn  hierauf  dieser  Ansdrnck  der  Form  r    i^v  •-•'.)  '^  *^** 
UleichuDfC  (9)  snliStitDiit  wird,  ao  entsteht  die  Darstellong 

—  «I  +  -m  «» +  r  (^ 


(15) 


/■(^,i^,,      -^J  = 


.«.^ 


Lhia   angewendete  Verfahren   lUsst   sich   nan    immer  an 
neue  anwenden,    da  hei  jeder  neu  auftretenden  Form  das  Vei 
schwinden  des  Cneffieicnteii,    der  dem  Quadrate  einer  Variuhl 
zagchürt,  einen  Widcrspnich   gegen   den   aargcstcllten   Bei^riff 
einer  wesentlich  positiven  oder  wesentlich  negativen  Komi  nach 
üif^h  /.ieh<^n  wllrde.     Ks  mögen  die  uac-h  dein  St-henia  der  Glei- 
efaungen  (17)  zu  bildenden  CocrfieientCD   der  auf  einander  fol 

geudeu  Formen  f  (x^,..,z,)^...  rcspectivo  mita^i^,...  bcxetrh- 
nct  werden,  wo  die  oberen  Indiccs  fortwährend  zunehmen,  dann 
liefert  die  Gleichung  (8)  das  Ulldnn^^sg^etz  f(lr  die  Funetionen 
des  ersten  Grades 

Cifi) 


i 


«li*l  +  ai««.  +  «,3*l  + 


Ojalg 


+  o 


(•-fl) 


a.=« 


'•-tt 


und  die  qnadratische  Form  fi^,,  x^, . ..  xj  bekommt  auf  Grond 
der  Gleichung  (I.ö)  den  Aasdruck 


«:  + 


TT)  "a  "*"••■"*■ 


«K 


(— S) 


(1_ 


'n  "■— 1,  ■— 1 

Wenn  zu  den  n—\  Functionen  des  ersten  Gradesu,, u„...i^i 
die  Variable  x^  hin/.ugef(lgt  wird,  ro  stellen  dieflolben  aas  der 
schon  erwähnten  llrj^aclic,  da«rt  die  Ortissen  «ni  «lif  ■■  "^i"«-i 
sünmitlich  von  Null  verschieden  sind^  ein  Sf/^mi  von  unaJ^än- 
gigen  Funrtionm  dar.  Die  Form  f{'£i,x„..,xj  crsdtemi  cdsv 
in  (17)  als  ein  Aggregat  ro»  n  ift  Cottsiantm  mulfipliririm  Qua- 
draten,   deren  Basm  n  von   einandi^r   unabiitmgige    Funrtionm 


des  ersiim  Grades  der  Variahein  x,,  Xf,.  ..x^  sind;  die  Basen 
«,,«„..  .M,_„  X,  enthoiteti  der  Jieihe  nach  n  Variattcln,  (n  —  1) 
Variaheht  u.  s.  f,  bis  eu  der  einen  Variable  x„.  Diese  Darstel- 
Inng  der  Form  f  fx„  *„ . . .  x.)  liefert  nomittelbar  die  geBnch(«n 
Kriterien  einer  wesentüoli  [lositiven  ond  ('iner  wCHentlich  nega- 
tiven Form.  Eine  quadratische  Form  /"(>,,  2:,, ...  x^)  ist  dann 
und  nur  dann  tvesentlich  posiiiv,  wenn  die  sugeiiörigcH  n  Grossen 
-     «">  «(''        -*'^" 

sämmtlieh  positiv  sind;  sie  ist  dann  und  nur  datm  wesenilick 
neffativ,  tecnn  die  betreffenden  n  Griissm  AummfUrh  nfgaliv  sind. 
Daas  keine  dieser  Grössen  verscbwindcu  darf,  ist  im  Lauic  der 
DedDction  Iiewiescn  worden  und  l)ildct  die  Grnndlaß;e  für  die  I''ort- 
nilirnng:  dersell)en.  Sobald  nun  unter  diesen  «  Oriissen  einige  da« 
positive  Vorzcit'bcn.  andere  das  negative  Vorzciclien  blUtcn,  so 
könnte,  weil  die  Functionen  m,,  m„  . . .  «„-1,  x^  von  einander  nn- 
abbänglg  sind,  dcnselbea  uacb  Willkür  ein  WertliHystem  vorge- 
schrieben werden.  i)ci  dem  die  öuramc  der  positiven  Quadrate 
ttberwiegt,  und  ein  Werlbsystem,  hei  dem  die  Summe  der  nega- 
tiven Quadrate  stärker  ist.  Ein  solcher  Effect  ist  aber  mit  dem 
Begriffe  einer  weseullicb  positiven  und  einer  woscotlich  nega- 
tiven Form  nnvertrUglieh.  Dagegen  ist  es  klar,  daaa,  sobald 
die  Coefficienten  der  vorhandenen  n  Quadrate  äämmtlicb  das- 
selbe Vorzeichen  haben,  die  Form  fUr  reelle  Werthe  der  Varia- 
bcln  nur  VVerthc  annehmen  kann,  deren  Vorzeichen  durch  das 
Vorzeichen  der  CoefSeienten  bestimmt  ist.  Eudlicb  kann  ein 
Aggregat  von  Quadraten,  welche  in  lauter  Cloel'ficientcn  dessel- 
ben Vorzeichens  muitiplieirt  sind,  ("Ur  reelle  Wertbe  der  Varia- 
bein nicht  anders  verbell  winden,  als  indem  die  n  Basen  jede  l"Br 
sich  verschwinden,  und  weil  die  n  Hajien  «,»  «a, . .  .h,_i,  x,  nn- 
abbängige  Fuuetionen  der  11  Variabein  x,,x,,  ...x«  sind,  so  ist 
dies  wieder  nicht  mHgli.eli,  obnc  das»  jede  der  reell  vorausge- 
setzten Variabein  x^,  x,, . . .  x^  ein/ein  den  Wertb  Null  erhält. 
Uicmit  sind  aber  die  auilgestellten  Kriterien  in  ihrem  ganzen  Um- 
fange ]>egrUndet. 


4{B 


FoaitiT«  ten^e  qaadratisclie  Formsn. 
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g  86.  Weaentlloh  poiltive  tem&re  quadrattsohe  Formen.  Ba- 
■tlinmanff  «Ine«  Ponktes  Im  Räume  durch  reohtwlnkllge  Coor- 
dinaten  und  daroh  Coordinateu  eluei  1)ell«btg:an  Axentyatemi. 
GatinH'  geometiiaohe  Darstellung:  der  weiantlloh  positiven 
ternlLren  Formen. 


Die  Orftssenverbimlungen,  von  dcreu  Vorzeichen  nach  der 
UnterBUchnng  de«  vorigen  §  der  wesentlich  positive  oder  we- 
aentlicfa  negative  CLaracter  einer  quadratischen  Form  abhängt, 
Bind  (iiirch  eine  Reihe  von  Operationen  definirt,  die  nach  ein- 
ander üur  Anwendung  kommen.  Wir  woUcn  jetzt  lUr  die  Formen, 
bei  denen  die  Zahl  der  Variabein  n  gleich  drei  ist,  oder  fllr  die 
terwiren  ^adrattsülien  Formen  deu  einzelnen  Sebritten  der  an»- 
gcl'Uhrtcn  Umformung  folgend  jene  GriJssenverbindnngen  exph'cite 
(larBtellen.  und  werden  diibei  aal  das  ans  den  Cotrltieicuten  der 
Form  gebildete  symmetrische  Schema 

a    a     a 

II       M       S3 
%     «3,    «« 

znr Uckgeführt.    Die  zu  der  Form 


a„xl 


«»^ 


(1*)     /"(a;,,  x^,  x^)  =       a,^x\      ■+     a„x'^      + 

gehörende  Form  f   (x,,  x,)  ^  o^j  a:.j  +  2O3J  x^x,  +  o^,  x,  hat  die 
folgenik'D,  diireh  die  Gleichungen  (7)  des  vorigen  §  dctinirten 


Cocfficientcn 


(2) 


fluO^-a,, 


gfi)  _   ^ii^-'^n^is 


« 


33 


"n  «31  —  «1» 


Die  drei  ZJlhler  lassen  sich  anf  ac^jungirte  ElemetnU  des  Schemas 
(1)  zurUeknihren,  in  dem  uaeh  den  cingeftihrten  BezeichnnngeD 

(3) 


«II  "ai  —  " 


A 

la       ^83' 


"ii««— «]a«xs=  — -^i^' 


ist.    Mithin  kommt 


(3»J 


'» 


Die  Oleichüns  (5)  des  vorigen  §  verwandell  sich  auf  dieflc  Weise 
in  die  folgende 

(4)    f{x^,z^, X,)  =  —  (a„x,  +  o„ X,  +  0,8*,)' 


2A 


33 


ß..     ''         a..      "    '        (3 


33 


•11  "II  "11 

Jetzt  ist  die  darcb  die  GIcioliuDg  (13)  des  vorigen  §  definirte 
Verbindung 


(5) 


(S)       ^si  "»  ~  °«  "w 


ZU  bctraclitcn,  welclic  vermöge  der  Gleichungen  (3*)  die  Gestalt 
an  nimmt 

(6) 


(3)  -"m  •"«         -^W 


"ii-^sa 


In  dem  Schema  der  zu  (1)  adjungirten  Kiemente 

■^31     ^«    -^l 

•'^ii   -^la  ^11 

welches  nach  §83  ebenfalls  ein  symmetrisches  ist,  ist  der  Aus- 

drack  A^  -^«"Aa  '^^^  '"'  "^ii  g^hiiiige  adjungirtc  Element  nnd 
wird  nach  einem  frllher  bewieseneu  Satze  gleich  dem  mit  der 
(n  — 2)ten  I^olomi:  di^r  Dotcnwiiiante  />,  ^^^  heisst  gegenwärtig 
gleich  dem  mit  der  nitermiiianto  J)  multipHcirtcn  gleichnamigen 
Element  u,,  des  Schemas  (t).  Daher  folgt  aus  der  Gleichung 
(6)  die  Gleichung 

(8) 


D 


■^38 


während  die  von  Nnll  verschiedene  GrJlsse  a,j  sich  forthebt. 

Vennijge   der   Relationen  (16)   und  (17)  des  vorigen  §  er- 
gieht  sich  nnn  die  Bestimmung 
(9)  «„a^j+OuÄs  +  Ois^^«! 

nnd  ferner  die  Darstellung  der  gegebenen  ternäreii  Form 


f{x^,%.^,x^  = 


40« 


Positire  torn&re  quiidnktiKche  Formen. 


% 


Die  Bin  Sclilnsw  des  vorigen  §  aufgestellten  Kriterien  für  eine 
wescntlicb    positive   Form    bestelicD   darin,   dtua   die   Ur<>88«n 

Oj,,  -"  ,  ^ —  »ammtHcb  das  positive  Zeicbeo,  fllr  eioe  wesenl- 

lieh  negative  Form,  dasH  dieselben  KgtnnUUirb  das  negative  Zeiebeo 
liiiheu.  Man  kunn  dieselben  aucb  »o  ausdrucken,  dtiss  für  ein« 
wesentlich  positive  Form 

«n,  ^  ^ 
pofntiv  st>in  müssen,  für  eine  wesentlich  neffotivc  Form  o„  und  D 
negativ  sein  miissai,  A^^  jedficJt  positiv  sm»  mtiss. 

äclioD  bei  der  Ableitung  der  allgemeinen  Gleiehnng  (17) 
des  vorigen  S  Hess  sich  bemerken,  dass  xwischen  den  »  Varia- 
bcln  einer  gegebenen  qnadr.itieebeu  Form  f^x^,  x,,  ...x^*)  kein 
vrcscntliebor  Unterschied  existirt,  und  dass  die  Untersnehnog 
ebenso  gnt,  wie  sie  mit  dem  CoctUicienten  a,,  des  Quadrats 
z\  anfing,  mit  dein  Coefficienten  des  Quadrats  von  irgend  einer 
andern  Variable  bcgiuuou  konnte.  In  gleicher  Weise  ist  bei  der 
zunilehst  eingeführten  fiuiidratijiclien  Form  von  n—\  Variabcln 
die  Wahl  der  zu  bevorzugenden  Variable,  welche  oben  lÜe  Va- 
riable 2,  war,  frei,  und  das  gleiche  gilt  von  allen  folgenden  nea 
emzufUbrerden  qu ad rati geben  Formen,  deren  GUederzahl  mit 
jedem  Schritt  um  eine  Einheit  abnimmt.  Die  notbwendigen  und 
hinreichenden  liedtngnngen  daltir,  das»  eine  quadrattachc  Form 
wesentlich  positiv  oder  wesentlich  negativ  «ei,  sind  deshalb 
maiiuigffiltiger  Ausdrücke  filhig.  Weil  aber  jedes  einzelne  System 
von  Bedingungen  ein  vollstnndigc»  ist,  so  tritt  zwischen  diesen' 
Bystenieo  der  merkwürdige  Zusammcnbaug  zu  Tage,  dass,  wenn 
eines  der  Systeme,  welches  die  quadratische  Form  als  eine 
wesentlieh  positive  characterisirt,  erfdllt  ist,  alle  Übrigen  Systeme, 
welche  dasselbe  leisten,  notbwendig  erflillt  sein  mUsscn. 
Betreff  der  wesentlich  negativen  Fonnen  finden  die  cntsprc- 
chenilen  Kclationen  statt,  doch  unterlassen  wir  ans  den  oben 
bezeichneten  (irllnden,  diese  ausrtlhrlich  zu  besprechen. 

Werden  die  vorstehenden  Betrachtungen  auf  die  temärea 
quadratischen  Formen  angewendet,  und  gieht  man  den  Dolhwcn- 
(Ligen  und  hinrcichendcD  Bedingungen  datUr,  dass  eine  lernirc 
Form    wesentlich    positiv    sei ,   die   zuletzt   ermittelte    Gestalt 


ED   ^ 
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a^^>0,  A^Xi,  DXt,  wo  durch    das  Zeichen  der  Ungleich- 
heit >■  wie   hei   dem   früheren    Gchrauelic   das   Eintreten   der 
Gleichheit  ausgci^ehlossen  wcrdcu  huII,  so  eutstehen  die  folgeuden 
«echs  äystcuic  von  Bedingungen 
(11)  a,,>0,  ^>0,  D>0 


«a>0. 


A^>0,  I)>0 


a„>0,  ^n>0,  D>0 

fl^>0,  ^]i>0,  1>>0. 

Wie  vorhin  ausgesprochen,  gcnUgt  jedes  dieser  Systeme  ftfr 
flieh  »Hein  dem  l>enh»iel)tigtcn  Zweckt'  und  ztelit  zugleich  die 
Ert1tltn]i{;  <ler  ftlnl  lihrigen  Sjstenie  nach  sieb.  Eittn  tcfsentlivh 
positive  tertiäre  Form  f(x^,x,,Xg)  hat  deshaUf  ttothivendi^  die 
Eigenschaft,  dass  die  folgenden  Vntjkichheiten  befriedigt  situl 


(»2)  a^ 


0,  a,. 


0,  fl^>0,  >4„^0,  ^„>0,  Ä^>0,  Ü^O. 


Wenn   man   bh    dem  Ausdrni'k  der  Form  in  {}*)  den  Ausdruck 
der  zagchUrigeu  adjungirtcn  Form  hinxutllgt 
(13)    FiX^,X,,X,) 

+  '2A^  X„  X,+  2^1j,  J*^,  X,  +  2^,„  X,  X,, 

80  lassen  sich  die  Bedlngnugcu  (12)  dahin  t'ormuliren,  dam  so- 
icohl  in  der  gegebenen  wie  in  der  tu  ihr  adjmigirten  iernüren 
Form  die  Üoefftcienteti  von  den  Quadraten  der  Variabein  positiv 
sein  müssen,  und  dass  die  Determinante  der  (jeijrhencn  Form 
positiv  sein  muns.  lim»  eine  wesentlich  positive  ternHrc  Form 
anch  eine  wcscnllich  positive  adjungirtu  Form  habe,  kann  leicht 
ans  dienten  Hcilingungen  geschloiisen  werden,  liegt  Übrigens  scheu 
in  der  Gleichung  (6)  des  §  83. 

Die  in  §  8t»  «ngeOlbrte,  von  Gmtss  verfasste  Anzeige  de« 
Werkes  von  Seeber  über  die  Eigetxschaft^^i  der  positiven  tertiären 
quadralisciien  Formm  .cnthült  ausser  der  an  jener  Stelle  ent- 
wickelten geometrischen  Interpretation  der  pontiven  hiuären  qua- 
dratischen Formen  auch  eine  ycoindrischc  Jnterpretatiun  der  po- 
sitiven ternürtn  qtnidnUischii  Formen.  Wir  werden  diese  lutcr- 
pretalioa  zuerst  lUr  die  besondere  Form 
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«•  +  y«  +  #■ 
anaeinandereetr^n,  uud  bei  dicsom  Anlass  die  Gntnäsätge  der 
Jiesiimmwuj  eines  Punktes  im  Itaume  inillltctlcn,  welche  in  §42 
als  ein  Eigcotbum  des  Descartes  bezeichoet  aber  Dicht  insboson' 
dcre  erörtert  sind.  Hierauf  wird  die  geometrische  Interpretation 
einer  alEgenteinen  poMitivcu  tcrnäreii  Form  behandelt  werden. 

Wctiu  wir  uns  eine  Ebene  im  Räume  denken,  in  der  Ebene 
einen  Punkt  O  und  zwei  dnreh  den  Pnnkt  0  gehende  sich  rechl- 
winklig  Hebneidende  gerade  Linien  annehmen,  so  kann  der  Ort 
eines  beliebigen  Punkte»  der  Ebene  auf  die  in  §  42  entwickelte 
Weise  bestimmt  werden,  indem  voü  den  beiden  einen  rechten  Win- 
kel bildenden  Linien  die  eine  als  die  Axe  der  x,  die  andere  als 
(He  Axe  dar  y  betrachtet  wird.  Durch  den  Punkt  0  möge  eine 
dritte  Linie  gezogen  werden,  welche  aut'  der  Axe  der  x  und 
der  Aze  der  y  scnkrcebt  i^tcht,  und  daher  auch  auf  der 
ganzen  Ebene,  in  der  sich  die  Axen  der  x  und  der  tf  beündco 
und  welche  jetzt  die  xy  EbJ-ne  heisst;  die  neu  conatruirtc 
Linie  wird  die  Axe  der  e  genannt.  Bei  der  Bestimmung  eines 
Ortes  in  der  Ebene  wurde  eine  bestimmte  Sielte  der  xAxc  und 
eine  bestimmte  Seite  der  yAxe  aU  positiv  antgefasst;  ebenso 
Koll  eine  .Seite  der  rAxe  als  positiv  gelten.  Der  ganze  Raum 
zerfallt  durch  die  xy  Ebene  in  zwei  getrennte  Theile;  ver- 
müge  der  zwischen  den  beiden  Seiten  der  *Axc  gctroflFcnen 
Unterscheidung  ISsst  sich  zwschen  jenen  beiden  Tbeilen  des 
Raumes  ein  Unterschied  machen,  da  der  eine  Theil  die  positive 
Seite  der  eAxe,  der  andere  Theil  die  negative  Seite  der  ^Axe 
enthält.  Wenn  daher  ein  beliebiger  Punkt  S  des  Raumes  iiit: 
Auge  gelia^Bt  wird,  so  kann  man  immer  von  demselben  ein  Loth 
auf  die  xy  Ebene  hemblasseu  und  die  Lituge  dieses  Jx>tbe« 
durrh  die  lii^ugcneiulicit  messen,  wcIcIr'  hei  der  Btstinnnung 
ciuea  Urles  in  der  xy  Ebene  gebraucht  wurde.  Ist  die  Länge 
dieses  Lothes  gleich  Null,  so  liegt  der  Punkt  S  in  der  xjf 
Ebene  selbst,  und  sein  Ort  wird  nach  den  Regeln  des  §42  be- 
stimmt. In  jedem  anderen  Falle  muss  der  Punkt  S  entweder 
in  dem  TheUe  des  Raumes  liegen,  welcher  die  positive  Seile, 
oder  in  dem  Theile  de«  lianm'es,  welcher  die  negative  Seite  der 
«Axe  enthiilt.  Es  werde  nun  die  absolute  Zahlciigr'issc,  welche 
die  Länge    des  gemessenen  Lotbee   ausdrückt,   lUr   den  creten 
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Fall  poeitiv,  ßr  den  xwcitcn  Fall  ucgativ  genommen,  nnd  der 
hervorgehende  positive  oder  negative  Werth  mit  b  bezeichnet, 
dann  ist  der  Ort  den  Pauktes  .S  im  Kaume  vollständig  bestimmt, 
sobald  die  Ordinnten  x  und  jf  Itlr  den  Fusspnnkt  des  von  S  auf 
dio  xy  Ebene  herabgelassenen  Lothes  und  die  Grösse  t  be- 
kannt sind.  Denn  aus  den  Werlhen  r  nnd  y  (olgt  die  Lage 
des  Fuöspunktes  in  der  xy  Ebene,  und  die  Geisse  z  gicbt 
für  ein  auf  der  Ebene  in  dem  Fugspunkte  za  errichtendes  Loth 
die  Strecke  an,  welche  auf  demselben  von  der  Ebene  ans  nach 
einer  dureh  da»  Vorzeii'hou  von  b  bcslitnuUcu  Seite  abzuschnei- 
den ist,  nm  als  2woitcu  Eudjmiikt  den  Punkt  B  zu  erhalten.  Die 
drei  xusammengehörigen  firüs/ten  x,  jy,  s  heissen  Jetst  die  drei 
reehitcittktigf»  Koordinaten  des  Punktes  S;  si>  bestimtnm  den  Ort 
des  Punktes  S  im  Jiautne  volhüindig. 

Bei  der  gegebenen  l)p<luction  wurde  die  GNtese  e  za  den  beiden 
Grftssen  x  nnd  »/  hinzn^efdgt..  Doch  erkennt  man  lcii"bt  den  Un- 
terschied zwisclicu  den  drei  (»rUssen  aU  unwcBcntlich,  indem  man 
aiwser  derxy  Ebene  noch  die  beiden  Ebenen  Iwtrachtet,  von  denen 
die  eine  dureh  die  yAxe  und  die  j  Ase  hindurchgeht  nnd  die 
yi  Ebene  genannt  wird,  die  niiderK  durch  die  e  Axe  und  die 
xAzG  Uindiirchgebl  und  die  sx  Ebene  heisst.  Jede  dieser 
drei  Ebenen  heigst  eine  Coordinatenebene,  der  Punkt  O  Anfangs- 
punH  der  Cöordinafm.  Man  legr.  durnfi  den  Punkt  S,  dessen 
Cuordinalm  x,  y,  z  sind,  drei  Ebenen  hindurch,  ledche  beirie- 
hmffstimse  der  xy  Bbcne,  der  ye  Ebene  und  der  ex  Ebene 
paruüH  sind,  so  bilden  diese  drei  naim  Ebenen  mit  den  drei 
Coordinatenebenen  ^iisammeH  ein  rechttcinkligcs  Parallelepipedo», 
Die  drei  ron  dent  ('oorditmienafifangsptmHe  0  nusgeJtendm  Kitn* 
ten  werden  bezichungstceisc  mittehi  der  gexoähltm  Längeneinheit 
durch  die  ahsolidm  Werthf  dt'r  Coordinnten  x,  y,  r  getnexseti^  und 
das  Vorzeichen  jfidrr  eimehten  Coordinate  fällt  positiv  oder  ne- 
gativ aus,  je  nachdem  ein  Punkte  tccleher  die  hetreffende  Kante 
ton  dem  Pnnkte  0  aus  durchhiuft^  nach  der  ]>ositiven  oder  der 
negativen  Seite  der  betreffenden  Äxc  forisrhrettct. 

Die  Verbindungslinie  des  Coordluateuaufangspnidctes  0  mit 
dem  Punkte  5  bildet  eine  räumliche  Diagimale  des  so  eben 
beacbricbenen  Parallclcpipcdons.  Das  Quadrat  der  Linie  OS 
ist  vermöge  einer  xweimaligen  Anwendung  des  Pytitayoräischen 
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LchrsaUes  gleich    der  Summe  der  Quadrate  der  drei  von  dem. 
Punkte  0  ausgelieiiden  Kaute»  det^  i'arälleleiiipedons,   und  hat 
deshalb  t)ir  alle  lutügliclicn  Ahweehselungcn  der  Vorzeichen  vun 
den  Gr{>8sen  x,  y.  x  den  Ausdruck 
(14)  i"  +i/'  +  xV 

ÄMS  diesctH  Grutide  wird  die  positive  temärc  Form  ir*  +  y'  +  ** 
i»  (f(T  Wdse  geometrisch  intvrprciirt,  dass  x,  y,  g  die  rcetUwink- 
htjen  Coordinaten  eines  Punktes  im  liaume  bedetdetty  und  dass 
die  Itetreffhuk  Form  das  Mass  für  das  (Quadrat  der  Entf'cnmng 
ztciscJten  dem  betre/fmden  JMttkte  utid  dem  Anfati^sputiAic  der 
CoordituUeti  beseichnet. 

üu)  uuei  die  Lage  der  drei  Coordiuatenaxeu  auf  eine 
be»tiinmtc  Art  vorzD»tellen,  Hci  die  xy  Kbene  eine  horizontale 
Ebene,  die  pwiiive  Seite  der  a  Axe  vertikal  von  unten  nach 
olien  gcirichtet,  und  es  niRgc  fllr  denjenigen,  welcher  sieb  in 
dem  Punkte  0  aut  die  xjf  Ebene  stellt,  so  das-s  äcine  FUfise 
in  O  »ind  und  sein  Kopf  sieh  auf  der  positiven  Seite  der  m  Axe 
befindet,  und  dn^H  er  in  den  von  der  positiven  Seite  der  x  Axe 
und  der  p^jtjitiven  Seile  der  y  Axe  gebildeten  rechten  Winkel 
hineinsieht,  die  erstere  zur  linken  und  die  letztere  zur  rechten 
Hand  liegen.  Wenn  die  dreiAxen  fest  mit  einander  verbanden 
sind,  jedoch  als  Ganzes  eine  beliebige  Orttiverauderang  im 
Baume  erfahren,  so  bleibt  uQ'eubar  die  charaeterii<irle  relative 
Lage  der  drei  Axen  unveriiudert. 

Der  Ort  eines  Punktes  im  Rannie  lässt  sich  auch  mit 
Hülfe  von  dreiAxen  bestimmen,  welrha  dmrh  densdbeii  Ptutki  0 
gchett  uttd  beliebige  Winhi  mihwandcr  macften.  Indem  man  durch 
einen  Punkt  S  eine  Parallele  zu  jeder  der  drei  Axen  siebt,  und 
zwar  immer  bis  zn  demjenigen  Punkte,  in  welchem  die  durch 
die  beiden  nudeni  Axen  gelegte  Coordinptcnehme  getroffen  wird, 
so  erscheint  der  Punkt  S  als  die  dem  Cüordinateiianfaugspunktc 
0  räumlich  gegenüberliegende  Ecke  eines'  Parallelcpipedons, 
dessen  Kanten  rcspcctive  den  Coordinatenaxen  parallel  sind. 
Die  drei  von  dem  CDordinatcnniitnngi^punkte  O  ausgcbeuden 
Kanten,  durch  die  Ltutgeneinheit  gemessen,  geben  den  nbaolnten 
Wcrth  der  drei  Coordinaten  an.  Bei  jeder  der  drei  Axen  wird 
die  eine  Seite  als  die  positive,  die  entgegengesetzte  Seite  als 
die  negative  angesehen.  Das  Vorzeichen  einer  jeden  Coordinatc 
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richtet  sich  danach,  ob  ein  von  dem  Paukte  0  auts^'ehomlcr 
Punkt,  tun  eine  bestimmte  Knute  des  crvviUiDtcii  l'ar»llL>lepipc- 
dous  zu  dureblauitn,  uncl»  der  positiven  oder  nach  tk-r  nci!;ativcn 
Seite  der  zugehörigen  Axe  fortiK:hreiten  niutw.  iJieäPr  Hetttim- 
man^  einen  Punktes  im  Kautne  liegt  die  nothwcndige  Jifidimjung 
zu  Grunde,  das»  die  drei  d.j:cn  sich  nicht  iti  einer  und  dcrsclbcH 
JCbfue  befinden,  oder,  wie  man  auch  zu  sagen  ptiegt,  dass  sie 
eine  körperliclie  Ecke  bilde».  Drückt  man  das  Quadrat  der  l^Dt- 
fornnug  des  l'unktej»  S  von  dem  CrjordiiiateiiiinCnnfrspmikle  0 
durch  die  in  üede  ßtehouden  Coordinatcn  des  l'uukte»  S  aas, 
Bo  wird  daäselbo  gleich  CEDcr  homogenen  Function  dett  zweiten 
Grades  oder  einer  <|nadratiwelien  Form  der  drei  CoorHinaten. 
Diese  Form  kann  veriuHge  ihrer  Entstehung  nicht  andere  als 
positive  Werthe  darstellen,  welche  .Systeme  von  reellen  VVertbcn 
den  Coordinaten  auch  beigele^^t  werden,  nnd  kann  nur  ver- 
sehwinden, wenn  der  Punkt  S  mit  dem  Punkte  0  zusäuhiicu- 
fällt,  das  hciäst,  wenn  <tie  drei  Coordinaten  de»  Punkte»  S  jede 
fUr  sieh  gleich  Null  werden;  sie  giebt  sich  daher  als  eine  we- 
sentlich positive  terniirc  Form  der  drei  Coordinaten  zu  erkennen. 
Die  Gaiiss'schc  Interpretation  einer  ffetfchenen  positiven  tcrfuirctt 
Form  stutzt  sich  nuu  jidI'  den  Nachweis  der  Thatsache,  daas 
zu  jeder  solchen  Form  ein  Coordinatensystenii  gehört,  fllr  welches 
diu  Furm  nelbst  der  Ausdruck  di^.s  Quadrat»  der  Entfernung 
eine»  bewegliehen  Punktes  im  Kaanie  von  einem  testen  Anfangs- 
punkte ist. 

Wir  haben  gefunden,  dass  fUr  jede   wcBentlich   positivo 
ternäre  Form  (l*) 

+  2«.^  «3  X,  +  2«„  a;,  'x,  +  2a„  «,   x^ 
die  Ungleichheiten  (12)  oriUllt  sind 

In  Folge  derselben  existiren  die  reellen  jmsitiven  Grössen 

Vi^„  Kfl^  V(^,,  Vä,„  Va,,  Va^,  Vd. 

Die  Ansdrllekc  der  mljunglrteu  Elemente 


Ifi)     ^,i  =  Sj«j 


^•it' 


Ai  =  *h3  "ll  —  «31-  ■■*«  ^«,1  %  ^  0,J 


igen  Qtm  bei  einer  Wiederholung  der  am  Anfange  des  §  80 


FUr  irgend  welche  Wcrtbe  der  ilrei  Winkel  ist  ea  mög- 
liohj  durch  eine»  holicbi^ii  Punkt  0  im  Haamc  eine  erst^  Axt 
und  eint!  ewciie  Are  m  zielicu,  deren  als  positiv  betrnelitete 
Seiten  mit  einander  den  concäven  Winkel  ^^}^„  bilden;  femer 
kann  7.u  der  zweiten  Aie  eine  dritte  biuzogefUgt  werden,  bo 
daHH  ilirc  positiven  Seiten  den  conenvcn  Winkel  lu,^  bilden,  und 

des^lcicben  zu  der  ersten  Aie  eine  dritte,  uo  dngs  ihre  positi- 
ven Seiten  den  coneaven  Winkel  Wgj  bilden.    Jedoeb  muss  nocb 

eine  Bedingung  erfüllt  »ein,  damit  et*  uii>Kl'clt  sei,  die  dritte 
Axt  80  aiiz-iineliniien,  da»s  Ibrc  positive  Seite  ^WcÄr«7i<?  mit  der 
poBttiren  Seite  der  zweiten  Axe  den  coneaven  Winkel  v>^  nnd 
mit  der  positiven  Seite  der  ersten  A:ce  den  conraven  Winkel  u,, 
muebt  und  das»  die!<elbe  mit  den  beiden  crsteren  nicbt  in  die 
gleiche  Ebene  falle. 

Es  ist  die»  die  Bedingung,  vermöge  deren  die  rfr«  j<x«n, 
fifrwi  NcirfituffsmnlTl  'jc^c^t  einamh-r  gegvhcn  sind,  eine  körper- 
liche Kd-e  bildai  h"'twen;  sie  iJl^Jst  sieb  so  ansspreeben,  äass  bei 
(Jim  drei  Ne>(junf}»K'hthdn  die  SuMtne  von  sweicn  immer  dm 
dritten  Winkel  übertreffen,  und  dass  gugldch  die  Summe  aller 
drtn  Winkel  tveniger  betrageti  muss  ah  vier  rerftte  Winkel.  Die 
drei  aus  der  gegebenen  ]]o«itivcn  tcrnilrco  Form  abgeleiteten 
Winkel  w„,  Wg,,  Wjj  sind  aber  i«  der  That  noch  dadurch  be- 
»cliränkt,  dast»  die  Determinante  D  der  Form  positiv  sein  musS;, 
nnd  es  zeigt  sieb,  dat^s  diei^e  Bc^cbrüakung  mit  der  Bedingung 
ttlr  das  Zastandekommen   einer   körperlichen  Ecke  zUAammen- 


^ 
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f%llt.  Die  Determinante  D,  die  zq  dem  symmetrischen  Systeme  (1) 
gebörtj  bat  den  Ausdruck 

(18)    O  =  «„  a^  «Sa— «11  «ij  ^  "i.  f^!i  -*»M  a!a  +  So,,«,,  a,^ 
Z> 


Der  Qaotient 


,  dessen  Zilbler  die  posiUve  Determinnnte  D 


und  dcsscu  Nenner  das  Prodiiot  der  positivcD  Factorcn  o^,,  a^,  a^ 
ist,  wird  durch  die  drei  in  (17)  definirtcn  Grössen  cos  w,„  cos  w^j, 
cos  Wjj  folge ndermassen  darstellbar 

(19)  — ==l—C08''Wj,  — COS^Wj,  —  cos^w^ 

•^ll  **»  "33 

+  2  cos  (",j3  cos  (fj.„  cos  W,j^ 

und  lässt  sieh  mit  Ilitlfc  der  trh;;onometriscLen  Additioiisformoln 
in  die  Gcr^talt  des  l'roducts  bringen 

(20)  "  -       -        ..        .-^     -    (-*^. 


=4  sin         — zr—~. Bin  — ■ r 


•u  "sa 


{w«  — w,, +w,,) 


BIB   — ;^ 81Q 


2  —  2 

Flir  die  drei  zwischen  0  und  rt  liegenden  Winkel  w,^,  w,,,  w,,j 
kann  nun,  wie  eine  einfache  Ucberleficang  ergiebt,  immer  nar 
einer  der  vier  nilteinunder  /.i\  niuUiplicireDden  .SinusamsdrüCike 
negativ  ticiu;  mithin  zieht  die  Fordcrun^^,  dass  dna  Fruduttt 
derselben  positiv  sei,  die  Consequenz  uacb  sich,  dass  jeder  der 
Kactorcn  positiv  sein  mnss.  Mithin  müssen  die  drei  Winkel 
r-j.^,  (j,,„  (y,,j  die  vorhin  erwiihnton   Eigenschaften   besitzen,    die 

(ÜT  die  Existenz  einer  körpcrlioben  Ecke  nothweudig  and  hin- 
reichend sind. 

NuchdL'iu  (huvh  den  Punkt  0  drei  Axen  gelegt  sind,  welche 
die  in  Rede  stehendou  Neigungswinkel  liabcii.  erhält  man  au» 
den  Variabein  s„  t,,  x,  der  gegebenen  Form  die  Ausdrucke 
ftlr  die  Coordinuten  eineg  beliebigen  Punktes  S  im  l^umc 

die  respective  zn  der  ersten,  zweiten  und  dritten  Axc  gebilren 
und  vou  dem  Coordinatenaufangspiinkte  O  ans  gerechnet  werden. 
Ihre  absoluten  Werthe  sind  diis  Mass  fllr  die  drei  von  dem 
Punkte  O  ausgehenden  Kanten  OJP,,  (iP.^,  OP^  des  frilhcr  bc- 
tichriebenen  Paratlclcpipcdons;  die  durch  den  Pnnkt  £  gehenden 
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mit  dcD  Axen   parnllvlen   Kanten   mögen    heziehnngsweise  SIS,, 
SS,,  SSj  genannt  werden.    Da.»  Quadrat  der  rünndiclien  Diago- 
nale OS  l3Ust  Hitih    mit   Utilfe  des  Dreiecks  OS,S  dorch   die 
Gleichung 
(22)  OS'=^OSl  +S,S'  — 2  OS,. S^S  cos  OS^S 

liestimmeu.  Die  Linie  0S„  hi  die  Diagonale  de«  rarallclogranims 
OP,  S^Pj,  dessen  Seiten  OP^  und  0/*,  dureli  die  erste  und  die 
zweite  Coordiuate  des  Punktes  S  bestimmt  sind  and  mit  ein- 
ander den  Winkel  r»,.  bilden;  also  gilt  die  Gleichong 


'13 


«■«'« 


+  2  l/flul/fl^   WVB 


(23), 

Die  Linie .S,S  wird  durch  die  dritte  Cuordinate  dcsl'unktcs^ 
gemessen,  ao  da&s 

(24)  Sß'^a^x] 

ist.  Der  Winkel  OS^S  ergänzt  »ich  mit  dtm  Winkel  S,OP„  den 
die  Linie  0^',  mit  der  dritten  Kante  <)J\  bildet,  zu  zwei  Hechten, 
Bo  daas  cob  OS,  S  ^  vm  S^  OP^,  mithin  —  2  OS,  .  S,  S  t-os  0S,8 
gleich  2  0S,.S,Äf  cos  iS,OP,  ist.  Das  Prodact  der  Diago- 
nale OS,  mit  dem  Cosinus  des  WinkeU,  den  die  Linie  OS, 
mit  der  di-iUen  Axe  bildet,  ötellt  die  Projedion  der  crstrren  Linie 
auf  die  dritte  Axe  dar.  Von  dem  Punkte  0  gelangt  man  aber 
nach  dem  Punkte  S.  ausser  auf  dem  geradlinigen  Wege  auch 
dadurch,  dass  /.ncrsl.  die  Linie  OP^  dann  die  Linie  P,S,  dnrch- 
laufen  wird.  Die  Prnjcetion  der  Linit*  OP^  auf  die  dritte  Axe 
ist  das  Product  ihrer  Länge  mit  dem  Cosinus  de»  Winkels,  den 
die  Linie  gegen  die  dritte  Axe  macht,  und  die  Projection  der 
Linie  P,S,  auf  die  dritte  Axe  ist  daa»  Product  ihrer  Länge  mit 
denrOosirus  de»  Winkels^  den  diese  Linie  gegen  die  dritte 
Axe  iriiicht.  Der  Winkel,  den  zwei  Linien  im  Räume  mit  ein- 
ander bilden,  ist  ein  voIlkommeTi  bestimmter,  sobald  der  Sinn 
gegeben  ist,  in  dem  jede  der  beiden  Linien  zu  durchlaufen  ist, 
und  sobald  ausserdem  feststeht,  dass  der  bctrcSbudo  Winkel 
stet»  zwischen  Null  und  zwei  Keehtcn  genommen  werden  soll. 
Kine  leichte  geometrische  Itctrachtnng  lehrt  nun,  dass.  wenn  in 
Iteziig  auf  die  nach  der  positiven  Seite  durchlaufene  dritte  Axe 
die  Projectioncn  der  Linien  0P^,  P^S^,  OS,  genommen  werden, 
nnd  wenn  man  sich  jede  dieser  Linien  in  dem  Sinne  durehlanfeii 
denkt,  iu  dem  wir  die  den  Ecken  zugehürigou  ßuehstaben  «ul* 
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einander  habcu  folgen  lasäcu,  die  letzte  Frojeetton  gleich  der 
Suinine  der  beiden  eri4t<^ni  ist.  Ilieratitt  er^iebt  sieh  fiir  daa 
Trodüct  2  0.S',  .  h\S  cos  S^Ol\  die  allgcmciii  gültige  DaiKtelluiig 

(25)  '  2  0Ä,.  S^S  CO»  S,OF^  = 

2  l/a„  Va^  cos  w„  x^  x,  +2  |/a„  V^o^,  co»  w^  a:,  a:,. 

Die  GIcichoDg  (22)  liefert  deshalb  fltr  das  Quadrat  der 
Kiitfcmun^  OS,  nacli  Addition  der  drei  erörterten  Hestandtlieile 
die  UarstciluDg 

(26)  0^  =  a^^x]  +  a^x^  +  o^  sc,  +  2  l/a^j  Va^  cos  öi„  a,  ig 

+  2l/a„  l^  coBw^Äaar,  4'2l/a„  |/ä„  cos  w„x,  x^ 

nnd  diese  verwandelt  sich  mit  llinzuzichuiig  der  Definitions- 
gleichnngen  (17)  in  den  Aufdruck 


(27)  0^=    a,,x'       ■¥     a^A       +    a^x\ 


+  2  Oaa  3^,  Xj,  +  2  a„  z,  z,  -f  2  «„  x,  x,. 

Demnach  repräsentirt,  wie  vorhin  bemerkt,  die.  geg^hrne  ^w- 
si/röc  temäre  quadratische  Form  f{x^^x„x^)  das  Qitadrüt  der 
EtUfemwig  gtdschen  dem  Ptinkte  S,  d^sen  Coordinaim  x^  V^tt^, 
*i  Vö^  ^8  V^ti^  **«|^j  ww'  t'^»*  Coorditwlmanfangfqmn!:fe  0. 

Wir  betrachten  jetzt  daj»  Parnlletcpipedon,  dessen  eine  Ecke 
der  Punkt  0  ist,  und  lUr  welches  die  von  diesem  Punkten  aus- 
gehenden Katitt'ii,  die  wir  aiu-li  in  diesem  besonderen  Falle 
OP,.  OP^.  OPg  nennen,  auf  der  positiven  Seite  von  jeder  der  drei 
Axen  liegen  und  bezichimgi*  weise  die  Längen  X^a^^iVa^fl/a^ 
haben.  Üasselbe  ksuin  das  dir  Forfii  f(Xf,x^,Xt)  zugehörige 
Grtwdparatidepipedfm  genannt  werden,  üer  Flächeninhalt  der 
von  den  beiden  eri^ten  Kanten  eingeschlossenen  Seitcnfläeho  des 
Parallelepipcdons  ist  glcieh  dem  mit  dem  Sinus  des  Winkels  tj,g 
multiplicirtcn  l'rodnct  der  beiden  Kanten,  also  nach  (17)  gleich 
der  Grösse  l^^;  der  FliU-heuiuluilt  der  anderen  um  0  liegen- 
den Seitenflächen  wird  entsprechend  durch  die  Grössen  V^A^^^ 
yÄ^  bezeichnet.  Cm  den  Umtniifi^ail  des  (frundparuUelcjiipedons 
zu  bestimmen,   ist  der  Inhalt  einer  äcitcotiächc  mit  dem  von 
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dem  Endpunkt  der  übrigbleibenden  Kante  herabgelattsenen  I-otbe 
KU  maltipMcircu.  Es  möge  jetzt  von  dcui  Endpunkte  P,  der 
dritten  Kante  anf  die  von  den  beiden  ersten  Kanten  gebildet« 
Ebene  ein  Lotb  gcPällt  werden,  der  Fa^tipunkt  F^  desselben 
babe  in  Bezug  imf  die  in  dieser  Eigene  liegende  erst«  and 
zweite  Axe  bezieLnnp8wei»e  die  Coordinaten  p,  und  jj,.  Offen- 
bar treffen  ein  von  dem  I''ug>>pnnkte  i*',  auf  die  en*te  Axe  her- 
abgelassenes Lotb,  ojid  ein  von  dorn  Punkte  P,  auf  dieselbe 
Axc  berabgeEassenes  Lotb  Ju  denmelbcu  Punkte  znsaramen,  ond 
der  Altistand  diewe«  Punktes  von  dein  Punkte  0,  positiv  oder 
negativ  genommen,  je  nacbdem  der  betreffende  Hiinkt  auf  der 
poi«itiv-cn  oder  der  negativen  Seite  der  Axe  liegt,  bat  vermttge 
Bciner  zwicfacbco  Dctinition  den  zwielacbcQ  Auädrack 

(28)  p,  +  p,  C08  w,a  =  Kotj  cos  W3,. 

Dasselbe  gilt  von  den  aas  denseltKn  Punkten  auf  die  zweite 
Axe  herabgelassenen  Lothen,  und  es  entstebt  die  entsprechende 
Gleich  nng 


(29) 


p^  COS  w,5  +  p^=  I/033  cos  Wag. 


Das  Quadrat  des  Ab^tandes  zwischen  dem  Punkte  0  und 
Fusspunktc  F^,  dcescn  Coordinaten  p,  und  j),  sind,  hat  den 

(80)  (p,  +  jjj  cos  li>^J  +  p] sin"  w„. 

Die  Gleichungen  (28)  und  {2*})  liefern  tUr  p,  und  p,  die] 
stets  bestimmten  Ausdrucke 


(31) 


COB  Wj^ 

—  COB  OJ^ 

COH  Wjj 

COS  Ol,, 

.  a 
—  cos  (U,j 

COS  Ü}j^ 

■in    ai„ 

da  der  Nenner  vermöge  (17)  niemals  verschwinden  darf. 
Aucidruck  (30)  nimmt  demnach  die  Gestalt  an 

(cos  «„  —  «««3,    CO.W,,)' 

(30*)  O33  cos   W3,  +  a„ 


nn    at. 


oder,  nach  Wicdereinflilirung  der  CoefSeienten   der  gegebenen^ 
temären  Form,  die  Gestalt 


§85. 
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1 


^33     II  31       VI' 


a..a'„  — 2a„o^,rt„+fl„(i!', 


11  "o 


13     23     81 


■il    :\i 


•»11^33 


Ä. 


'II  "11  "33  aa 

Das  Quadrat  des  Lothes  P,  F,  ist  gleicb  dem   Quadrate 

der  Kante  O/*,,  deren  I.ßtigc  j^lcich  l/o.^^,  ist,  iini  das  so  cbcu 

dargestellte  Quadrat  des  Abstandes  OF,   vermindert,   und  Lat 
daher  den  Wcrth 


(31) 


"» 


S  9 

*i.  "«•  —  ä  <*€«  ^—  *«t  ^"  "«  "•• 
It  3S      13  38  H     2t  31 


A 


13 


3  9  II 

a   (a    Q    -^  a  \  —  a    a    4-  S  a  o  a  —  a    a 

33  ^11  33      m'      II  M  ^    W  W  81    *^SJ  81 


Der  ZUMer  dcft  Bruches  ist  nach  (18J  gleich  der  Deter- 
minante D,  folglich  wird  das  gesuchte  Lotb  P„  F,  durch  die 
positive  Gröeue 

vw 


(32) 


Vä. 


dargestellt  Der  üauminhalt des  der  Form  f(z„  a:,,  a-,)  sug^mgen 
GnmdparaUehpipcdons  ist  daher  gleich  der  Quadrat tcttreel  aus 
der  Determinante  der  temären  Form  |/5. 

Es  verdient  bemerkt  zu  wer<Ien,  dass  iu  der  gegebenen 
Bestimmuug  des  Lothes  P,  F,  oin  zweiter  Beweis  daftlr  ent- 
halten ist,  dftss  mit  den  drei  aus  der  positiven  tcrnUren  Form 
abgeleiteten  Neigungswinkeln  w^^,  w^^j,  <j^^  eine  körperliche  Ecke 

construirt  worden  kann.  Denn  nachdem  die  beiden  ersten  Axcn 
einmal  gewühlt  sind,  folgt  au»  den  Coordinaten  ^>,  und  p^  des 
Punktes  F,  und  der  Höhe  F,  P^  mit  Sicherheit  die  Existena 
und  die  Bestimmung  der  Kante  OF^.  Zugleich  erhellt,  dass  zwar 
der  Punkt -F,  eindeutig  bestimmt  ist,  dass  aber  die  Hohe  F^P, 
nach  beiden  Seiten  der  durch  die  beiden  ersten  Axcn  gelegten 
Ebene  genommen  werden  kann,  weshalb  hier  zwei  tn  Bemg 
auf  ihre  Lage  n<  pinamler  stfitimeirificke  körperliche  Ecken  cxi- 
stiren.  Im  den  drei  positiven  Seiten  der  Axen,  oder,  wie  man 
auch  »agt,  den  positiven  Halbaxen  eine  bestimmte  Ecke  ent- 
sprechen an  lassen,  mßge  Itlr  denjenigen,  welcher  die  erste  po- 
sitive Halbaxe  zur  linken,  die  zweite  positive  Halbaxu  zur 
rechten  Ilaud  Lat  und  in  den  von  diesen  beiden  Ualbaxcn  ge- 
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Iiildeten  concavcn  IVinkel  liinein sieht,  die  dritte  poaitiTe  llalb- 
Rxc  Dach  üben  gerichtet  sein. 


§  86.    O«oni«trlsohe  Deatnng  der  am  einer  Bubitlttitioii  tfn 
ersten  Of«dM  herrorgehenden  Traniformatlon  einer  po»1ütbii 

ternären  Form. 


Wenn  in  dem  cingicftlbrten  CoordiDatensystem  ein  beliebiger 


Punkt  5,  wie  vorhin,  die  CoordiuJiten  z^  l/a, 


^,Va 


'«» 


x.i' 


:crH 


■egwe 

cheih^l 

II  aofV 


ein  zweiter  beliebiger  Punkt  Tdie  Coordinatcn  ^  Va„»  ^  V*») 
f^  V"«^  hat,  80  kann  nmn  leicht  die  I*age  des  Punktes  V  be- 
Btimmen,  dessen  Coordinatcn  hexiehungAweise  die  Aggregate 
der  Coordiuaten  jener  beiden  Punkte  sind 

Wird  das  System  der  durch  den  Anfangspunkt  0  geheih 
den  drei  Axen  ohne  Aendcrung  der  Richtung  sannnt  allen 
dasBelbe  belogenen  Punkten  von  dem  Punkte  0  nach  dem 
Punkte  T  verschoben,  ao  niinuit  der  l'rUberc  Punkt  S  die  Stelle 
des  Pnnkte«  U  ein.  Desgleichen  llixAt  sich  der  Pnnkt  U  da- 
durch defiuiren,  das»,  nachdem  die  Linien  OS  und  OT  gezogen 
sind,  eine  durch  den  Punkt  .S  zu  OT  gezogene  Parallelo  und 
eine  durch  den  Punkt  7'  zu  OS  gezogene  Parallele  sich  in  dem 
Punkte  IT  (Schneiden.  Das  Quadrat  des  Abstände»  OU  hat  da- 
her den  Ausdruck 

(2)  OU*^0S*  +  20S.0T  cos  (SOT)  +  OT, 

wo  der  Winkel  SOT  zwischen  Null  und  zwei  Rechten  Hegt. 

Nacli  den  »ufgcslelUen  Grundttiltzen  entsteht  ein  algebrai- 
scher Ausdruck  lllr  das  Quadrat  der  Linie  OU  dadurch,  das» 
in  die  gegebene  tcmilrc  Form  die  zu  den  Coordinaten  (1)  ge- 
hJircuden  Agjfrogate  i\  +  ^n  ^»  +  §ti  ^^  +  ^»  *'8  Werthe  der 
Variabein  äuhstituirt  werden.  Das  Ergebuiss  dicbcr  Substitution 
ist  aus  der  Gleichung  (10)  des  §81  zu  ontnchuien,  sobald  n=3 
gesetzt  wird. 

Hier  wird  veriniige  der  gegobenon  Coordinaten  der  Punkte 
S  and  T  der  Bestandtbcil  f{x,,x„x^)  gieicb  der  Grösse  OS*, 
der  ßcstandttbeil  /*(^„€„^.)  gleich   der  Gröese  OT*,  nml 
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bleibt  bei  dor  Verglcichnng  der  beiden  Ausdrucke  vou  OW  lUr 
die  noch  1'ebleDdcn  Ucstandtlieilc  die  GIcicbuug 

(3)  OS.OT  C0&  (SOT) 

wiMie  entwickelt  zq  der  fnlgendeii  wird 

(9^  OS.OT  CO»  {SOT)  =     (a„x,  +  a^^x^  +  a^^xj  ^, 

Da  OS,  ausser  wenn  der  Punkt  S  mit  dem  Panktc  0  zu- 
sanimenfällt,  und  OT,  ausser  wenn  der  Pnnkt  T  mit  dem  Panktc  O 
zusauimcnfülU,  nie  verRcbwindet,  bo  verBcbwindet  der  vorstcbeiide 
Aosdrnck  cur  dann,  wenn  der  CosinuR  des  Winkel»  SOT*  [;Ieicb 
Null  wird,  das  beisat  wenn  die  XAnien  OS  und  OT  auf  einanda- 
setikrechi  stehen.  Sofmld  dtdier  OT  fest  genehm  irf,  so  tnrd  dir 
Fwdfnmg,  dass  der  Ausdruck  (3*)  gleich  Null  sn,  durch  alle 
Punhe  S  crfidlt,  fiir  todche  die  Linie  OS  auf  dir  Linie  OT 
senkrecht  stcld,  und  dies  geschieht  für  oHp  Punide  derjenigen 
Ehfitxe,  die  durch  den  Cftordituümanfnng.fjmtüU  0  hindurrJigehi 
und  auf  der  lÄnie  OT  senl-nrhf  sieht.      Bt-i   htiichlg    gcgehmeti 

WcrlJtm  B  l/ä~,  B  Vä~,  f  l/a"„  ist  deshalb  das  Verschmn- 
den  der  recfUen  SeUe  von  (3*)  dar  Ausdruck  dafiir,  dass  der 
Punkt  Sf  dessen  Goordinaten  x^  Va^^t  x^  ^^w'  ^a  ^"aa  *'**^'  ""^ 
der  bezeichneten  Ebene  Hegt,  und  hildnf  die  Gleichung  dieser 
Hbtnte^  Die  Gleichung  cine^  durch  den  (Jooräinatenanfangst^****^'^  '^ 
gehmden  Ebene  hat-  mithin  die  allgemeine  Gestalt 

jir,  +£x,  +  Gr„  =  0, 
wo  A,  Bf  C  gegebene  Constantett  sind. 

In  dem  bcsonderu  Falle,  dass  die  temäre  Form  gleich 
itj  +  a:  +  X  ist,  und  dass  a:,,  a;,,  x^  die  rechttvinUigen  Coordi- 
naten  des  Furtltes  8,  desghicfim  fj,  ?,,  ^,  die.  rerhtwivkiigen 
Coordinaien  des  I'jtnktes  T  sind,  nimmt  die  Gleichung  (3*)  die 
einfache  GcatAlt  an 

(4)  OS.OTcot^{SOT}  =  x,^,  +x,^,  +  x^i,. 

Mit  den  gegenwärtif^eu  lllllismitteln  kann  die  Transforma- 
tion eiMfr  posilivm  tcntärrn  Forin  durch  eine  Substitution  erstm 
Grades  geomctriacb  gedentet  werden.    Durch  die  Substitution 


4t8 


Oeninetröebe  Int 


«Sr  t«roär*n  FSfro. 


(S)  X,  =  Y^^  x\  +  y,,  3f^  +  y^,  **, 

deren  Coeflicientcn  reell  sind  und  deren  Dctcrmiuante  f  uicbt 
Ifleich  Nnll  mt,  gehe  die  gegebene  weseQllich  puttitive  teri 
Form  in  die  Farm 

Qher.  Die  gewählten  BezeicUnungen  aiud  in  denen  des  §  Bl 
entbfilten,  woleiu  dort  »i=3  gesetzt  wird.  Die  Fonii  (/(x',,x',,x',) 
niuHH  ebenfalls  elue  weseullieb  positive  tcruäre  Form  eein;  denn 
wenu  ein  System  von  reellen  Wertben  x',,x',,x',  existirte,  für, 
welches  die  Fona  9{x\,x\^x^^)  negativ  würde,  oder  wenn 
aussur  dein  .Sysleni  x' ,  =  0,  x',  ^  0^  x',  =  0  ein  System  vuu  reellen 
WertJicn  x',,x',,  x',  existirte,  fUr  das  die  Form  if  (x*,,  x',,  x*,) 
gleich  Null  würde,  fiü  ergäbe  das  System  (5),  da  die  Deter- 
minante /'  nicht  gleich  Nidl  iitt,  zugebttrige  iHuttinmiie  reelle^ 
Wertbc  x,,x„x„  fUr  wolehc  die  Form  /"(«..x,,«,)  rcspectivo 
negativ  werden  oder  veraehwindcn  mllastc,  ohne  daas  z^=^% 
X,  =:  U,  X,  =i  0  wäre. 

Die  GIeJcliuugen  (19)  des  g  81  liefern  bei  der  Annahme 
n  =  3  die  vollständigen  Ausdrucke  von  den  Coefficienten  der 
Form  ^  (x',,x',,x'J.  Als  Repräsentanten  aller  Übrigen  Coelli- 
eienten  können  die  AngdrUckc  von  a'^^   und  a'     dienen 

(7) 
(8) 


«n  = 


a.i  y\i 


+  2  «^  y„  m  +  2«^  yj,  7n  +  2a„y„  y„ 

«'19  =    f«u  y«  +  «ly  u  +  «11  y«.)  j-ij 
+  («81  yu  +  ««/«  +  »«.  y«)  /m- 

Der  Coefficient  d'^  gebt  ans  der  Form  /"(x,,  x„  x.) 
dureb    die  Eintjetznng   der  Wertbe  x,  =^  y,,,  x,  ^  y,,»  x,  =  y,, 
hervor,  der  Cocfficient  o\j  aait  der  rechten  Seite  der  Gleicbnog, 
(3*)  dnreh  die  Kinsetxuug  der  Wertbe 


2=1  =  r 


11' 


x^ 


y»»  %  —  /ai»  5i  —  Ytv  Si  —  y»'  w ""  y»* 
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Di£  Grösse  a'„  ist  deshalb  t/leich  rJem  Qmuhatf  tlrx  Ah- 
stmtdcs  stmsefiett  d*:m  AnfittUfsputikte  det  Coordwatm  nnd  dmt 
Punkte  mit  den  Cofyrdijtaten 

Die  etUspreeJtcndc  Bedcuiwief  fuii  a'^  pir  dm  Pttnli  mit  den 
Coordinaien 

(10)  y»  V^^^  Yn  1^'  y«  l^ 

und  a'^  für  dm  Punkt  mit  dm  CoordinaUn 

Wenn  daher  in  der  Gleichung  (3*)  die  so  eben  aug^deutett; 
SubstitQtioQ  gemacht  wird,  m  ist  auf  der  linken  Seite  die  Ent- 
fernung Oa  durch  l^a'ip  die  Entfernung  OT  durch  V'^tt'.,^  m  er- 
»etzeD,  und  bezeichnen  wir  den  hier  nultrctcnden  coneaven  Winket 
SOT  mit  i0\.j,  Bo  entsteht  die  Gleichung 

(12)  l/ä'„  1/(1^,  CO«  («Vi  =  «'..- 

Wir  denken  uns  jetzt  von  dem  Anfangspunkte  0  ans  nach 
den  drei  Punkten,  deren  Coordinaten  in  (fl),  (lf)j  und  (II)  an- 
gegeben sind,  gerade  Linien  gezogen  und  fji»R>cn  dieselben  als 
ein  Stfslcm  von  neuen  Aren  auf;  die  von  dein  Punkte  O  aus 
nach  den  betreffenden  Punkten  fUhrenden  Itichtungeii  bezeichnen 
die  drei  positiven  netten  1/alba.rm.  Der  concave  Winkel  zwischen 
der  ersten  und  der  zweiten  jiositiveu  neuen  Hnlbaxe  ist  'o'^^ 
genannt  worden,  die  concaven  Winkel  zwisclien  der  zweiten 
und  dritten,  der  dritten  nnd  ersten  ni!>gcn  respective  w'^j,  w'„ 
heissen,  und  werden  nach  MasHgabe  von  (12)  durcli  die 
GIcicbongcQ 

(13)  1/^3  VV^  cos  w'j^  =  a^,  V^  Vt^ii  C08  w'.,,  =  a',,i 
bestimmt  Diese  Gleichungen  entsprechen  genan  ilcu  Gleichungen 
(17)  des  vorigen  §  und  vermitteln  die  geometrische  Interpreta- 
tion der  Form  g  (x',,  x'„  a;*,).  Wenn  in  der  Substitution  (5), 
vermüge  deren  fix^,  Xj,x,)  ^  gisc'^x'j^a-'^)  wird,  den  Va- 
riabcln  i',,x'„a;',  einmal  die  Wertlic  1,0,0,  ein  zweites  Mal 
die  Werthe  0,  1,0,  ein  drittes  Mal  die  Werthc  0,0,  1  beigelegt 
werden,  so  nehmen  die  Varinbeln  *,,  x,,  x,  reepeclivo  die 
Werthc  y,„  y,„  y,,;  y,„  y^  y,,;  ?,„  y^  y«  au.     Diese  Wertb- 
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syHtenic  Hefern  bc-xiebung« weise  die  CoonlinateD  (9),  (10),  (II). 
Attit  dieji^n  Oriiwien   wird   derjenige  Punli   im  Rratme,    dessen 
Coordxiuiten  in  licsug  auf  das  stt  der  l'orm  f{x„x^yX,) 
SgstetH  von  Äxen  die  WerÜte 

liahm,t€fifpmdie  Variabcln  x„  t„  x^  milden  Variab^^nx'^^. 
ihirrit  dit  Gleichnngen  {b)  verhunden  sind,  durch  drm  nmc 
dinatett  fjfxeichnetj  wiche.  sicJt  auf  das  ffu  der  Form  g{x\^x'^yX' 
cugeftiirigr  vorhin    constmirU  System  von  neuen  Axen  bezieh 
und  die  Werthc 

frAofcm.  Die  Form  (ar*,,  x\,  x'J)  driieh  vneder  das  Quadrat  rfi 
Ahsimtdcs   gioischen  jenem  Punidc    wtd   dem   nicht    venuulrrtm 
Coordinatenanfangsjtunfitc  0  aus.  _^m 

Ücr  lUumiiilinU  des  der  Form  gixfty^^^x'^  zugehürigeiV 
Grui>(i]i:inillcIü]>i)iicdous,  dcssou  ciue  Ecke  der  Coordiuaten- 
:infaiigs|mukt  0  ii^t,  uad  bei  dem  die  drei  von  O  anH^ehendon 
Kauteil  auf  den  drei  positiven  Denen  Ilalhaxen  He^n  und  re- 
spectivc  die  Längen  V^a\,,  V^a'^  Va'^  haben,  wird  nach  dem 
vorigen  ij  dureb  die  Quadrat wurxcl  au»  der  ITbternnnanle  lY 
der  Form  g{x\^x\yX\)  gemessen.  Nanh  ('i.'))  des  jä  ftl  ist 
D'  :^  1*  J),  mitbin  ist  die  positive  Quadratwurzel  aus  der  Üc- 
teiiitiuantc  D'  glcitdi  dem  Product  der  positivcu  Quadratwnrzd 
aus  der  Detcnninante  />  und  dem  absoluten  Wcrtbe  ±  /'  der 
SohfititnliorsdetermiDantc  /'.  Also  bat  der  Raitmisi^li  <Jes  neuen. 
GruHilfttnillelrjnjiedonii  di.-n  Attsdruck 

(14)  ±iVD. 

Der  Uebcrgang  von  den  Coordinaten  x,  Va^^,  «,  V^t 
Xj  Va^  zu  den  Coordinaten  z\  V^a*,„  z',  Vu'^  x'^  Va'^  wel- 
cher durch  die  (Heiebungcn  fß)  bewirkt  ist,  wird  eine  Tranx- 
fortnation  der  Coordmateti  genannt.  Bei  diesen  Gleicbnugcu  Ist 
das  Verscfiwiudcn  der  Determinante  /'  ausgcscblosscu  wonica, 
diunit  sowohl  zu  jedem  System  von  Wcrtheu  x',,x'|,  x',  eia 


n 


bestimmte«   System    von  Wertben  x 


gebilre,   wie  aacli 


da«  Umgekehrte  Statt  finde.    Wtfrdcn  die  Orüwen  y^    ao  ange- 
nommen, daAs  ihre  Determinante  veracbwindot,  so  liessen  sich 
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IdlfJ  (irtlHsen  A,  B,  C,  rlic  niclit   alle  gleicb  Null  sind,  in  der 
Weise  he^tinimcu,  daas  die  drei  GIcicImnjE;eD 
[  ^^11+  ^yn  +  'iyw^o 

erilullt  wären.  Dann  wtlrdcn  aber  die  drei  Panktc,  deren  Coor- 
dinntcn  in  (9),  (10),  (U)  angegeben  »ind,  nnd  nach  denen  von 
dem  Tunkte  O  ans  die  drei  neuen  Axcn  g:erichtot  sind,  zu- 
folge einer  ohi^n  Hemcrknng  die  Gleiclniiig  einer  dureb  den 
CwrdimUenanfangHpunkt  0  gelieodeu  El>ciio^i  +  Br,+Gr,  =  0 
befriedigen,  nnd  in  Folge  dessen  müstttcn  die  drei  neuen  Axcn 
in  einer  und  derselben  Ebene  liegen.  Dadurch,  dass  die  De- 
terminante /'  nieht  gleieb  Null  sein  darf,  ist  diese  Müglicbkeit 
■  aufgehoben.  E8  fragt  sieb  jetzt  noch,  mc  sich  die  Subiftitttfiüneny 
hä  denen  /'  pi>sitiv  Js^  von  det\}enigen  unterscfieidm,  bei  d^^tcn  i ' 
negatip  ist. 

Da  daa  zu  der  Form  /"(a:,, «,,«,)  geliUrige  GruiidparaUel* 
epipedun  alle  tlir  das  erste  Coordinatcnsystem  wCHCütticben 
Sttteke  enthält,  und  da«  der  Korn»  r/ {x\,  x\y  x\)  zugebtirige 
GrundparallclepipedoD  in  HctretT  den  zweiten  Coordinaten^yistemH 
dieselbe  Rolle  spielt,  so  darf  man  sieb,  um  ein  volUtHndigea 
Bild  von  dem  Vorgange  der  Transformation  zu  erhalten,  vor- 
stellen, dju»8  dag  erste  Grundparallclepipedon  durch  eine  Acn* 
derung  der  entsprechenden  Stiieke  in  dai*  zweite  Grundparallel- 
opipedon  umgewandelt  werde.  Wir  betrachten  nnn  zwei  Sub- 
stitntionen,  von  denen  die  erste  eine  positive  Determinante,  die 
zweite  eine  negative  Determinante  bat^  nämlich 
(12)  x^x',  y  =  y\e  =  e' 

und 
03}  x=-x',  y  =  -y\  0  =  -^. 

WKk  Ilei  der  ersten  SnbHtitution,  deren  Determinante  gleich  1  ist, 
f  l^m^t  das  Grimdparallelepipedon  gar  keine  Aendernng;  bei 
TOf  zweiten  Substitution,  deren  Determinante  =  —  1  ist,  bleiben 
die  Längen  der  von  0  autiigclK^nden  drtn  Kanten  nnd  die  Mei- 
gnngawinkel  der  Kanten  ebenfalls  nngeftndert,  Jedoch  wird  ans 
jeder  der  urspnlngliclien  negativen  H.ilbjixen  die  gleichnamige 
;uo  positive  Ualbaxc.    Fllr  den  Augenblick  uiilgo  daä  ursprtlng- 
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HcbeGrundparallelcpipcdoD  da»  cretc,  <\a»  aus  der  zweiten  Sab- 
stitutioii  lirrvor^oliende  Ortinilitarallrlcpipedon  da»  zweite  ge-  ^m 
nannt  werden.  Wen»  man  jetzt  durch  die  Anwendung  einer  ™ 
beliebigou  Suijstitutiuu,  deren  Dctonuinantc  /'  nur  n!chl  gleich 
Null  »ein  iliiri,  eine  dritte  Transformation  der  Form  /"(-^t.*,.»",) 
anBtllhrt  und  dadnrdi  ein  drittes  Grundparallelepipedon  erzeug 
80  kann  dasselbe  auf  die  folgende  Weise  mit  dem  erKien  nnd 
dein  zweiten  Grundparallelepipedon  verglichen  werden.  Die 
Vcrgleichang  mit  dem  ersten  Ornndparallelßpipedon  freschieht 
80,  da«s  durch  eine  Drehung  des  dritten  Giiin<lparaIlelopipedona 
nm  den  festen  Punkt  0  die  erste  Kante  des  dritten  in  die  erste 
Kante  des  crt<(en  Grundparallelepipedon«  gebracht  wird,  das« 
ferner  die  KfM»ne,  in  welcher  die  erste  und  die  zweite  Kante 
des  dritten  Gnmdparullclepipcdons  liegen,  in  die  Ebene  gehracht 
wird,  in  der  sich  die  erste  und  die  zweite  Kante  des  ersten 
Gmndparallelepipedon«  befinden,  und  das«  hiebei  die  zweite 
Kante  jeder  Fläche  auf  dieselbe  Seite  der  ersten  Kante  fällt. 
Die  Vergicichung  des  dritten  Grundparallclepipedons  mit  dem 
zweiten  wird  durch  eine  Drehung  des  dritten  um  den  festen 
Punkt  0  in  der  »enan  cntspreelienden  Weise  bewerkstelligt 
Dann  muss  die  dritte  Kante  des  dritten  GntndparaJlcloffranwUt 
entweder  mit  der  dritten  Kante  des  ersten  GrimdparaHeiepipedons 
auf  dieselbe  Seite  der  den  hcidm  (fnindparaüelepipeden  geviein- 
Sanum  Kiene  faUen,  oder  die  dritte  Kante  des  dritten  Grund- 
jmraUdrjti2>fdons  muss  tnit  der  dritten  Kantt  des  aweHtn  Grund* 
par<dleI^)ipcdotis  auf  diescihc  Seite  der  dett  beiden  Gmndparallei- 
cpipeden  fjcmcinsamcn  Ebene  fallen.  Wir  unterscheiden  diese  hei- 
dcti  Möglicfdeitm  ids  den  ersten  und  deti  siceitin  Kall.  Wenn 
man  fllr  das  ursprüngliche  Grundparallelepipedon  die  oben  e^ 
iirterte  Annahme  maeht,  dass  die  erste,  zweite,  dritte  Kante 
respectivc  nach  links,  nach  recht»,  nach  oben  gerichtet  seien,  so 
sind  die  erste,  xwette-,  dritte  Kante  bei  dem  zweiten  Gmod- 
parallclepipedon  respeetive  naeb  links,  nach  rechts,  nach  unten 
gerichtet,  und  das  dritte  Gruiidparallelogramra  erscheint  vcr- 
miJge  der  beschriebenen  Drehung  entweder  in  dem  ersten  oder 
dem  zweiten  FaIIc,  je  nachdem  die  relatire  Lage  setner  Kantca 
von  der  einen  oder  der  anderen  Beschaffen  he  it  ist.  Nun  kann, 
wi»iii  der  erste  Fall  eintritt^    das  dritte  Grundparallelepipedoa 
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dorcb  eine  allmäbli};c  Aeadcritiig  in  dns  erste  Uhergcfllhrt  werden, 
ohne  das»  liiehci  die  drei  Kanten  de«  veränderlichen  Grnntl- 
pamtlolepiiHMlouM  tn  diesethc  Ebene  fallen:  dcs^leiclicn  kann, 
wenn  der  zweite  Fall  eintritt,  ilsie  dritte  Grundpnrnllclepipedon 
durch  eine  allmHhIige  Aenderung  in  da»  zweite  lihcrgcillhrt 
werden,  ohne  dnss  die  drei  Kanten  des  vcräüdorlichen  Grnnd- 
piLrallclcpipcdons  in  dieselbe  Kbcnc  fallen.  Wollte  man  aher 
Aas  dritte  Orondparallelepipedon  in  dem  ernten  Falle  dareh 
eine  allniäihli^c  Acndorimy  in  das  zweite  Onindparallelepipednn 
verwandeln,  so  ntllssten  die  drei  Kauten  des  vcräliidcrliclicn  (irund- 
parallelepipedons  dnrch  eine  Lage  hindurchgehen,  in  der  sie  id 
dieselhe  Kbene  fallen.  Und  dftÄ  pjleiehe  mHsstc  gesehehen,  sn- 
bftld  man  in  dem  /weiten  Falle  das  dritte  Grundparallolcpipedon 
durch  eine  allmiililige  Aeudcrunjr  in  das  erste  Grundparallclopipe- 
don  verwandeln  wollte. 

Eine  allmithli^  Aendernng  des  dritten  Grundparallelepipe* 
dwns  wird  dadurch  dargestellt,  daes  die  Cocfficicnten  y^  ,  welche 

das  dritte  Grundparallelepipedon  hervorbringen,  »ich  allmählig 
ändern.  Eine  Aendening,  bei  der  die  drei  Kanten  iu  dieselbe 
Ebene  fallen,  i.st  eine  solche,  bei  der  die  f'oefficienten  j-     eine 

verschwindende  Determinante  bekommen.  Dem  Festhalten  de» 
ersten  GrundparatlolepipcdonH  entspricht  die  positive  Determi- 
nante r=  1,  dem  Uehergehen  zn  dem  zweiten  Grundparallelepipe- 
don die  negative  Determinante  /'^=  —  1.  In  dem  oben  definirtcn 
ersten  Falle  kann  von  dem  dritten  Grnndparallctcpipedon  zu 
dem  ersten  Hbergegangen  werden,  ohne  dass  die  drei  Kanten 
in  dieselbe  Ebene  fallen  oder  die  Determinante  /"  gleich  Null 
wird,  iu  dem  zweiten  Falte  kami  von  dem  dritten  Gruiid- 
parallclcpipedon  zu  dem  zweiten  llbergegangKU  werden,  ohne  dass 
die  drei  Kanten  in  dieselbe  Ebene  ialler  oder  die  Determinante  I' 
gleich  Null  wird.  Dagegen  ist  ein  Uebergang  tui  entgegengesetzten 
Sinne  nicht  mfJglich,  ohne  dass  die  drei  Kanten  iu  die.selbo 
Ebene  fallen  oder  die  Determinante  /'  verschwindet.  3/iMm 
iriit  der  erste  Fall  oder  der  zweite  Fall  ein,  je  nachdem  die  Detcr- 
minaHie  I'  das  posUhc  oder  das  negative  VorMeichen  hat,  utid 
darin  Hegt  die  gesticMi:  UtUersrheidung. 
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9  87.  8yat«m  paraU«leplp«dl«oh  g;»ordiiet«r  Pnnkte  im  Raom*. 
Verflobiedene  Anordnangen  eines  soloheu  By«t«ms. 

Ilci  der  geometrischen  Interpretation  einer  positiven  ter- 
närcu  Form,  wie  bei  der  Interpretation  einer  positiven  binären 
Form,  knltpft  sich  ein  Üauptintcressc  an  die  Vomossctznng,  doss 
Hie  fnire/fettden  Variabdn  gleich  <ülin  möffüchen  posUiven  und 
mrjalif^i  fjati2et%  Zahlen  gesetzt  werden.  Wenn  die  Variabein 
der  obigen  Form  f(x^,  x^,Xg,)  die  Reihe  der  sämmtlichcn  ganzen 
Zahlen  diirchlanfen,  und  wenn  «u  einem  Punkte  S,  dessen  Coor- 
dinatcn  die  Werthe  x-^  Vn^^,  x„  V'a,,,  a;^  l^o,,  haben,  die  in  §  85 

defiuirten  Tankte  Ä',,  5,,  S,  gehören,  80  nimmt  der  auf  der 
ersten  Coordinatcnaxe  beündliehe  Paukt  S^  lanter  Oerter  ein, 
die  von  dem  Coordinntenunfangiipunktc  0  ab  gerechnet  Immer 
nm  die  Länge  ^/a^^  von  einander  abstehen,  der  auf  der  zweiten 
Coordinatenaxe  befindliehe  Pankt  S,  erhält  in  derselben  Weise 
lanlor  Oerter  von  dem  Abstände  Va-,  nnd  der  auf  der  dritten 
Coordinatenaxe  befindliche  Punkt  5^  lauter  Oerter  von  dem  Ab- 
stände  l^a^Y    Um  alle   betreffenden  Punkte  S  zu  conittmiren, 

ist  dnrch  jeden  Punkt  5,  eine  Ebene  zu  legen,  welche  der- 
jenigen Coordinatcnebcne  parallel  ittt,  die  durch  die  zweite  nnd 
die  dritte  Connüniitcnaxo  hindurchgeht,  nnd  hierauf  ist  mit 
jedem  Punkte  S,  nnd  5,  entsprechend  zu  vorfahren.  PicsämttU- 
liehen  Punkte  S,  die  den  ganssahligen  Werihen  von  x,,  a;,,  x, 
correspintdircn,  Ikgen  dcslialb  auf  drei  iSgstemm  von  Ebenen 
gleichen  Absiandcs;  der  gatiee  liatan  ist  in  latiier  gleiche  Pa- 
rtälrh-pipcda  eingetheilt,  deren  Ecken  jenes  Sfjstem  v<m  Ptmkten 
bildeti,  und  jeden  Paralhicpipedot}  .  ist  dem  vorJän  hetroehtefen 
GrundpartdlchpiptdmigldciiydessctiHcutmitihaUdttrehäieQuatiriü- 
wurxd  cuts  der  Detcrmitutnte  J)  der  gegebenen  temcurai  Form 
ausgedrücH  wird. 

Sobald  bei  der  Substitution  des  ersten  Grades 
(1)  a:,  =V„  x\  +  ri,  x'.,  +  Yn  ^\ 

'^tf=  r«  «'i  +  y«  «'i  +  rn  «'s 
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die  Coefficientcn  v.  ,   deren  Deteiminnntc  /"  nicht  gleich  Null 

sein  darf,  cbcofall»  lauter  f^mc  Zahlen  sind,  so  licl'ern  ganz- 
uihlige  Werthe  der  Variabein  x\,  j',,  x'^  nothwcndiK  Junch 
ganzzahlige  Werthc  der  Vnriabelo  a;,,a:,,  x,.  Die  sämmthchen 
gatusahliffcn  Werittc  der  Variabdn  z',,«'„a:',  heriehen  sich  auf 
tiasjenigc  System  paraUeJt^ipedisnk  geordneter  Punkte,  welches  der 
Form  g{^' ij  *'».  jp'.I  irngeliört,  die  iws  der  gegebenen  Form 
f{x„  x„  Xg)  vemwge  der  angewendeten  Suhstiiution  entsteht.  Dieses 
SifstetH  von  PttnkieH  ist  naeh  den  ohcfi  definirlen  neuen  Coordi- 
natenaxett  geordwt;  sein  GnmdparaVcIcj>ij)t.-don,  d^^^scn  drei  Kanten 
Vä'n,  l/n'jj,  Va\,  sind,  W  den  fimminktUt  l//J'  =  +  iVD, 
und  mrd  deshalh  aits  dem  Raumiyihalt  des  urspriinglieheti  Grund- 
parallchisipedons  durch  Midtiplicafion  mit  der  gart£m  Zahl  ±  F 
abgältet.  Die  Hünimtlielien  I'unktR  des  ncnen  parallelcpipeiliKühen 
Systems  fllhren  auf"  gany-zahli^c  Werthc  der  Vari(iln'!n  j:,,  x^,  x, 
zurück  und  sind  deshalb  unter  den  Punkten  des  nrsprtlngllehcD 
parallelepipcdisehen  Sy»tcnifi  enthalten.  Sobald  zu  jeder  Com- 
bination  von  ganKen  Zahlen  x,,  x,yX,  nolhwcndlg  ganxc  Zahlen 
•^'ii  -^t»  *'»  gi^heircn,  so  niuH8  auch  jeder  Pnnkt  den  iini|irl1ng- 
liehen  parallelepipedischen  Syatera»  zugleich  ein  Punkt  dea  ueutn 
parallelcpipedischen  HystemB  sein.  Dieser  Fall  tritt  dann  und 
nur  daun  ein,  wenn  die  Gleichnngen  (1),  nach  den  GrÖKsen 
z\,  :f*,,  ar*,  aufgohist.  Au8drtli.'ko  orgchcu,  bei  denen  die  a?,,  3t„z^ 
nnr  mit  ganzen  Zahlen  multtplicirt  äind,  und  hiefür  besteht 
nach  g  77  dio  Be<lingung,  dass  die  Doterndnante  T  gleic^h  der 
positiven  oder  der  negativen  Einheit  sei.  Alsdann  «rird  der 
Kauiniuhalt  des  neuen  Grundparallclcpipedons  demjenigen  des 
nnsprUnglichen  Grnndparallelepipedons  gleich,  die  beiden  Systeme 
enthalten  dieselben  Punkte  und  unterscheiden  sieh  dadurch  von 
einander,  doss  das  eine  nach  den  ursprtlnglicben  Axen  und  mit 
Anwendung  der  festen  Abstände  Va^,,  Vo^  ^^^  ^^^  andere 
nach  den  neuen  Axcu  und  mit  Anwendnng  der  testen  Abstünde 

V'a',,,  1/"«',.»  Vf^Vt  geordnet  ist.  Der  zwischen  den  FiUlen  /'=! 
und  /'s=—  l  stattfindende  Unterschied  ist  im  vorigen  g  erilrtert 
worden.  Wenn  die  Coefficientcn  einer  quadratischen  Form  ge- 
gebene gan/.o  Zahlen  sind,  nnd  die  Variabein  gleich  Iwliebigen 
ganzen  Zahlen  gesetzt  werden,  so  tUhrt  die  Form  zu  der  Dar' 


tttUung  von  tjatuen  Zahlin.  Sobald  daher  ftlr  eine  g^^bene 
positive  leroSre  Form,  eieren  ('oelficienl-eri  ganze  /.nhlcii  sind, 
das  zn}!:eordnctc  iiar».llcle]>ipc(lisciic  PiinkUyBtüin  iiu  Kanme' 
eonstruirt  iflt,  so  werden  alle  durch  die  Form  dar» teilbaren^ 
ganzfn  Zahlen  dnrch  das  Quadrat  dor  Ah«tände  repr^ntirt, 
welche  die  einzelnen  Punkte  des  tiyätems  von  dem  mit  0  be- 
zeichneten fcätcii  Punkte  haben. 


§  88.    Tr&ghelUgeiAtz  der  quadratisch«!!  Formfttt. 

Die  in  §  84  entwickelte  Methode  ivt  geeignet,  um  jede 
pefjelwne  quadratische  Form  von  h  Variubeln  durch  eine  Sub- 
Etitntion  ersten  fJradcs  in  eine  neue  Form  zu  verwandeln,  welche 
nur  die  Quadrate  der  neuen  Variabein  enthält.  Wenn  in  der 
dortigen  Form  /"(x,, x,, . .  .i.)  der  Coefficient  a,,  nicht  gleich 
Null  ist.  so  wird  dieselbe  dnreh  die  Gleiehung  (5)  als  ein  Aggre- 
gat dorgeHtellt,  da^i  aus  dem  in  eine  Constante  mullipHeirteni 
Qnadrat  eincH  Ausdrucke»  ersten  Grade»  der  Variabein  und  aas 
einer  ({uadratischen  Form  von  m— 1  Variabein  beuteht.  Wenn 
dagegen  der  Coefficient  a^^  gleich  Null  i«t,  so  lüget  sich  die 
gegebene  Form  durch  eine  Substitution  ersten  Oradee,  deren 
Determinante  nicht  verschwindet,  in  eine  Form  *;  ix\j  x*,, . .  x\)  \ 
Iransformiren,  deren  Coefficient 

einen  von  Null  verschiedenen  Werth  hat.   Auf  diese  neue  Fonal 
kann  dann  die.  Gleichung  (5)  des  g  ft-t  angewendet  werden,  so 
dasti  das  Aggregat  eines  in  eine  Constante  multipHcirtcn  voUea 
Quadratjfi  und  einer  Form  von  n—  1  Variabein  hervorgeht.    Diese* 
Form  gestattet  dann  c^t^vpder  nnmittrlhnr  eine  eben  solche  Be- 
handlung  oder    lüHst  sich   dnreh  Anwendung  einer  Substitution 
des   ersten  Grades   in   eine  Form    verwandeln,  die   eine  eben 
solche  Behandlung  erlaubt.      Auf  diese  Weise  crhBlt  man  end- 
lich eine  Form,  welche  nur  die  Quadrate  von  Ausdrucken  ersteo 
Grades  der  ursprunglichen  Varlabeln  enthält,   und  indem  diese 
Auijdrttrke  als  die  neuen  Variabcin  «,,«,,..  .k„  eingeführt  wer- j 
den,  ist  der  gewünschte  Zweck   erreicht     Bei  der   erwähntet»  i 
TranslbrmalioD 
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ist  leicht  zu  erkennen,  dase  sich  die  Determinante  der  Form 
h,  u\  +  b^u)  •{•  . .  +  h„  nl  7U  dein  PnHiuct 

(2)  Kh,...K 

zasflmtncnr.icht.  Stellt  man  ferner  die  m  Funetionon  «,, «,,...  u^ 
der  n  Variahein  j:,,  x,,  . .  .t„  zuüanmicn,  nnd  bildet  an»  ihren  n» 
Coeffi«::! eilten  die  nctcrminantc  -  /,  so  mwm  die  neterminantR  D 
der  Form  /"(j;,,  ar,, ..  ..r,)  ßlcich  dem  Prtiduct  atiH  der  Determi- 
nante (2)  und  dem  Qoadrat  der  Suhrttitntionsdeterniinante -/«ein» 
mithin  die  Gtcichnn;^  bestehen 

(3)  ö  =  &,  &,...ft.  r. 

Sobald  dalier  die  Oeterniinante  7)  der  gegebenen  Form 
nicht  gleich  Nnll  ist,  darf  weder  einer  der  Coefficicnten  6,,  J„  .B, 
noch  die  Determinante  /verschwinden,  Dum  dieOrösHcnfe,,  6,,.  .6,, 
Bämrotlie.h  von  Null  verschieden  sein  mtisspn,  bedeutet,  dafis  von 
den  attf  der  rcelitcn  Seite  von  fli^nrhandeuen  Quadraten  keines 
wegfallen  kann,  und  das»  J  nicnt  Null  sein  darf,  drückt  aus, 
dass  die  n  Functionen  «,,m,,...k^  der  Variabein  a;,,x„.,j!^ 
von  einander  unabhängig  8cin  mtisscn. 

Das  zu  dcrAblcitang  der  Gleichung  fl)T»cDn(zte  Verfahren 
lehrt,  das«  es  auf  unbegrenzte  viele  von  einander  verschiedene 
Arten  möglich  ist,  eine  gcgehene  ([uadratische  Form  als  eine 
Snmme  von  mit  Constanten  inaltipltcirlcn  Quatiratcn  darAnstellcn. 
Wir  halten  jetzt  wiedef  die  VoraiissetKnng  fest,  dass  die  Coeffi- 
cienlen  der  gegebenen  Form  redle  Grossai  seien,  und  dass  die 
CoelTieientcn  der  anzuwendenden  Substitutionen  dieselbe  Be- 
dingung crf\l]len,  and  nehmen  an,  dass  Hlr  die  gegebene  Form 
/* (t, ,«,,...  zj,  deren  Determinante  D  nicht  gleich  Null  sein 
soll,  irgend  zwei  verschiedene  Dartstellnngen  der  angegebenen 
Art  au«gefl9hrt  seien.  Man  habe  also  ausser  der  obigen 
Glcichnng  (l)  noch  eine  zweite  Gleichung 

(3)  f(x,,x„.,.  tJ  =e.  r«  -I-  r,  p;  +  . . .  -4-  c„  vi, 

wo  P,,rj, ...r„  wieder  Functionen  des  ersten  Grades  der  Va- 
riabein X,,  X,,. . .  x„  sind,  und  r,,  r,,. . .  c„  Constanten  bedeuten, 
von  denen  ans  den  angegebenen  Grtlnden  keine  gleich  Nnll  sein 
kann.  Auf  diese  Voraassetznngen  bezieht  sich  ein  Sat7.  den 
Jacohi  und  Sjflvestcr  unabhängig  von  einander  gcInDdcn  haben, 
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der  nach  Jacohis  Tode  durch  C.  W.  BorciKtrdt  im  83tcn  Bando 
des  von  ihm  herausgesehen en  Jnornftls  p.  275  mitgetheilt,  von^ 
Sylvi:akr  iu  dem  {ibitüäophical  Magaz.  18f>2.  11  p»g.  138  publi-^ 
cirt  nnd  das  Träghextsgesett  der  gtutdratischen  Formen  genannt 
worden  ist.  Dieser  Sat»  sagt  ao8>  dass  in  den  beulen  Darsld- 
lungcn  die  Anzahl  der  mii  positiven  Facioren  muUiplicirtcn  Qua- 
drate und  difi  Atuahl  der  mit  negativen  Factoren  7HuUiplicirlen 
QttadrtUe  dieselbe  sein  muss,  odetj  dass  die  eine  AnMttfd  wie  die 
atuJerc  Atv:ahl  hei  jt'der  auf  d€7n  reellen  Gebiete  Uf^benden  TVons- 
fortnation  unveräwierlich  ist. 

Um  den  UntcrHchied  der  hei  den  verschiedenen  Qnadratea 
auftretenden  Factorcu  in  ein  helleres  Ijicht  zu  seteen,  mögen 
in  beiden  Darntellungon  (UnndCS)  die  einzelnen  Factoren  darcli 
ihre  at>»olntcn  Werthe  mil  Hinzuiliguns  des  positiven  oder  ne 
gativen  Vorzeichens  aus^odrllokt  werden,  so  dass  man  hat 

(4)    &,  =  «„  6,  =  ®„..6,  =  ö„  &,,,  =  -©.„.. .Ä.--©., 


(5) 


=  -6. 
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Die  Vereinigung  der  heiden  Darstellungen  erzengt  demnach  diö. 
Gleichung 


=  6,tf*  +  ..+6,tj'— I 
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Weil  nnn  sowohl  die  h  Grfisscn  «,,  «„ . . .  u.  wie  anch  die 
n  Gröii'sen  v^,v^,...v,  unahhRngigo  homogene  Functionen  des 
ersten  Grades  der  n  Variahelu  .t,,  x,, . .  .a^„  sind,  so  kOnncu  die 
j.-,,  a:,, . . .  x^  aut  ganz  hestimnite  Art  durch  die  «,,  «,,...  «.  ans-  ^ 
gedrückt  werden,  und  durch  die  Substitution  dieser  AusdrOcka  H 
gehen  die  t>,,  v,,  ...v„  in  unnhhilngige  homogene  FnnctioDca 
des  ersten  Grades  der  Variahcln  «,,  «„  . . .  w„  Über.  Wir  denken 
lins  die  v,.  v,, . .  .v„  in  dic»c  Gestalt  gebracht.  Jetzt  lAsst  sieb 
zeigen,  dass,  wenn  in  der  Gleichung  (6)  die  Anzahl  2  kleiner 
oder  grösser  wäre  als  k,  ein  Widerspruch  entstehen  mfisste.  Ge 
setzt,  CS  sei  1<:L  Dann  ist  die  Anzahl  der  Grössen  t>,,  p,,...(fj 
und  r4^^p  ■  ■  .  w„  gleich  l  +  n  —  k  und  deshalb  kleiner  al»  n. 
kann  aber  die  l-^-n—k  Gleichnngen 

(7)     t-,=0,  t;,  =  0,  ...u,=ü;  Mi+,^0,  «»+,  =  0,...«.=^0 
zwischen  den  nürUssenH^,  u„..,m.  stets  so  erlUllen,  dase  wfir 


lKlteit<>)!«»eti  der  qDiifIrRtifiehea  Pomen. 


nigstens  eine  von  den  Grössen  n,,  m«,  • . .  u«  nicht  den  Weiih  Null 
erhält  Die  linken  Seiten  i[ic«er  Gleichungen  gin<l  homogene 
Functionen  iles  ersten  Grades  von  den  Gr(»t*sen  «j,  «,,...  w«, 
und  ihre  Anzahl  ist  kleiner  als  n.  Wenn  man  za  dem  Hysteni 
der  Gleichungen  (7)  »o  viele  Gleichungen  auR  diesem  System 
ron  gegel)enen  Gleichungen  hinzuftchreiht,  bi8  die  Anzahl  n  er- 
reicht ist,  RO  drückt  dRu  neue  System  von  n  Gleiclinugoit  keine 
andere  Kordernug  aas,  als  das  System  (7).  Zugleich  ist  aber 
die  Determinante  der  Coefficienteii  des  neuen  Systems  gleich 
Null,  weil  unter  den  Klemcnten  desselben  wegea  der  vorhan- 
denen Wiederholungen  gleiche  Reihen  vorkommen  mtlBsen.  Das 
neue  System  von  »  Gleichungen  besitzt  daher  alle  EigenschaHeD, 
die  hei  dem  System  (141  des  §  i5  vorausgesetzt  sind.  Von  diesem 
S^'stem  ist  dort  nachgewiesen,  daas  es  stets  eine  AutlI3sung  ge- 
stattet, l>ei  weicher  wenigstens  eine  der  Unbekannten  willkürlich 
bleibt.  In  dem  gegeuwilrtigen  Falle  sind  dcu  LJnbukannteu 
***+it •••**«  ^'*^  Werlte  Null  vorgeschrieben,  milUtu  bleibt  we- 
nigstens eine  der  Übrigen  Unbekanntcu  willkürlich  und  dieser 
le^n  wir  einen  ron  Null  versebiedetien  Wcrtb  bei. 

Wir  haben  also  ein  derartiges  System  vor  GrHfifien  «,,  m,^..«„. 
welche  die  Gleiehungeu  (7)  bcfrtedigcu,  und  wenden  dieses  fttit' 
die  Gleichung  (6)  an.  Dadurch  versibwindcn  auf  der  linken 
Seite  die  negativ  genommenen,  auf  der  reehten  Seite  die  )>ositiv 
genommenen  Quadrate,  und  ea  resultirt  die  Gleichung 

(8)  ^,u]  +  SQ,i^  +  ..^S,ul=- 

Da  von  den  Grössen  w,,  «,, .  . .  w»  wenigstens  eine  nicht  gleich 
Null  ist,  so  bat  die  linke  Seite  von  (H)  nothwcndig  einen  po- 
sitiven die  Null  tlbcrtrefTcnden  Wcrtb.  Die  rechte  Seite  ron  (8) 
kann  aber  bei  der  Eiu?ieLzung  der  gewühlten  Wertbe  u,,  ».,-..«„ 
niemals  positiv  werden:  deshalb  zieht  die  Voraussetzang,  dasa 
l<:k  sei,  wie  behauptet  worden,  einen  Widerspruch  nach  sich. 
Aus  der  Voraussetzung,  dass  l>k  sei,  würde  n — l<Cn — iE:  fol- 
gen, lind  dann  künnte  mau  aas  der  Auflösbarkeit  der  h  +  n—l 
Oleichungcn 

(9)  «,=0,  M,=  0,...«^  =  0;  v,^,^(i,...v,  =  0 

ebenfalls  einen  Widerspruch  ableiten.    Die  Gleichung  (C)  kann 
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daher  nicht  anders  bestehen,  als  indem  die  Anzahl  k  gleich  der 
Anzahl  I  ist.  In  den  beiden  Darstellnngen  der  gegebenen  qua- 
dratischen Form  mnss  also  die  Anzahl  der  positiv  genommenen 
Quadrate  stets  dieselbe  und  anch  die  Anzahl  der  negativ  ge- 
nommenen Quadrate  stets  dieselbe  sein.  Mit  diesem  Beweise 
des  Trägheitsgesetzes  der  quadratischen  Formen  schliesst  der 
gegenwärtige  Abschnitt 
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Abschnitt  HI. 
UDljegrenzt  fortgesetzte  Division. 

* 

Capitel  1. 

Recarrent«  Reihen. 

%  80.   BlTiiloB  von  Kw«l  rfttlomU«!  gr&Bsen  Fonotlonen  alner 

Varfnble. 

Sobald  eine  rationale  ^auze  Function  g(x)  einer  Variable 
Xy  vom  Äten  (Irade,  durcb  eine  rationale  ganze  Function  f{a:) 
vora  «ten  Grade,  welcher  Grad  nii'lit  höher  »ein  soll  al*  der 
stc  Grad,  diWdirt  wird,  uud  zwar  vtriiiüge  einer  oadi  den  lal- 
lenden Potenzen  der  Variable  x  geordneten  Division,  wie  sie  in 
§  GS  auseinaudcr  gesetzt  Ist,  t^o  erhillt  Ttiaa  eiuc  gati/.e  Fitiietiuu 
q  (x)  als  Quotient  uud  oiue  ganze  Fiiuctiiin  r  (x),  die  hüclistens 
vom  (n— I)ten  Grade  sein  darf,  als  Rest;  diene  Functionen  be- 
friedigen die  Gleichung 
(1)  Si^)=nx)  g{x)-i-r{x). 

Auch  ist  in  dem  angeführten  §  bewiesen  worden,  das»  die  ganzen 
Functionen  (f(x)  und  r{x]  durch  die  Forderung,  der  Gleichung 
(1)  in  der  angegebenen  Weise  zu  gentigen,  eindeutig  bestimmt 
sind.    Aus  der  Gleichung  (l)  folgt  fUr  die  rationale  gebrochene 

Function    77^  der  Ausdruck 

in  welchem  sie  als  das  Aggregat  einer  ganzen  Function  q  (x) 
und  einer  rationalen  cebrocheneu  Function  -r,  .  erscheint,  fllr 

b 1    ■ 
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die  der  ZäUiIer  r  (x)  von  niedrigerem  Grade  ist  als  der  Nenner. 
Nacli  der  Analogie  der  bei  der  Division  der  ganzen  Zahlea 
gebrilucblicbeu  lie-zciclmuugou,  die  in  §  II  angeitlhrt  sind,  wird 

der  Bruch  ^;,  . ,  bei  dem  der  Grad  des  ZiüUers  den  Grad  dn 

limners  übertrifft  oder  demsdhen  gleich  trf,  ein  un&:hter  Bruchf 

r(x) 
der  Bruch      ;  \,  bei  dem  der  öraä  des  Zählers  geringer  igt  als 

der  Grad  des  Nenners^  ein  echter  Bruch  genannt. 

Es  ist  müglich,  dem  Verfahren  der  nach  den  fallenden 
Foteuzeii  der  Varmble  x  guvrdueteu  Division  oinu  Aasdebuiing 
zu  gcUm,  durch  welche  der  ('liaraeter  des  Verfahrens  vollstän- 
dig geändert  wird.  Die  Ausdehnung  bcniht  darin,  das»  l>ei  der 
sucecssivcn  ßUdung  der  ciu^clncn  Glieder  des  Qnotienten  nega- 
tive ganxc  l'ofcmcn  der  VariahU  x  zugelassen  werden.  Wie  seit 
g  23  habe  man 

(.1)  f{x)  =  a„  j"  +  a,  z""'  +  . . .  4-  n., 

der  Cocfficicnt  a„  i»t  als  von  Null  verHchicden  vorausgesetzt;' 
wir  fUgen  jct'/.t  noch  die  Ikiliiiguijg  hiuKU,  daas  der  CoefIlicieDt 
ci^  ehcnfallH  nicht  gleich  Null  »ei,  um  Im  Folgendeu  gewisse  iUf 
die  Sache  selbst  unwesentliche  Untc!rsclieidaugcn  ahxuscbneldeii. 
Die  in  (1)  vorkoriniiciide  Kuuetion  f(jr)  sei  diese 

C4)  r  {x)  =  f „  x"^'  +  r,  x'"^  +  . . .  +  r^,, 

und  es  wird  ftugcnoinnicn,  das«  unter  den  Coefficicnten  r„,  r,,..r,_i 
wenigstens  einer  von  Null  vcrschicdeu  sei;  andernfalls  wärer(j} 
Hherhnupt  gleich  Null  und  die  Function  f{x)  ein  algebraischer 
Thciler  der  Function  g{x).  Das  hiichste  Olied  der  FiinctioQ/'[:r) 
in  das  hücbstc  (ilicd  der  Function  r  {x)  dividirt,  gicht,  wofern 

j,,  r,, .  . .  7-,_,  ist,  welcher  uicW 
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r^  der  erste  der  Coefßcicntcn  *• 


verschwindet,  den  Bruch 


>+' 


oder 


X 


-i^ 


und  dieser  hü- 


det  den  ersten  Hestundtbeil  des  neuen  Quotienten 
f».  —1—1      _     — i_i 


-^  X        =P,x 


Das  Product  dc8sclbcn  mit  der  Function  f{x),  von  der  FonctioBJ 
r{x)  abgezogen,  bringt  die  Differeuz  hervor 
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niviiion  von  iwei  gnxatea  FuticUonnn. 


488 
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(6)    r{x)-nx)P,x"-'=r 


1+1 


+...+r, 


a-l 


—  (fl,  X 


■— 1 


+  ••+0-?^«" 


bei  der  das  in  die  Potenz  x*~    '  rnaltiplicirtu  Glied  fort^fallen 
ist.    Ol)  sich  einzelne  von  dun  Oliedern,  welche  in  die  Potenzen 


r 


X         ,...x      uiultiplicirt   sind,   fortlieben,   bUngt  von 
n  besonderen  obwaltenden  VcrbiUtnissen  ab.  Dagut^n  titebt  es 

fest,  dasfl  dn«  Glied  ~a„--x~''~    sieb  gegen  ein  anderes  nicbt 

l'orttieben  kann  und  zngkicb  nnfiiLi^  ist  zu  vcrsclinrindcn,  well 
in  Folge  der  geltenden  Aniialiraen  weder  der  Coefficient  »-g,  noeh 
der  CnelVicieut  a^^  vcrsclivriudcu  djirf.  Aus  diesen»  Grunde  ist 
die  Differenz  (ft)  ein  Aggregat  von  Gliedern,  welche  in  die  Po- 
tenzen x"~  ,  x'~  '  ,...x  ~  mnltipliuirt  sind,  mid  bei  denen 
niemals  sammf liehe  (!oefficieii(en  vetschu-inden  können.  Sobald 
daher  (tir  die  angegebene  Reihenfolge  der  Potenzen  der  Coeffi- 
cient der  Potenz  x'~''^  der  erste  von  der  Null  verschiedene  ist, 
wobei  die  positive  Zahl  fi  nothwciidig  grJ^sscr  sein  muss,  als 
die  positive  Zahl  A,  so  erzeugt  die  Division  mit  dem  bticbsten 
Gliedc  Oq  x*  der  Function  f[x)  den  zweiten  Uestandtheil  des 
nenen  Quotienten 

Auch  Wer  ist  der  Coefficient  P  in  keinem  Falle  gleich  Null, 
nnd  die  Wiederholung  der  angewendeten  SchUisso  lehrt,  das», 
wenn  von  der«DilTeren7-  (<•)  das  Proilnct  f{x)  P^x~^~  subtra- 
birt  wird,  unter  den  bestehenden  Voranssetzungcn  nnuiüglich 
alle  Glieder  fortfallen  künnen.  Das  fjeffenwäriifß  angeiventiele 
Verfaliren  der  Division  frracht  also  niemals  einen  voiL^ämUgen 
AhsrJiiuss  und  kann  in  stt  ßm  nach  Willkür  unhegrensf  ßrttjc- 
scUt  werden.  Das  Ergchniss  des  VcrfWirms  hai^  die  folgende 
Gestalt 


(8) 


^«P,.--+P,.--+..,+  P„x- 


•-1 


Ä.  /-"-'  +  Ä,  x"-'-+  ..  +  5_.  x"^' 


r(») 


28 


Die  posilivcD   ganzeu  ZaLlen  X,  ft,...  ta  bilden  eine  wachsende 
Kcilie,  und  mit  Ä'u,  Ä'„...Ä^i   werden   coustantc   CocHicieute 
bezeichnet. 


1 


§  90.    Qeometrliob«  Hvllit.    Anidmok  der  Summe  einer 
AnxabI   von   «af  einander  fols^ndea  OUedern   einer  ^ome* 

triichen  Belhe.  ^ 

Die  Beschaffenheit  der  aaggcllllirten  Entwickelung  de«  echten 

ßrncliOH    ..  ,    hänget  voruebwlich  von  dem  Graule  n  der  Fono- J 

tion  f{x)  ab,  welche  den  Kenner  ansmacht  Es  sei  zunächst 
n=:lf  Riithia  f(x)  eine  Fttnction  des  ersten  Grades  h 

(2)  f{x)^a,x  +  a^.  ■ 

Dann  wird  r  (x)  eine  Faiivtiun  de»  nullten  Grulcs  und  redoeirt 
sich  anf  die  Constnnte  r^,  glelclizeitig  giebt  die  nach  den  Vor- 
sehritlen  des  vorigen  g  eingerichtete  Divison  das  Uesnltat 

'     a,x  +  a,       a,  al  „'+' 

q* 

in  welchem   fQr  t-  jede  positive  ganze  Zahl  genommen  werden 
darf.     Die  Coeni<.-icntou    der   auf  einander   iolgcnden  negativen , 
i'otoDZCD  der  Variable  x  haben  die  Ansdrilcke 


(3)    P,^'':^,P^ 


Sie  werden  aas  dem  ersten  Ausdrucke  -'-  erhalfbo,  indem  der- 
selbe  mit  den  auf  ciiiaoder  folgenden  Potenzen  der  Grttssc 

roultiplieirt  wird,  and  stellen,  da  eine  Keibe  von  Gliedern,  bei 
welcher  der  Quotient  eine«  jeden  Gliedes  nnd  des  bervorgchen- 
den  immer  denselben  Werth  hat,  etnc  gttMidrisdte  Räke  gcnaant 

vtit^y  eine  gamtdrisckc  Reihe  fi^i}emQua(if^tn ^  dar.  Hiemit 


ergiebt  sich  der  SttUf  ti<is$  aus  einem  eeMtcn  ShtcMe 


fix)*' 


eine  I\mciia»  des  ersten  Grades  «m  x  ist,  bei  der  naek 
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dpH  fäÜendm  Poieneen  von  x  geordntieM  Division  eine  Entuncke- 
lung  etitsicht,  i»  ärr  die  Cotfßeicnten  dtr  nt:gativcn  Votenzen  v<m 
X  eine  geomeirische  Reihe  bilden.  In  der  gleicbcD  Weiuc  bilden 
die  vollständigen  Ausdrücke,  die  auf  der  recbten  Seite  von  (2) 
zu  einander  addirt  werden 

«„  B„  "■ 


1 


geometrische  ReUiC  mt  dem  At^angsgliede  -^  x"   und  dem 

QtiotietUm *  x"  .    Wir  ßchcn  daher  auf  der  rechten  Seite 

von  (2)  die  Summe  der  {/  +  1)  ersten  Glieder  einer  geometrischen 
Peihe,  nnd  erhalten  eineti  geschlossenen  Ausdruck  diesa-  Summe, 
sobald  der  ausserdurii  auf  der  rechten  Seite  von  (2)  nuflreteode 
ßrneb  durch  Öubtractioo  aaf  die  ÜnkeSeite  gebracht  wird,  wie  folgt 

+  (-1)  -^^       ■ 

Der  Qtiotient ist  derjenige   Wertb   der  Variable  x,  fUr 

welche  die  FanctioD  a^x-^Qy  vcrBchwindet,  oder  die  Wurzd 
der  Gleichung  des  ersten  Grades 

(61  a,  ^+H,  =0. 

Dorcb  die  Eintllhrung  des  Wcrthes  ^= nimmt  die  Func- 

tion  a„a:  +  a,,  wie  in  §'2?i,  die  Gestalt  an 

(7)  «oJc  +  o,  =a,  (x  — $), 

und  die  Entwiekelang  (2)  gebt  id  die  folgende  tiber 

(8)  /"  ^,^-''X^'  +  ^lir''  +  -^x''  +  . . . 

in  der  sich  das  Gesetz  der  auf  einander  folgenden  Glieder  noch 
doatticher  ausprägt. 


436        Anwondung  der  Metbodo  der  uDbettimmlen  Coefncicnteti.       §  M. 


§  91t    AaafUlining:  der  Dlvtilon  doroh  dl«  Methode  der 
nnbestlminten  Ooefflotenten. 

Für  die  altgcmciuc  Krßrtcruug  der  Gleichung  (8)  des  S^! 
ist  es  wesentlich,  sicli  davon  zu  Uberzeagon,  daas  die  Bestim- 
mnng  der  Coefßcieuten  1\,  i*  ■■■  P„  und  der  Angehörigen  eon- 
stanteo  Grössea  5„  S,, . . .  5„_i  immer  nur  auf  «>«  einzige  Weise 
mfiglich  ist,  und  daher  stets  in  derselben  Weise  erfolgen  ranss, 
welches  Verfahren  auch  an  diesem  Zweck  eingeschlagen  werde. 
Wir  bezeicfancu  mit  <^„.  Q,,. ..  Q,  eine  Reihe  von  tmbestimmU» 

Coefficienten  und  mit  J^'\  Ä,' ,  . ■  J2„'--i  eine  Reihe  vou  coDslaoteu 
GrtJEBon,  die  dem  jedesmaligen  Werthc  der  Zahl  t  entsprechend 
bestimmt  werden  sollen.  Ftlr  diese  Werthe  gelte  diß  der  Glei- 
chaog  (8)  des  g  89  naüligebildete  Gleichung 

-f— 1 


* 


(1) 


Q,^ 


+1^?. 


+..-+ie.x-' 


A*) 


Wenn   man   nun   beide  Seiten  zuerst  mit   der  Poteoz  x 
und  hierauf  mit  der  ganzen  Function  f(x)  multiplicirt,  so  rousä 
itlr  einen  nnhcstimmtcn  Werth  von  x  die  Gleichung  gölten 


>(')  •-' 


iC»    •"-* 


Die  linke  Seite  derselben  ist  eine  gan7.e  Function  von  x,  und 
die  rechte  Seite  gicbt  die  ganzen  Functionen  an,  welche  bei 
einer  mit  der  ganzen  Function  fix)  zu  vollziehenden  Divisiou 
den  Quotienten  und  den  liest  darstellen.  Es  liegt  also  eine 
Gleichung  vor,  die  genau  in  der  Gleicliung  (1)  des  §  S9  ent- 
halten ist,  und  nach  der  in  §  68  begründeten  Eigenschaft  der 
letztem  sind  daselbst  sowohl  der  Quotient  wie  auch  der  Rest 
eindeutig  bestimmt.  Oas  heisst  in  He/.ng  auf  den  vorliegendes 
Fall  nichts  anderes,  als  dass  sowohl  die  Grösse  Q^,  V».  ■  ■-  Vi  *'* 
ÄUcli  die  Kugchörigen  Grltsseu  !?„, .ff/,... fi;_i  eindeutig  be- 
stimmt sind.    Weil   nun   nach    dorn    violfacli  und  auch  in  §  68 


« 
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gcbranchten  Hatze  (1)  des  g  44  hei  ewei  rationalen  gansm  Func- 
tionen einer  Variable  x,  ilk  für  ein  unhestiwmtes  x  tnnantin-  ifleirh 
$ind,  die  Cocfficienten  der  gleich  hohen  Polemat  von  x  hcsichwngs- 
weise  cinemder  gleich  sein  müssen,  so  musa  dies  auch  ftir  die 
beiden  Seiteo  der  Gleichung  (2)  gelten.  Die  Gleichsctzang  der 
Coefüc'ieuten  der  gleich  hohen  Potenzen  von  x  liefert  daher, 
weuu  man  erwägt,  dass  die  linke  Seite 


_'+' 


rCar)-r,a:''*'  +  r,  z''-^'-'  +  ...-».r,_,/ 


+1 


mit  I**'  beginnt  nnd  mit  x'"^'  anfhürt,  and  wenn  man  auf 
der  rechten  Seite  die  Multiplication  mit  der  Function 
/•(2:)  =  a„x"  +  a,  x"~'  +  ...  +  a„  wirklicli  ausfuhrt,  fUr  die  An- 
nahme C^n  r.n  dor  Bestimmung  der  Coclficicntcn  y„,  Q„.-Qi 

nndder  corrcöpontlircndcDCoustanten.ßo ,  /t,  ,...J?„_i  dos  System 
von  Relationen 
(3)    r„     ^a^Q, 


(4)        0  =«,  Q„     +a,  (?„_,  4-...+«„_,  Q, 


0  =«0  Vi     +  a,  <?/+.  +.-.+a-,  <i?.-+.+a,  V*- 


(5) 


0  = 


a.  g,     4-...+a,_,a_,+a+a.^,^.+,+7i: 


W 


0  = 
0  = 
0  = 


+/^1'1:. 


Hier  onterschciden  Hicli  drei  Gruppen  von  Relationen.  Die 
Gruppe  (3)  rUhrt  von  den  Potenzen  x"*' bi«  *'"*"'  her;  die  Gruppe 
(■4)  von  den  Potenzen  x'  bis  x";  die  Gruppe  (5)  von  den  Potenzen 
x""'  bis  x".  Wenn  die  Zahl  t  kleiner  ist,  als  die  Zahl  m,  so 
gilt  dagegen  das  Hybteiu  von  Relationen 


In  dcniBclbcn  entspricht  die  ßrnpfic  (3*)  den  Potenzen 
mx*,  die  Gruppe  (4*)  dcu  Potenzen  a:""' bis  a:'"*"',  dio 
Gruppe  (5*)  den  Potenzen  x'h'iiz".  Bei  der  Annabnie  t=n—] 
verseil \v ludet  die  Gruppe  (4*).  Ans  den  gefiindenon  Relationen 
ergeben  sicli  dieWerthe  der  aubeHtimmten  Coelliieienteu*9„,^,,..(?,  i 
nach  einander  darcb  die  AnftUäung  von  Gleichungen  des  ersten  H 
ClradcR  und  zwar  so,  dass,  wenn  diese  GrPsfien  zuerst  nnter  " 
der  VoraiisHCty.iing  eines  beBtinimtcii  Wcrtlies  von  t  berechnet 
sind,  und  wenn  die  Rechnung  später  lUr  einen  grössern  Werth 
('  =;  ( -f  r  wiederholt  wird,  die  zuerst  berechneten  Q„.  ^,, . . .  Qt 
ihre  ursprünglichen  Werthe  Imhalten.  Dies  folgt  nnmittelbar , 
ans  der  UeschalTcnheit  der  Gruppen  von  Relationen  (3*)  und  (3). 
Die  Ausführung  der  Division  durch  die  Methode  der  imbe^\ 
stimmten  Coef'ficicnten  besteht  in  der  Drtennituitimi  der  Grasten 
Q..^  Qiy  •  ■  Qt  vermöge  der  successtreti  Auflösunfj  der  beseiehutm 
(ileicinmgcn.  Da  es  äicli  nun  gezeigt  hat,  dass  diese  QrOeseB 
immer  nur  auf  eine  einzige  Weise  bestimmbar  Bind,  und  dus 
ftlr    einen    gegebenen    Werth    von   i    die    zugehiirigen  Grossen 

Jil",  Jt'^, . . .  itZi  ebenfalls  vollständig  bestimmte  Werthe  erhalten, 
80  mttsfien  auch  die  in  der  Gleichung  (8)  des  §  89  vorkomiucn- 
den  Cocl'ficieuten  /*^,  ^ai--  ""'  '**'^  gleichnamigen  Grössen  der] 
Reibe  Q^,  Q^, . .  .  zitsanimcnfallcnt  und  es  mnsä,  wenn  t^^ra  ge-j 
setzt  wird, 

sein.    Da,H8  in  der  Reihe  der  Coeflicieuten  P^P ,,..  nicht  alle, 


§M. 


ReotTrr«nt«  Reihen  von  yemchiodener  Ordimng. 
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Zeiger  vertreten  za  sein  scheinen,  wEhrcud  in  der  Reibe  der 
Grössen  ^„,  ^y,,...  alk  Zeiger  vorkommen,  erkUlrt  sieh  daraiiH, 
daes  bei  dem  Vcrlahrcu  der  nach  den  f'nlleDden  Fotenzcin  der 
Variable  gcordnoteu  Divisron  diejenigen  Glieder  hervortreten, 
deren  Coefjficienten  nicht  c/leich  2^iiU  sind.  Bei  der  Methode  der 
nnbestiramten  Cocfficienten  ergiebt  erst  die  ausgeführte  ßcchnnng, 
welche  OoefficJenten  dec  Werth  Null  erhalten  und  welche  Ton 
Null  verschieden  gind.     Es   müssen    aber  fllr  jeden  gegebenen 


Brach 


ans  den  mitgetbeiltenlirlfnden  alle  diejenigen  GrtlHsen 


der  Keihc  Q^,  Q„. ..  gleich  Null  sein,  deren  Zeiger  in  der  Keibo 
der  entsprechenden  Grössen  i'it^^i  •  ••  nicht  enthalten  sind. 


§  B2.    Raonrrente  R«lhftn  von  TArsohledenar  Ordniing. 

Anidrnck  Aer  Smnine  einer  Anzabl  von  anf  einander  folgenden 

OUedem  einer  reourrenten  Reihe. 


Die  Relationen  (3)  und  (4)  des  vorigen  §  dienen  in  der 
Weise  zu  der  Bestinmmng  der  Coefficionten  Q„,  Q„  ■ . .  Q,,  das» 

zuerst    <3,  = *  erbalten   wird,   hierauf  $,,   und    tiburhaapt 

jede  neue  Grc)Ase  mit  Hülfe  von  schon  bestimmten  vorhergehen- 
den vermittelst  Addition,  Subtractton,  Multiplication  und  einer 
Division  dnreh  den  Coeffieienten  a^,  der  nach  der  getrofTcncn 
Voraussetzung  nicht  gleich  Null  sein  darf.  Da  also  die  He- 
Stimmung  jeder  einzelnen  Grdsae  auf  die  Ilestimmung  von  vor- 
hergehenden znrllckgeht,  so  braucht  man  den  Ausdruck,  dass 
die  Grtjssen  Q„  Qi, . .  ■  Q,  eine  recurrcnte  Reihe  bilden.  In  der 
Gruppe  von  Relationen 


(1) 


r.     ^«0  Qt 


steigt  die  Anzabl  der  Glieder,  die  zu  der  Bildung  eines  neuen 
verwendet  werden,  t'ortwilhrend  um  Kins.  Von  drrn  Glicde  Q^ 
ab  iriti  Jedoch  eine  vollständige  liegelmässigkeit  et»»,  indctn  jedes 


440 


ßavorroatc  ReilioD  ron  veruhiedener  Ordnung. 


§93. 


Glied  Q,,  bei  (hm  t-;^n  ist,  aus  den  n  vorhergehenden  GUedem 
durch  die  Uieichunff 


(2) 


0  =  rt  ü,  +a,  O      + 


«    V, 


der 


deirrminirt  wird.     Daraaf  ^ 

cnrrcnten  Hcihcn.     Die  Ordnung  einer  rccurrmtcn  Reihe  wird 

durch  den    Werth  der  lugehoriffen  iCahl  n  ausgedrückt  und  die 

Glnchung  (3)  bildet  die  eu  drr  brirr(fniden  Beilu-.  gehörende  seeda 

rilaiionis.     Hiernach  isl  <lic  geometrische  Reihe  eiHO  recurrente 

Reihe  der  crstcD  Ordnang. 

In  der   angestellten  lietrauhtung   ist  die  Definition  einer 

recurrcnten  Reihe  der  ntcn  Ordnung  auH  der  naeh  den  negativen 

Potenzen    der   Variable   x   Ibrtscb reitenden    Entn-ickeluDg   des 

rix) 
Bmcheg  ~-^  heriorgegangen.      Eine  Reihe  von  Urtfssen  wird 

aber  schon  allein  dnrcli  die  Eigcnäcbail  za  einer  rccorreaten 
Reihe  der  »len  Ordnung,  da^s  jedes  Glied  derselben,  vom  (n+  l)t«D 
Glicde.  ab,  gleidi  einem  Ausdrucke  des  inött;n  Grades  in  Be/ug 
auf  die  n  vorliergebeiulen  Glieder  mit  festen  CoefficieDtei)  ixL 
Wenn  daa  hetreffendc  Gesetz  gegeben  ist.  and  die  n  erstea 
Glieder  beliebig  gegeben  sind,  so  sind  alle  Übrigen  Glieder  roll- 
ständig  bestimmt.  Für  jede  solebo  Reihe  lässt  sich  ein  Brach 
rix) 


f{^) 


bilden,  durch  deBsen  nach  den  negativen  Potenzen  der  Va- 


riable X  ausgcfllhrto  Entwiekclnng  die  betrelfende  Reihe  ent- 
steht Ea  gelte  bei  der  Reihe  von  GriSssen  2a»  2, . . .  l^r  jede 
Zahl  f,  die  gleich  oder  grosser  als  n  ist,  die  Glcichnng 

(S)  s,  =  *,  v,+ *,»,-,  +  •••  + ».V.. 

wo  ft„  &, Ä„  von  der  Zahl  t  unabhängig  gegebene  Grfisscn 

sind.  Diese  Gleirhung  ist  in  der  Glcichnng  (2)  enthalten,  wo- 
fern in  der  Ictsttctn  a^,  ^  ^  Oj  =  —  ft„  . . .  a«  ^  —  6„  genommen 
wird,   und  die  Grössen  ^  durch  die  gleichnamigen  Grössen  £ 

ersetzt  werden.  Die  ganze  Fnnction/'tx)=a<,x"+o,x*~^-»- ..+fl^ 

erhillt  dcmgemUss  die  Gestalt  /'(.■r)=a;''—  6,  x"~  — . .  —  b^.  Es 
buicn  ausserdem  die  n  ersten  Grcisscn  £„,£,,...  i^j  beliebig 
gegeben;  aus  denselben  kann  mau  eine  Reihe  von  Gr 
''o'  »"ii  ■  ■  •  '"d-i  lolgcudcrniasöeu  bcütimmeD 


d 


ede 


dann  entsprechen   dieselben  genau   den  Grössen  r, 
welche  in  deu  RclatioDen  (11  aullreten. 

Wenn   umn   nun    out    den   in  (4)    dctentiinirten  Grinweu 


r^_,  den  Bruch 


herstellt,  so  iuqbs  oflenbar  aus  dcasen  Entwicklung  in  der  be- 
haupteten Weise  die  Reihe  2„  SJ,. . . .  entspringen. 

In  §  90  ist  bemerkt  worden,  dass,  wenn  die  Zahl  n  gleich 
Eins  ist,  sowohl  die  Orüssen  P^, -fj,--',  wie  auch  die  GrtJsscn 

/*ü*""',  P,  a;~^  •■  eine  geomeirische  Reibe  bilde»,  und  es  ist 
t^r  die  Summe  der  t+l  ersten  Glieder  der  letztem  Reibe  in  (Ö) 
ein  gescbloesener  Ausdrack  gegebeu.  Aebnlicbes  k.inn  filr  einen 
beliebigen  Werth  der  Zahl  n  gesebcihen.  Dnss  niitor  Beibehal- 
tung der  in  dem  gegenwärtigen  §  gebrauchten  Bezeichnungen 
die  Grössen 

ebenfalls  eine  recurrcntc  Reihe  der  »ten  Ordnung  darstellen, 
folgt  aus  dcra  Umstände,  daBS,  weil  fUr  jede  Zahl  t,  die  ^  n 
ist,- die  Gleichung  (2)  gilt,  ftir  dieselbe  Zahl  t  aut:h  die  Gleichung 

(5:1  o=o,x-(ftx:") + «,  ^-'te^,  o  +  ■ . +<.,fe-.^~'*"~") 

erfüllt  sein  muss.  Diese  Gleichung  giebt  an,  auf  welche  Weise 
das  Glied  Q^  x  aus  den  h  vor  hergeh  enden  Gliedern  be- 
stimmt wird  und  Übernimmt  die  Rolle,  welche  die  Gleichung  (2) 
nir  die  Glieder  der  Reihe  y„,  ^,,  Q^,  . . .  spielt.  Einen  gnschtosse- 
ncti  Ausdfiick  für  die  Sumnu:  der  (i!+l)  trstm  OlicHer  der  re- 

currenien  Iteihe  Q^x\  fK*„  J:~^  . . .  licicrl  die  Gleichung  (1)  de« 
§  9t  in  der  folgenden  Weise 


44S 


Zcrlegnsg-  einer  gebrwi'hcnw  FiinotioTi  in  PartiBlbrüclie.        5  W. 


d!" 


X 


-<— s 


4- 


jiS' 


^"^ 


—(—1 


■>— 1 


/(*7 


—I 


DieRO  ßIoir>htinf^  sn  wie  die  Qlelehmig.  nQB  der  sie  abge-1 
leitet  ist,  gilt  fih-  jcdi^^Ti  M'erth  der  OrlMM  x^  mit  Ausnahme  der' 
Werthe,    für  welche  die  im  Nenner  befindliche  Fnuction  f{xy\ 
versi'liwimlet;  denn  eine  Divisicu  durch  die  Null  ist  unzulässig. 
In  der  anf  die  geometrische  Reihe   hczUgliclien  Fomiel  (5)  df 

§  90  ist  der  einzige  Änsnahmewerth  die  Grösse  f  = ^ 


%  83.  Zerlefnmg  einer  r&tlonalen  gebroolieiieo  Fnnotloii  einer 

Variable  In  Fartialbrüoho.   Zerlegung-  einer  recnrrenten  Belli« 

la  partiell«  reoorreut«  Reihen. 

Wenn  die  Function  f{x\  die  den  Neuner  des  echten  nrochea] 

rix) 

-.)■(  bildet,  als  das  Product  von  zwei  ganzen  Functionen  fAx\ 

und  /*,  (x)  darstellbar  ist,  die  keinen  gemeinsamen  Tliciler  haben, 

r  (x) 
so  entÄteht  die  Aufgabe,  den  Bruch  -77-r-  als  ein  Aggregat  von. 

zwei  Brüchen  auszudrücken,  deren  Nenner  die  Fanctionen  fi{x) 
und  f,{z),   und  deren  Zähler  respective  die  ganzen  Funetiooea, 

1^,(2:)  und  iftix)  sind, 


(1) 


rjx)  _  e,(x)       p, («) 


+ 


r(x)     r,{^]    r.ixY 

Nach    der  Analogie    der    bei    den    ganzzahligcn    Rrüchca 
Üblichen  Bczeielnuug,  die  in  §  37  erwHhnt  ist,  wird  die  so  eben 


gestellte  Aufgabe    die   Z^^rlegung   des  Bt-uclies 


in  Partid- 


hriicJte  genannt.     Dnreh  Multiplicatiun  mit  dem  Nenner  fix)— 
fti.^)  fti^)  piinint  die  Gleichung  (1)  die  Gestalt  an 
(2)  r{x)  =  e,{x)  f^{x)  +  g,(x}  f,{x), 

welche  mit  der  Gtcichuug  (1)  des  §  60  übereinstimmt,   sobald 
in  der  letztem  die  Zeichen  6{x),  f{x\   17 (x),  .y  (a;),  if'(x)  bezie- 
hungsweise   durch  die  Zeichen  rix),  /".fx),  /",(a!},   e,(x),  ^,(i^t 
ersetzt  werden.      Aus  der  am  genannten  Orte  angestellten  KrÖr^| 
tcrung  folgt  unmittelbar,  dass  die  in  (2)  ausgedrückte  Fordei 


stets  crflllH  wcrdcu  kann,  da  die  Fiinclioaen  f^{x)  and  f^{x)^ 
veniiHge  Aar  getroffenen  Aimalime  keinen  ffemeinsamcn  Theilcr 
haben;  zugleich  ist  dort  eine  Methode  zur  ße8timiniiDg  der  ge- 
encfatCD  ganzen  Functionen  qX^)  ^^^  Pa(^)  mitgetbeilt  worden. 

Für  die  Frage,  die  uns  jetzt  beschäftigt,  kommt  ausserdem  in 
Betracht,  daan  die  gegebene  Function  rix)  von  niedrigerem  Grade 
\&l  als  das  Product  f^{■x)  f^{x)  oder  die  Function  f{x).  Wenn 
die  Methode  des  §  S!i  ("ür  p,  {x)  die  Function  P,  (a:)  und  filr  e,(x) 
die  Function  P,[x)  liefert,  f*o  k'inncn  wegen  jenes  Umstände» 
zwei  Functionen  ß,(T)  and  q^{x)  abgeleitet  werden,  von  denen 
die  erstere  niedrigeren  Grades  ist  aU  die  Fanction  /*,  (x)  und 
die  zweite  niedrigeren  Grades  als  die  Funetiou  /",  (a-). 

Wir  uchmeai  zuerst  an,  l\(x)  habe  nicht  die  Eigeascliaft, 
niedrigeren  Grade»  zu  sein  n\^  f^{x).  Dann  UlsHt  sich  >", (x) 
durch  /",  {x)  dividiren,  so  dass  als  Quotient  die  ganre  Function 
a^{x)  und  als  Rost  die  ganze  Function  T,(a;)  erscheint,  die  von 
niedrigerem  Grade  als  /',  ix)  ist,  und 

(3)  •  P,{x)  =  a,{x)f,{x)'¥tAx) 

wird.  Für  den  Fall,  dasfl  P,(ar)  niedrigeren  Grades  als  f,{x) 
ist,  bedarf  es  der  angcstellteu  Division  nicht;  ura  abür  durch  (3) 
beide  Filllc  zugleich  zu  umfassen,  wird  festgesetzt,  dass  die 
Function  r,  (r)  auch  verschwinden  könne,  wobei  /',fa:)  =  r,  (x) 
isL  Die  von  den  Functionen  P^[x)  wxiiX  P,{x)  befriedigte 
Gleichung 

(4)  r{x)=^P,{x)f,(x)+P,i^)fA:^) 
Terwandelt  sich  durch  (ä)  in  die  folgende 

(5)  f{ä:)^v,{x)  f,{x)+  {P,(x)  +  ff.(x)  f,m  t\  {x\ 
nod,  sobald 

(6)  Pd^)-^o,{x)fXx)^tM 
gesetzt  wird,  in  die  Gleichung 

(7)  r{x)  =  t,{x)  f,{x)-\-r,{x)  f,{x). 

Dieselbe  druckt  aus,  dass  der  Forderung  (2)  Gentige  ge- 
leistet wird,  iudem  r,(a:)  für  Q^ix)  und  '»(x)  tHr  ^^x)  eiulritt. 
Es  i«t  aber  die  Function  i,(x)  vermöge  ihrer  Entstehung  nie- 
drigeren GradoH  als  die  Function  /*,  (x),  und  die  Function  r,  (x) 
muss  niedrigeren  Grades  als  die  Function  /*,  (x)  »ein,  weil  sonst 
au»  der  Gleichung  (7)  ein  Witlcrsprueh  folgen  würde.  Denn 
.wäre  T,  (i)  mit  der  Function  /".(x)  von  gleichem  Grade  oder  von 
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noch  higherem  Grade,  so  mtisste  das  Product  r,  (z) /*,  (x)  von 
einem  Grade  sein,  der  gleich  oder  grüsser  wäre  nls  der  Grad 
N  di'S  Products  fiix)  f^{x)'=ftx).  Andrcrgeits  ist  r(x)  oaeli  der 
liestcbcnden  Voranssetzacg  von  uicdrlgeretn  Grade  als  n,  and 
da«  ProducE  r,  (x)  f^(x)  dc«gleichen,  mithin  auch  die  Differeni 
r{x)~%^{x)  f,{x),  welche  nach  (7)  dem  Produel  z^{x)f^{x) 
gleich  ist.  Eine  Function  von  .v  kann  aber  einer  Funetioa  tod 
Xf  die  ron  niedrigerem  Grade  ist,  tllr  ein  nnbeAtimintes  x  nach 
g  44  anmfiglich  gleich  sein,  also  bestätigt  es  «ich,  dasa  die 
Fiinetiuncn  1,(3:)  und  t^(x)  eine  Lüsung  von  (1)  darstellen,  bei 
der  gleicbKeitig  t,[:p)  von  niedrigerem  Grade  ist  ab  f,(x)  und 
T^(.r)  von  niedrigerem  Grade  als  f^ix).  lliemit  ist  der  Sati 
bewiesen,  dass,  wenn  die  FuMtioti  f{x)  gUich  dein  Product  der 
gamen  Functionen  f,{x)  undf^ix)  ist,  die  keinen  gemeinsamaiTheäer 


hohen  f  der  echte  Bruch 


fM 


in  ein  Aggregai  von  eicei  echten 


Brücheti  zerlegt  werden  kann,  deren  Nenner  die  Functionen  ff(x) 
und  f,{z)  sind. 

Es  möge  von  hier  ab  die  Gleichung  (1)  eine  Verlegung  des 


Bruches 


rix) 
fix) 


bezcichucD,  bei  der  die  oben  dcfinirten  Fonctioneo 


i,(x)  und  t^{x)  heziehuiigswcise  fllr  q,(x)  und  g^{x)  genommen 

BJmL    Der  Grad  der  Function  f^  (.t)  werde    mit   m,,   der  Grad 

der  Function  /,  [x)  mit  ni^  angegeben,  so  das*  M^m,  +  m,  ist 

r(x) 
Nttn  ist  ea  möglich,  sowohl  den  echten  Bruch     .  .    wie  auch 

jeden  der  beiden  echten  Brüche  -j]  ,  und  S*t-\  °^ch  dem  Vorbilde 

f,ix)         f,ix) 

der  Gleiehiing  (1)  des  §  91  in  eine  Reihe  zu  entwickeln,  die 
nach  den  negativen  Potenzen  der  Variable  x  fortschreitet  und 
bis  zu  clucr  beliebigen,    lllr    alle  drei  Brüche    UbereingtimmeDd 


gewählten  Potenz  x         ausgedehnt   wird.      Der  Bruch 


/■('» 


wird  alsdann  gleich  dem  Aggregat  eines  dort  angegebeacu  Kest 
bruchcs  und  der  äumme 

(8)  «o*"'+VoX"'+--+'y,x-^\ 


der  Bruch  ^-y-^  gleich  dem  Aggregat  euaes  eutsprcchcnd  zu  bU- 
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deoden  Resthruclies  und  der  Summe 

(9)  A,x~'+  Ä,x"'+  ...  +  A,x^'^\ 

der  Broeb  J^l  gleich  dem  Aggregat  eines  ebenfalls  enl- 
sprechend  zu  bildenden  Rc^tbruches  und  der  Somme 

Hier  sind  Q^,  <J>,,  ...  Q,  die  Glieiler  einer  recw-rctUen  Heike 
der  nten  Ordnung,  A„,  ji,,  ...  j4,  die  Glkder  eif%er  recurrerUen 
Reihe  der  m^ten  OrJitmtg,  B„,  B^y  . ..  li,  die  Glieder  einer  re- 
currenten  Heilte  der  m,ten  Ordnung/.  Dnrrh  St^hlllsse.  wclcbc 
den  in  g  9l  gcbrnuchten  ähnlich  sind,  ergteljt  skh  nunmehr, 
daa8  die  Summe  (S),  mit  der  l'otenz  ar'*  multiplarirt,  dem  mit 
der  Potenz  z'*'   muUiplicirten  Aggregate  der  Summen   (Ö)  uud 

(10)  gleich  8cin  muss,  uwd  daraua  folgen  die  Gleichungen 

(11)  Q.  =  A„-^B,,  (^,  =  A,-rB,,  .,.Q~A,+  B,. 

Die  positive 'ganze  Zahl  t  darf  hier  jeden  heliebigen  Werth 
erhalten.     Mithin  drikU  die  Gleichung  Q,=  Af+ B,  die  That- 

aaehe  aus,  dass  das  allgemeine  Glied  Q,  einer  reeurrenien  Reihe 
der  nten  Ordnung  gleich  der  Summe  der  gleichnamigen  Glieder 
A,+ B,  von  £wei  reeurrenien  lieihtn  der  mjen  tmd  m^ten  Ord- 
nung ist.  Micrin  besteht  die  /Biegung  einer  recurrenten  Reihe 
der  nlen  Ordnung  in  £wei  Reihen  von  niedrigerer  Ordnung. 

rix) 
Die  Analogie  der  Zerlegnug  des  echten  Brncbes    yz-y  mit 

der  Zerlcguug  eines  giinzKahligcn  Bruches  lUsät  sich  auch  auf  die 
in  3  3^^  mitgetheilten  Betrachtnugcii  erstrecken.  Der  Process  der 
Zerlegung  in  eehte  BrUche  kann  auf  jeden  der  beiden  echten 

ßrUehe  ^'  /(  and  ^'.^^  angewendet  werden,  sobald  der  betref- 

fende  Nenner  gleich  einem  Produet  von  zwei  ganzen  Functionen 
ist,  die  ohne  gemetui^amen  Thuiler  t^ind.  Wofcni  uuii  lUr  die 
Function  f{x)  eine  Ddirstelluug  esistirt 

(12)  fix)=^F,ix)F^{x)...F,ix\ 

bei  der  keine  der  ganzen  Functionen  Fjix),  F^ix),  . , ,  F^{t)  mit 
einer  der  andern  einen  gemeinsamen  Tliciler  hat,  so  illbrt  eine 
angemesaene  Wiederholung  des  mitgetheilten    Verfahrens   nach 
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und  nach  m  einer  Zerlegung:  <1cb  echten  BrurheR  in  laoter  eebt« 
Hrtlche  von  den  Neuuern  /•',(>),  /!,(a), ...  F^(x), 


03)  7^  = 


Ans  der  Voraussetscunf!,  dasa  keine  der  Pnnctionen  J^,  (fj 

F,  (z), . . .  mit  einer  andern  einen  K^meinsanien  Tliciler  bal«.  folgf 

nänilieh,  wnn  j.n  der  8U(;ceH.siveD  ßenutznng  des  Verfalirens  genU^ 

das8F,(a:)mit  demProdact  F,{x)F^..(x)..Fi  (x)  ohne  gemeinsamen 

Theiler  ist,  ferner  F,(x)  mit  dem  Prodnct  F,ix)F,ix)..Fi{x), 

u.  8.  f.    Die  betreffenden  Schlüsse  g^rtludcii  sich   auf  den  Stäs. 

dass,  tcenn  eine  Function  F,  (x)  mit  der  Ftmciion  -F,(x)  deinen 

ganeinsamen  Theiler  hat,  das  Prodnct  der  ganzen  Fundion  f-\{;t) 

und  der  ganzen  Function  G(x)  jedoch  durch  die  ganae  Function 

F^  (x)  atifgeJU ,    die  letztere  Function  nofhwcndig  in  die  FnndioH 

Q{x)  aufgeJtefi  muss.     Der  Beweis   dieses  Satües  wird  erhallen, 

indem  man  ttlr  die  Functionen  i*',  (x)  and  F,{^)  das  System  von 

Gleiehnu^'eTi   aufstellt,  dag   in  §  <iB   als  (4)  fUr  die  Fnuctionen 

fix)  und  fj{x)  gcliildet  ist,  und  auf  das  bexeichnetc  System  eine 

Betrachtung  gleich  derjenigen  anwendet,  durch  welche    in  §  6 

der  Satz  (I)  hergeleitet  ist. 

Die  in  der  Gleichung  (13)  dargestMte.  Zerlegimg  des  Bruches 
rix) 


fi^) 


in  «n  Aggregat  von  echten  Brüchen  hat  die  ansgeeeichnde 


Eigenschaß,  nur  auf  eitte  einzige  Weise  möglich  z»  sein.    Oeaetzt, 
es  gäbe  eine  von  der  obigen  verschiedene  Zerlegung 

fix)  ^  xA^) 

f(x) 


F^{x)      F,{x)^ 


,Xii^) 
F,{x) 


von  der  gleichen   Besebatfenheit,    so  würde  durch  Snbtractioo, 
und  hierauf  erfolgende  Mnltiptlcation  mit  dem  Prodnct 

F,{x)F,ix)F,ix)..F,ix) 
die  Gleichung  entstehen 

{<pA=i^)-zA-c))F,(x)F,(x)...Fiix}-i-{^,{x)-xM)FA^)^M 
..F,(x)+..Mfxi'c)-Xii=c))F,ix}F,ix),..Fi^Ax)^0. 

Die  Summe  aller  Glieder  vom  zweiten  bis  zum  letzten  ein- 
schliesslich ist  hier  gleich  einer  darob  die  ganze  Panctian  !■',  (r) 
tbeilbaren  ganzen  Function;  mitbin  muss  auch  das  erste  Glied 
durch  die  ganze  Function  F,  (x)  theilbar  sein.    Nun  ist  aber  die 
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gai]7.e  Function  F^ix)  oline  genieinsamt'u  Tliciler  mit  jeder  der 
Fanctioncn  i'',(x),  I'\{x),...J''i  (x),  folglich  auch  mit  dcoi  l'roduct 
Ff(x)F^(x)...Fi{£),  und  masB  deebalb  vermöge  des  so  eben 

angcfUbrtcu  SatKca  ia  die  Function  tfi(^)~x,(^)  aufgehen. 
Diee  aber  ist  nnmiiglicli,  weil  sowohl  y>,Ca'}  wie  auch  Zil^) 
and  daher  auch  die  Differenz  nach  der  Voraugsetxuug  uiedrigcron 
QradcB  i«t  als  F,ix),  und  weil  nach  dem  Cocollar  zu  Salz  (2) 
des  §  44  eine  Function  höheren  Grades  niemals  in  tiinc  Fnnetion 
niedrigeren  Grades  aufgehen  kann.  Also  kann  die  in  der  Glei- 
cfaang  {(*)  enthaltene  Zerlegung^  wie  behauptet  worden,  nur  aaf 
eine  einzige  Weise  ansgefllhrt  werdi>n. 

Wird  der  Grad  der  Fonctioncn  F^{x\  F,(x\  ..  Fi  (x)  bezie- 
hungsweise mit  a,,  a,,  ...cij  bezeichnet,  wobei  a,+a,  +  ...  +  ai=» 
ist,  80  haben  die  in  (0)  antretenden  Functionen  y,  (x),  q^,(x),  ..^i(3:) 
die  Gestalt 


(14) 


k 


p,(«)=<'x''-'  + 


G<"x*.^+. . .+  G? 


,.,  w=  G^x-^-'^  e™;r-.-+. . .+  er_, 


>W   «i-> 


mj^i-i 


,w 


9>.  («) -  öo  ^ '"  +  G,  ;r  '    +. .  +  G;;.,. 


Nun  folgt  &UB  (6)  dorch  MaUiplication  mit  dem  Kenner  f{x) 
die  Gleichniig 

(15)   r  W  =  ^.  {.)  ^fgj-  +  ^.  W  i%  4- . . .  +  ^.  (.)  ^^^. 

fix) 
wo  darch  den  Quotienten  ',     .  die  ganze  Function  F^(r)F^(x)..Fi(x) 

angedeutet  wird  und  von  den  UbrigL-n  Quotienten  das  entspre- 
chende gilt.  Wenn  man  hier  die  Ausdrücke  (14)  der  Fauctionen 
tp,ix)t<p,ix),...q'i(x)  aubstituirt,  so  betindet  sich  links  nnd  rechts 
eine  rationale  ganze  Function  der  Variable  x  vom  (n  — l)teD 
Grade,  und  es  mUssen  die  CoeJlicienten  der  gleich  hoben  Potenzen 
von  X  auf  beiden  Seiten  einander  gleich  sein.  Dies  sind  anf 
der  linken  Seite  die  Coefßcienten  r^,  r,, ...  r^_^  der  gegebenen 
I'\inction  r{x),  dagegen  auf  der  rechten  .Seite  Ausdrucke,  welehc  die 
Coefficienten  r?i". . . .  G^'L,,  lf;\  . .  ö^^l,,, . .  0^'*, . . .  g;*!.,  im  ersten 
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Grade  and  mit  bekannten  Factoren  multiplioirt  eulbaltCD.  Die 
ÄnzabI  der  in  den  Fnnctionen  7^,  (xj,  . . .  fpi.  (x)  vorkomiuciidyn 
Cocfficicnten  ist  gleich  ö, +  o,+..Q„  das  heisst  gleich  der  Z«hl 
ti,  und  die  Anzahl  der  zu  bildenden  Gleichungen  oder  dieAniwfal 
der  GrösseD  r«,  r,,  .•.  r.„i  ist  ebenfalls  gleich  n.    Hiernach  mtlsDen 

die  «  Cocfflcieuten  gJ",  . . .  R"ip , . .  G^^\ . ..  öi^L,  «inem  System  von 

n  Gleichungen  des  ersten  Grades  gcnUgen,  und  es  lenchtet  ein, 
das8  wenn  dieses  System  befriedigt  ist,  lUr  die  mit  den  betrei-^j 
fcnden  Coetficicnten  gebildeten  Functionen  (f^{x)^...ifi{x)  dÜ^| 
GUMchniig  (Ki)  and  dalier  auch  die  Gtcichuu|;  (13)  gilt  Also 
kann  man  jcties  S^tem  von  n  Gleichungen  des  ersten  (iradej;  auf- 
si^ilen,  trnd  die  Au/losung  des.telben  £ti  der  Jiestimnmntß  der 
Funeiionen  q^,  (*), . .  tfi^  [x)  hennUeti. 

Indessen  iHt  vorhin  nachgewiesen  worden,  dass  die  Besti 
mang  der  verlangten  Fum-tionen   (f,[x\-xf^{x\...(fi{x)    \mm 
m^iglich    und   zwar  nur   auf  eine   einzige   Weise   möglieh   ist 
Datier  wissen  wir  im  voraas,  dass  das  eu  der  Determination  der 

Oj^tcri/«!  Gl"  .■.^l'ii.-Gi^.-öl*Li  dienende  System  vm 
n  Gleichungen  des  ersten  Grades  eine  Au^ostmg  gestattet  uaA 
zwar  nur  cinr  einzige  Auflösung.  Nach  den  Betraehtungcn  des 
§  74  und  7.'i  bähen  diejenigen  und  nur  diejenit^en  Systeme  von 
Gleichungen  des  ersten  Uradc8  diese  Eigenschaft,  bei  denen  dil^| 
zagehürige  Determinante  nicht  gleich  Null  ist.  Also  muss  lief" 
dem  in  Itede  stehenden  System  von  «  Glcielmngcn  die  zugehi»- 
rige  Determinante  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  haben, 
und  die  Auflösung  kann  nach  den  auf  diesen  Fall  l}ez(iglicben 
Vorschriften  erhalten  werden.  ^U 


1 


Alle    bisherigen    Jktrachtungen    über    die    Zerlegung   dt 


Braches 


rix) 
fix) 


in  PartialhrEtchc  heTiiebitn   sieh   anf  die  Voran»* 


80t2UDg,  dass  fix)  gleich  dem  Productc  von  ganzen  Functionen 
F^{x)F,{x),..F^(a;)  sei,  lassen  aber  die  Frage  rollkommen  un- 
berührt, wann  solche  Zorlcgnng  möglich  sei,  und  wie  sie  fflr 
den  Fall  der  Möglichkeit  erhalten  werden  kiinne.  Die  Betrach- 
tuiigeib  sind  daher  davon  vollkommen  nuabhiingig,  ob  der  Fun- 
damentalsatz  von  der  Zerlegbarkeit  der  ganzen  Functionen  einer 
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Variable  ia  Factorcu  den  ernten  Gradca  schon  bewiesen  ist  oder 
niolit.  Wenn  da^e^cn  von  diesem  Satze  Gebrauch  ^^'^i^cht 
winl,  80  ist  CS  flui;h  leicht,  die  zuEäsKigen  /crlcgtinj^eii  ilcr 
Function  f[x)  in  solche  Factorcu  zu  Ultcr^cheii,  von  denen  kein 
l*aar  einen  gemeinsamen  TLeiler  liat.  Wir  ncUmen  gegenwärtig 
lllr  die  Function  f{x)  die  in  §  G7  bcgrUndL'tc  Zerlegung  in  Fat^ltireu 
dc-s  ersten  Grades  als  gegeben  an,  vereinigen  aber  die  gleichen 
Factorcn  zu  Potenzen,  so  daas  die  Darstellung  (6)  dcH  §  45 
entsteht 

(Iti)  fix)  -  a.  {X- 1.)"'  ia:  -  ^.)'v . .  (z-^,)\ 

iD  der  die  Griisscn  $,,$,,...  |^  sämmtlicb  unter  einander  vei> 
schieden  sind.  Dann  muss  nach  den  AuHlllhrnngien  des  §  67 
jeder  Theiler  von  f{x)  bis  auf  eine»  ponstanten  Factor  ein 
Produel  von  positiven  Potenzen  der  AuadrUeke  x— fj, .  .  .x  —  ^x 
sein,  bei  dem  die  Poteuzexponcnten  beziehnngsweisc  nicht  grösser 
Bind  als  die  Zahlen  a,,  a^,...ä^.  Ferner  Imbcn  irgend  zwei  voii 
diesen  Theilern  dann  nnd  nur  dann  keinen  gcmeinsantcu 
Theiler,  wenn  die  in  der  einen  Fnnetion  anllrotcndcn  llaseii 
x—^^,.,.x — ^1  von  den  in  der  andern  Function  auftretenden 
Basen  rerschieilen  sind.  Die  Zerlegbarkeit  der  Fnnetion  f(x) 
in  Fftctoron,  von  denen  kein  Paar  einen  gemeinsamen  Factor 
hat,  erreicht  daher  ihren  Abachlues,  iudeui  jede  einzelne  Potenz 
als  einzelner  Factor  genommen  wird.      Wir  setycn  dcnigcmäsH 

(Ifi*)  F.  ix)  =  (:c  -  lt\  ...F,{x)  =  {x-  ^,p, 

wiHlureh  unter  Uiiizuziubung  der  Gleichung  a^^\  eine  Ueher- 
ciustinmmng  mit  den  früheren  ßezeichnuugcu  bergcstellt  wird. 
Uic  ülciülmng  (13)  vcr^vandelt  sieh  alsdann   in  die  Gleichang 

und  die  n  Coefiicienten  der  in  (14)  cxplleite  angegebenen 
Functionen  f^{x),..(p}_{x)  werden  nach  den  aufgestellten  Vor- 
scliridcn  durch  die  Auflösung  eines  Systems  von  r  Gleichungen 
des  ersten  Grades  mit  »  Unbekannten  eindeutig  bestimmt. 


486 


Z^rle^ng  einer  reonrrenteo  Beihe. 


% 


noch  eine  weitere  Zerlegung  Iierbeigeftihrt  werden,   das«  die  \t 
einem  Ziihlcr  bcÜDÜlicbc  ^uzc  Function  mit  Hulfü  des  in  §49' 
milgetbeilten  Satzes  (9)  nftcli  den   positiven  Potenzen  der  Bhais 
der    in   dein   zugeordneten   Nenner  vorkommenden  Potenz   ent- 
wickelt wird.    Er  sei  beispielBweise  die  Zaiil  ci,  grössor  als  dift^ 
Kinbcit,  die  succcsBiven  Ableitungen  der  Knuetion  des  (a,— 1)1 
Grades  ff^ix)  werden  wie  nn  der  angeführten  Stelle  dnrch  Hin*] 
Kutllgen  von  Aecentcu  bezeichnet,  dnnu  bat  man  in  Folge  jeof 
Satze»,  indem  '/'.(.i)  llUr  f{x),  «— |,  tUr  e  clutritt,  die  Gleicbungj 


(18) 


9'.(=^J  =  v.(l.)  +  V'Mf.)(^-S.)  +  -#-'(-^-i*.»*+"] 


2! 


+ 


Aua  derselben  folgt  dnreh  Divitüun  mit  der  Puteuz  (x— ^,|**] 
die  Olcicbung 

(•T-sx'   t-^-?,)"  f^-5.r'"'  ■"  (ö.-i)!  '-5. 

Auf  diese  Weise  entsteht  ein  Aggrcgnt  von  Brüchen,  dereo 
sämmtliche  Zähler  Constantcn  sind,  and  deren  Nenner  dureli 
die  Potenzen  der  Basis  x  —  §,  von  der  ersten  bis  za  der  a.teo 
gtthildct  worden,  Ein  Gleiches  gilt  filr  jcdcu  andern  auf  der 
rechten  Seite  von  (17)  beüudliebcn  Brnch,  dessen  Nenner  die 
Kigeusehalt  ifcnitzt  von  höherem  ah<  dem  ersten  Grade  zn  sein; 
ist  der  Nenner  vom  ersten  Uradc,  so  bedarf  der  Bruch  der  be- 

^  ^  Wird  dem- 


zeiehncten  Umformung  nicht.    Der  echte  Bruch 


a^) 


mich  gleich  pincm  Aggregat  von  «  ßrllchen,   deren  nUmnitlicbe 
ZiUilcr  CouMtauteu  und  deren  Neuner  die  Potenzen 

(x-U(i:--^,)S...(x-f.)- 


l 


nind.  Jeder  dieser  BrUchc  bringt,  nach  den  negativen  Polensccu 
der  Variable  x  cutwickcU,  eine  rccurrcnte  Reibe  hervor,  deren 
Ordnung  durch  den  Grad  des  betrcfTeuden  Nenners  bezeichnet 

wird;  der  Bruch     .  /erzeugt  die  oben  erörterte  recurrcnte  Keibe 


S^rlef^ngr  einor  rccntreDtes  Belba. 


4M 


der  titcn  Onlnnng,  und  ans  den  vorhin  entwickelten  Ornncisiitzcn 
folgt  fllr  die  hetreffenden  CoefficicDten  eine  Ilcihe  von  fllei- 
cliun^n,  die  den  GlcicLuDgen  (II)  entsprechen  and  die  Zer- 
legung der  recurrciitcn  Reihe  der  ntcn  Ordnung  in  n  partielle 
reeorrcnte  Reihen  dnrHtcUen.  Diese  partiellen  Reihen  sind  flümmt- 
lieb  von  niedrigerer  Ordnung  als  der  «Icn,  den  einzigen  Fall 
ausguDontraen,  du^H  diu  Function  /*(?)  ntir  eine  eiiixigo  Polen» 
einer  Function  cn<ten  GraUeM  ar  — ^,  enthält;  dann  wird  nämlich 
der  Pntcnzexprmcnt  fl,  der  /alil  m  seihst  gleich,  und  es  erseheint 
eine  partielle  rccurrcntc  Reihe  der  ntcn  Ordnung. 


i  ft4.     B«oiiTTente  OarsteUmig'  der  Snmmea  der  gleich  hohen 
Potenxen  der  Wiuri*l&  einer  Olelohancp  dnroh  die  Coefflolenten 

der  Oleiohiuig. 

Die  bis  jetzt  entwickelten  Eigenschaften  der  rceurrenteu 
Reiben  können  bcuutzt  werden,  nm  Itlr  n  beliebig  gegebene 
Elemente  ^,,  ?,,...  ^,  die  Sutamcn  der  gleich  hohm  pofttHv/n 
ffatuen  Polmsrn,  welche  in  §  59  unter  (hti  f^itnmctriachm  Vfrhin- 
äuHgm  <tn  ffptfchmcn  Eimtmfe  liervorgebnWn  sind,  durch  die 
symmetrischen  (jnmdvcri/indwif/rn,  die  ISumtne  der  FAnnnüc  1\^  $„, 
die  Summe  der  PrnduHfi  ron  jp.  ewm  Elfintpntrn  —„.-l^l-j  US.  f. 
bis  *w  dt-m  PradurJr  lUlrr  FJ-ctncnfr  5,1^...^,  annzudrllcken. 
E«  sei  fix)  gleich  dem  ProUtict  der  mit  der  Variable  x  gebil- 
deten Factoron  x— f,,  x  — 1„  ..x  — 1„  dann  fol;:cen  ans  den 
beiden  DarKtelInngcn 

(1)  /•(r)  =  x"H.a.x"^'+...+o, 
snd 

(2)  /•(^)  =  (a:-y(a:-5,)...(x-^.) 

die  in  §  AC*  unter  (4)  niitgetbeilten  Gtciebongcn,  in  denen  gegen- 
wärtig a^-=\  7.U  setzen  ist, 


(3) 


U-i)"«--^=.^ 

and  es  handelt  »ich  um  die  Aufgabe,  die  Gummen 


W 


,=-2.fc.>,=-s-&^=-^.^: 


'M> 


46ft 


Daratellanff  dar  SammeD  von  gloicli  hoheo  Poleiaen. 


voriaittelst  der  Cocflicientcn  a,,a,,...a„  der  Fanctioo  /"(jt)  aas- 
zuilrilckco.     Wie    man    fticlit,   künncu    die  Grössen  ^,,f,,  ...f. 
«Is  die  n  WurÄcIa    der  Gleichung  f(^)  =  0  antgefasst   werden,  ^ 
deren  Coelticiciitcn  die  Grüsscn  a„ ü„. .. a.  sind.  S 

Wir  gehen  von  der  Bemerkung  atie,    das»  die    »acb    den  ^ 
negativen  Potenzen  der  Variable  x  fortscbreitcudc  EutwiekL-lutig 
1 


dea  Itrucbei) 


.r-$ 


eine   geometrische    Reihe    hervorbringt,   bei 


dor  die  CoefGcicntcn  nichts  anderes   sind   aXa   die  aafeinander 
folgenden   positiven   ganzen    l'ütenKen   der   GrOsae   $.     In   der 

Gleichung  (8)  des  S  Ö*^  werde    -  =  1    uml   S  snccessive  gleich 

£w^tf->«  gesetzt,  80  cntBtebeu  die  Gleicbangcu 


(■^) 


*-li 


=x  '+$.x~'+...+^;x"'''  + 


ii^ 


-=-5, 


■  =  x  '  +  $,«  '  +  ...+  $',  X 


-t-i 


t*' 


Hei  der  Addition  ihrer  rechten  Seiton  kommt  die  Potenit 
«"'  die  Zahl  von  w  Malen  vor,  die  Potenü  x~'  erscheint  mit  der 
Snnime2;,^,,  =  Sj,  die  Potenz  x~"  mit  der  Summe  ^.  ^~  «,, 
n.  R.  f.,  die  Polcni  x"*"^  mit  der  Summe  2^^^=s,  mnltiplicirt; 
daher  führt  die  auf  beiden  Seiten  vollKugcDe  Addition  zu  der 
Qleichnng 

1  1 


(G) 


*-5/»-$, 


+  ... 


1  -I  .  — f  .  -8  . 

^  =  jia:    +fl,x    +«,*    +... 


+  8,X 


— <— 1 


+  ^ 


wo  der  Bncbstabc  a,  wie  früher,  die  Hcibc  der  Zahlen  von  1  bis  n 

1.1.  1 


diirfhlätift.     Nun  kann  die  Summe 


+  ...■ 


10 


-5.      ^»^?, ^— ^ 

eine  Gestalt  gebracht  werden,  welche  nnr  noch  die  GrtisseD 
a,,»,,.  ..a,  onthUtt.  Die  im  vorigen  §  benutzte  Gleichung  {!)) 
des  §40  gilt  fUr  uiibeHt-brUnkte  Werthe  der  Grilssen,  die  ar- 
sjirflnglicb  s  nnit  k  genannt  i;ind.  Man  darf  deshalb  f\\T  k  die 
GrJisse  j:,   und   flir  s  eine  beliebige  andere  GrAsse  k  uebuien, 


§  94.  Darstcllang  der  Snmmin  von  gleich  hohen  PotensAti. 

und  hat  filr  die  FuuctioDcn  f{x+h}  die  Gleichunjf 

r 


4&S 


(7)       f(x+h)  =  f(x)  +  r(x)h-^ 


2!    *    ^-^     n\      *• 


Wenn  man  dangen  in  dem  Ausdrucke  (2)  der  Fnnetion 
fix)  die  Variable  x  durch  dim  Ag^TCgut  r+h  erselzt  und  <luraul' 

{  eine  Kntwickeinng  narh  den  Potenzen  der  Grosse  h  vornimmt^ 
üo  kommt 

L        (8)     (j:-^S+/0(x-?,+A)...Cx-£.+A) 

I  +  \ix~^^)ix-^,)..(x~^J  -Hx-^,)(x-^,)-,(x-^n)+  .. 

■  Vhr 

'  Hier  sind  x  and  A  alä  dnrchatis  von  einander  nnabhiln^i^ 

veränderlicbe  Crrc>Kt>eEi  anfzufaseen;  mithin  uiÜNHCn  auf  der 
rcclitcn  Suite  von  (7)  und  von  (8)  die  Coenicicntvii  der  glcieli 
hohen  Potenzen  der  Grösse  A  einander  glcieh  seio.  Das  von  A 
freie  Glied  ist  ofTcnhar  die  Function  f(x).  Die  Glcichsetzanf^ 
de»  Coefficientcn  der  Grösse  A  ergiebt  aber  die  Gleichung 

(9)rfx)=(x-fJ(:«-^,)..Ca:-?j4-(a:-$.)(«-$,)-(^^.)  +  - 

+(^-$.)(-r-|,)-.(^-^-i). 

Da  Ton   den  Prodnctcn  der  rcehten  Seite  das  erste  alle 

Factorcn    x  —  ^^,  .  .  .  x  —  ^,   mit  Aimuahnie    dcü    ersten,    das 

zweite    alle    Faetorcn    mit    Aufnahme    des    xwciten    enthJlIt, 

u.  s.  f.,  60  stellt  die  reehte  Seite  den  ZHhler  des  HrnehcH  dar, 

welchen  die  Addition  des  Aggregat»  --  ^,  +  - — i,-+... 


crgiobt ,  nachdem  alle  Rrftche  auf  den  genieinBamen  Nenner 
{x  —  ^J{x~^,)..{x — ^J-=fix)  gebracbt  sind.  Deshalb  besteht 
die  Glcichang 

I     .     1     .  1    _r(^ 


(10) 


+ 


+ 


wo  fix)  die  Function  des  (w 


+ 


l)ten  Grades  bedeutet 


(U)  f'(x)  =  nx'  '+(i*-l)a,j;"-'  +  ...  +  a,  ,. 

Auf  diese  Art  verwandelt  sich  die  Gleichung  (G)  in  die 
Oleichnng 


b. 


DtnMlnni;  der  Snnmen  tou  gloioh  liolien  Foienxeo. 
««■"^+  (»1—1)0,«"'*+  . ..  +«^, 


§M. 


ic'  +  tt^x'    +a,**  *+.,.  +  a^,«  +  a. 


~-t 


-— «-I 


=  nj;    +SjX    +ÄjX    +...  +  $,x' 

Vermöge  der  im  Vorigen  eriirtertcn  Grandsätze  lehrt  die- 
Bclbe,   dass   der  auf  der  linken   Seite  befindliche   echte  Bruch 

•f-f^i   »flcA  den  negativen  I^ften^ett  der  VaricMe  x  eHtteickvU, 

eine  recurrente  Höhe  herv&rlmngitt  deren   aufänander  folgende 
Gliedert  vom  ersten  ah  tjerecjmet,  aus  der  Zahl  n  tmtl  den  PolettS'  \ 
sianmen  s^,.i^,...  bestehen. 

Die  Gleichungen  {\)  und  (2)  des  §02,  auf  den  vorlicgcn- 
don  Fall  aiig>;wcndct,  liefern  somit  eine  rocarrente  DarRtellDng 
der  Potouzsumraon  »,t*j,...  durch  die  CocITicicutfln  a,ya,^...a^, 
nHmlich  lllr  die  ersten  n~\  Zahlen  alK  Potenzexponenten  daroh 
die  GlcichuDgen 

(n  — l)ai    =s,  +  BO, 

(n  —  2)  a,     =  Äj  +  flj  Sj  +  flßj 


(13) 


und  titr  jede  Zahl  t,  die  i>  n  ist,  durch  die  Gleicbong 
(U)  0  =  «,  +  a,  s,  ,  +  0, 8^  +  . . .  +  a.  s^.. 

DicGlei(_'huugcn{I3)  und  die  xu  <  =  »  gclidrcndcGIeiebung 
(14)  lassen  sich  auch  in  die  Geetalt  bringen 
0  =  «j  +  «, 
ü  =  «^  +  Bj  s,  +  2  o. 


(13*) 


ö  =  *.-i  +  «i«-»  +  ßs«.^% 


+  ..  +(»— l)o._, 
0  =  s„     +  fl,  s_,  +  o,  s^,  +  . .  +  o^i  »,  +  na, 

ans  welcher  man  ergehen  kano,  da88  die  Ausdrucke  der  Fo- 
tcuzsummen  s„  s^, . . .  s^_,  durch  die  Grot+Hoo  «,,  a^, . , .  a,,  welche 

ttlr  einen  bestimmten  Werth  der  Gradzabl  n  gcfondcn  sind, 
sich  nicht  verändern,  Bobald  die  gleichnamigen  Potenzsiunmca 
rtlr  ein  System  von  n'  Elementen  |,,^...|^.   gesucht  werden. 


Dantallunft  der  SotaiDeti  von  gleich  boben  Poteosra. 

gefletzt  wird.    Die  Aufllisnng  de«  Systems  (13*)  gJcbt  zuerst  die 
Bestimmung  s,  =  — a„  welche  von   vorne  herein  bckanut  war, 
l'emor  Dacli  und  oacli  die  Besthnmuugea 
(U)  s,  =  a;-2a, 

t 

ai  =  — oj  +  3aiaj  — 3  a, 

»^  =  ol  —  4  aj  o,  +  2  c^  +  4  Oj  a,  —  4  Oj, 


Die  eretc  von  diesen  ist  ia  g  ö9  fttr  n  — 2,  die  zweite  für  «  =  3 
abgeleitet  worden. 

Die  Betrachtungen  des  gcgcnwartigou  g  gelten  fUr  jedes 
beliebige  S^ijtein  von  «  Elementen  ^^,  t„ . . .  f„,  uud  deshalb 
ebeuHo  wohl  wenn  alle  Elemente  von  einander  differireii,  wie 
auch  wenn  es  vorkommt,  dane  mehrere  derselben  einem  ein- 
zelnen gleich  sind.  Wenn  flir  den  letzten  Fall  die  Elemente 
In  Is»  •  •  •  f»  von  einaDder  verschieden  sind,  und 

(15)  f(x)  -  (X  -  £,)"'  (X  -  §,Y'  ...(*-  $J^ 

ist,  so  nimmt  der  Aasdruck  (9)   von  f  (x),   indem  die  gleichen 
Summanden  vereinigt  werden,  die  Gebtalt 

(16)  r  (x)  =  n,  (X -  ^,P^'  {x  -  ?,)"-  ...(X- Ix)'* 


+  a,(s-  |,)-i    {z  ^  IJ'. ...  (X  -  IJ"^-' 

an.     Mithin  hat  die  Function  /^(x)  mit  der  Function  f'{x)  den 

gemeinsamen  Theiler 

(17)  ix  -  ^'i-*  ix  -  ^y^'*  ..ix-  |/A-\ 

und  es  leuchtet  ein,  dass  zu  jedem  Factor  (x — 1^)"«,  fx  —  !,)"•. . . 

(*— li)"*  Ton  fix)  respective  der  Factor  (j;-|,)"''"\(j;— Ij)*'^',. . 


\''.-i 


(ä— Ij)^  von  fix)  gchJJrt.  Diese  Thatsachc  stimmt  mit  dem 
am  Schlüsse  des  g  4Q  mitgetheilten  Satze. HberciD.  Die  obige 
Gleichung  (9)  verwandelt  sich  unter  der  gegeuwärtigon  Vor- 
aussetzung in  die  Gleiebuug 


4M  ^jwoielle  Partialbntehsörlegiuig.  $  95. 

indem  bei  dem  Drache  --j^  der  ßcmeiauainc  Theiler  (17)  her- 
auBfiUlt. 


%  06.     Parti albm eil lerlegrnnfir   «tnH  BmolitB,  dftisMi   H«nB#r 
aus  lauter  ung leloh«n  Fao^oren  de«  ersten  C^adea  besteht 

Üie  ZerlcguDg  eines  echten  Brache»  *^f-.  in  Partüübröcbe, 

die  in  (17)  de»  §03  iingp^el>cn  ist,  gcslaltot  eich  besonders  ein 
lach,   sobald   die  Function  fix)    nnr   ungleiche    Farlorcn   des 
ersten  Grude«  cnlliält.     Alsdann  werden  die  dortigen  Zahlen 
(l,,a,.  ..cii  sänimtlich   gleich  der  Einholt,    die  Zahl  i^n,  und 
die  Functionen  if,  {x\  (/■,  (x), . . .  ^^  (x)  rednciren  sich  rcBpective 

auf  die  CoiiHtantcn  j^",  g^^\ . . .  */*"'.   Demnach  geht  die  genannte 
Gleichung  (17)  in  die  Gleichnog 


(I) 


llber.  Um  die  Conntanten  (/'",  *;"*,  ..(7*"*,  die  nach  §93  immer 
unil  nur  auf  eine  einzige  Art  bestimmt  werden  können,  nof 
eine  besonderö  bcf|nemc  Art  zu  bcsliiomen,  werden  die  beiden 
Seiten  von  (1)  wieder  mit  f  {x)  ~  (x  —  ^^) {x  —  |,)..,(x  — §J 
muUiplicirt,  »0  da«»  die  Gleichung 


(2) 


/•Cx) 


entsteht    Wenn  man  nun  die  Variable  x  durch  eine  der  Gritesen 
^1?  ^»t  •  •  i»  ersetzt,  etwa  durch  f ,,  so  verschwinden  die  Pnxlucte 


/•(•t) 


^  dnrch   den    in   denselben  enthaltenen   Factor 


jr  — g„  während  das  Prodnet -^^={3;  — ^)(a?  —  f,)...(x—g,) 

.T— t, 

den  AVerth  {f,  — ^,)(^,— ^J  . . .(?,  — f„)  annimmt;  dieser  mu» 
von  der  NqU  verschieden  sein,  weil  nach  der  bestehenden  An- 
nahme keine  der  Grössen  ^,,  |,, ...  $,  einer  andern  gleich  iat 
Aus  der  Gleichung  (2)  folgt  al»o  ftlr  die  Grösse  .V  die  Gleichang 


(3) 


,ci> 


»'CI.)  =  i?'^M^-^.l -..(!» 


'h" 


und  folgten  dnreb 
die  Gleichungen 


die  entsprechende  Ueberlegung  fllr  g 


.«" 


9«5. 


Specielle  PartwIbruchzorlcKun^. 


J57 


(4) 


\Mi.)=ff*"(f.-i.)...(?.-r.> 


r  (f.)  ^^''"'Cf» -?,)•••  (f--^-i>- 
DicRC   Werthe,    welche    aus  der  VornnsRRtzimp  abgeleitet 


..c) 


siinl.  (la.is  diu  Üluk'linn;;  (2)  dnrcli  die  OrCmsen  g  ,  g  ,  ■  -  ff 
hcrric<liKt  werde,  mUsttcn  die  Glcicliung  ('i)  in  der  Tliat  er- 
lüllcn,  da  die  BcstiimuoD^  der  Crrtsscn  sf"\  iß\  . .  g^"^  möglich 
lind  zwar  nur  nul"  eine  einzige  Weise  möf?lich  ist.  Die  Pro- 
dat'te,  mit  weltlipu  in  [4)  die  Grössen  _fl'^\  //",  .  .  .V  nmltipli- 
cirt  erscheinen,  sind,  wie  ans  der  Glcicliung  (D)  des  vorigen  § 
zu  schlicsscn  ist,  gleich  denjenigen  Wcrthcn,  welche  4lle  Func- 
tion /■'  {t)  annimmt,  Bobald  man  die  Variiihle  x  bcÄieliungaweise 
gleich  den  Grussen  ^,,  ^,, .  .  £,  macht.    Eü  wird  daher 


(rO 


Uro  ein  Beispiel  zu  geben,  sei 

/  {j-)  =  T^  —  5,j.»  +  13,r~0, 

tmd  nach  ausgcflihrtcr  üericgnng  in  Faetorcn  des  ersten  Grades 

/•(r)  =  (a;— I)(x-2  — »(/5)(a;-2  +  »l/5), 
femer        r  (x)  —  1  x^  ~A2  t-¥  W. 

Dann    ist  das  .Schema   der  Parti nihruch Zerlegung,   wofern 
5,  =  1,  ^,  =  2  -f-  i  1/5,  ^,  =  2  —  i  l/s  genommen  winl,   dieses 


7.«'  — 42ar  +  ll 


ja) 


..<^) 


.^  + 


da /■' (x)  gleich  der  Function  3a:'  — 10a:+13  wird,  liefern  <lic 
Gleichungen  (&)  die  Bestimmungen 


i? '  = 


=  1. 


mithin  ergieht  sich  die  gcaucbtc  Zerlegung 

7j'  — 43.r+41      ^      1  3  +  2tl/s  S-2tl/s 

—  6«»+  13*  — 9       .«-1       jB-2— il/5      j:— 2+il/5 


Sp«o!«llä  Parttalbruebxerl^gunf. 


Ans  der  nach  den  negativen  PutenÄcn  der  Variable  x  fort- 
fichreitcnden  Eutwickclung  des  auf  der  linken  Seite  bctiadtichcn 
HiiicheH  entsteht  nach   (1)  dc8   §  91  das  Aggregat  der  Saniine 

Q^  x~*  +  Q^  x~*  +  . . .  C  x~*~^  und  eines  Rcötbruches,  die  Coeffi- 


iUUUC  ,1 

:oem-fl 

rhnn«  ^\ 


cicutcn  Q^  Q^,  Q^,.  ,  Q,  bilden  nacb  %  92  eine  rerurrenie 
der  tlrittfn  Ordnung,  und  werden  durch  die  folgenden  GIcicfaaiH 
gen  bcätimmt,  welche  den  Systemen  (1)  und  (2)  des   §  92  cnt- 
»prechoD, 

7  =  ^0 

41  =«.-&«,  +13«., 
und  für  r  >  Ö 

Die  auegcfUhrtc  Keelinung  liefert  die  Wcrthe 

^.  =  7,  Q,^-l,  Ö.  =  -Ö5,  e,--271,... 
Nan  gehen  aus  den    Urllchen  mit   den   Nennern  x  — 

a;  — 2  — *T/ö,  a:— 2+i|/5  geometrische  Retben  hervor,  ond 
es  ist 

1 


s^l 


^ar'  +  x-''  + 


«-'*' 

^'"<-^-i' 


8+2il/ö 


=  (3+2  i  |/5r'a:+(3+2  i  1^5) (2  +  i  V^) «"*+ . . 


;p—  2  -  i  l/ö 

8— ail/ö 


«— a— il/5 


,-1 


,,-^=[3— 2tV5)    a:+(3-2»l/ß)(2— il/ö)     z  4 
.f — 2+  iKß 

+(3-2.- 1/5){2- 1  mU-*^'  +  (3-2 j  V^)  <2^ril^^.< 

X— 2+iK6) 

Wir  erhalten  also  vermöge  der  Resultate  des  vorigen 
eine  Zerlegung  der  rcüurrcnten  Reibe  der  dritten  Ordnung« 
drei  geometrische  Kcihcu^  wobei  das  allgcmcino  Glied  Q,  der 
lieibe  der  dritten  Ordnung  darch  dio  Gleichung 

^,  =  H-(3+2»lA)(2+il/5y+(3  — 2ilA)(a-il/6)' 
dargestellt  wird. 


M. 


Intorpolattonsrormet  von  Ls^nge. 
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I  06.    Interpolfttloniflonnel. 
Wenn  man  in  der  Gleichung  (2)  des  vorigen  §  statt  der 
Grössen*;'",.../"*  ibre   aus    der  dortigen   GleitUun^^  (0)   cnt- 
DommcDcn  Werthe  sulistituirt,  so  gebt  sie  in  die  folgende  ül>er 

Die  linke  Seile  derselben  ist  die  beliebig  gewäblte  Func- 
tion des  (m  — l)ten  Grades 

(2)  r  {x)^r^  a:-»  +  ^^  a;"-»  +  .  .  +  r^  r  +  r._., 

die  rechte  Seite  enthält  die  n  Werthe,  welche  die  Function  r  (x) 
nunimnit,  »obald  x  nacli  einander  gleich  den  von  einander  ver- 
schiedenen Grössen  $pf,,  ...?„  geueUt  wird;  feruer  ist 

(3)  /■  i:x)={x~^,)  {X  -  f.) . . .  (x-f.) 

=  x'  +  a^  »""'+  ...  +«„_iX+a., 
und 


."-a 


+  . . .  +  a_ 


(4)  ^(a:)=nÄ"-'  +  (n-l)aia:"     -r...-ru,  ,. 

Die  Oleichnng  (I)  bietet  ein  Mittet,  um  eine  algebraJBche 
rationale  ganze  FuuL^ion  des  (n —  l)tcn  Grades  einer  Variable  x 
darzustellen,  sobald  ihre  zu  n  von  einander  verschiedenen 
Werthen  si»?«»---^»  der  Variable  x  zcigehörigen  Fnnctional- 
wcrthc  rf^,),  r(|,), .  .  .r(£J  gegeben  sind;  denn  wenn  man 
diese  Werthe  in  die  rechte  Seite  von  (I)  etnftlhrt,  so  mnas  das 
hervorgehende  Aggregat  von  ganzen  Functionen  des  (n  — l)ten 
Grades  der  («treffenden  Function  r  (x)  gleich  sein  und  drückt 
daher  wirklich  die  Function  r{x)  aus. 

Die  Aufgabe,  dU  Abliängigkeit  einer  Grosse  voti  ci»&'  Fo- 
riahle  x,  oder  iiacb  einer  in  §  101  zu  erlUuternden  Außdriicks- 
weise  eine  Function  ehier  Variable  x  so  zu  bestimmen,  dass 
die  zu  einer  Anzahl  von  Werthen  der  Variable  zugehörigen 
Werthe  gegetien  sind,  wird  eine  Auffjahe  der  Ewschalhmg  oder 
der  Interpohiiimi  genannt.  Dieser  Benennung  liegt  die  Vorstellung 
en  Grunde,  das»  die  Werthe  der  Function,  die  zu  den  nicht 
vorher  bezeichneten  Werthen  der  Variable  gehören,  zwischen 
den  gegebenen  Werthen  der  Function  eingeschaltet  werden 
BoUoiL    Eine  Rolche  Aufgabe  i&t  so  lange  unbestimmt,  als  Ul)er 


^ 


M 
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die  Rcscliaffcnheit  der  zu  suchenden  Tanction  keine  näheren 
BeRtimmuDgen  hinzugofbg^  worden.  Die  Aufgabe,  aus  den  ge- 
gebenen Werthen  r(^,),..r{^J  eine  Fun<Mion  r(.r)  zu  finden, 
welche  rational  und  ganx  und  vom  (« — Dtcn  Grade  sein  soll, 
erweist  sich  aber  durch  die  Gleichung  (I)  selbst  als  eine  voll- 
kommen  bostuiinitc.  Die  Gleichung  fl)  bildet  eine  äu  dieser 
Aufgabe  gehörige  Jntcrjmlaiiomfomitd,  und  iwar  wird  die 
Gleichung  nach  ihrem  Urheber  die  InterpolatiouHformcl  voa 
TMf/ratuje  genannt. 


t  97.    Eutwlokelnng;    der  negratlven  g^uiKen  Fot«nz«n  «Ibm 
Blnomi  In  eine  Reihe, 

Am  Schlüsse  des  g  93  ist  gezeigt  worden,  wie  ein  gege- 
bener echter  Bruch  '^}f{  als   ein  Aggregat  von  Parti albrilchen 

dargestellt  werden  kann,  deren  Zahler  Con^tanten  und  deren 
Nenner  positive  Potenzen  der  in  der  Function  f(x)  cntbaltenca 
Factoren   des  ersten  Grades  x^^jt-.x — |j  sind,  und  hieran« 

ist  lUr  die  aus  dem  Brache   .\^  entsijringcudc  recurrentc  Reibe 

der  nten  Ordnung  eine  Zerlegung  in  partielle  reeurrente  Reihen 
abgeleitet  worden.  Die  Beschaffenheit  cliescr  Reihen  hängt  we- 
sentlich von  der  Potcn?.  nb,  zu  wclclier  das  in  dem  Nenner  des 
Kngchürigeu  Biuches  aus  der  variabcln  GrSase  x  und  einer  be- 
liebigen festen  Grösse  |  gebildete  Binom  x  —  ^  erhoben  ist,  da 
der  coustantc  Zilbler  de»  Bruches  steh  allen  Gliedern  der  Reihe 
als  Factor  mittheilt.    Wir  haiien  es  daher  mit  denjenigen  Kcibea 

1 


zu  thnn,  welche  ans  der  Entwickelung  eines  Bruches 


oder 


der  negativen  ganzen  (—n)ten  Potenz  des  Binoms  x— ^ent- 
stehen. Der  Fall  des  Exponenten  a=l,  dem  die  geometrisobe 
Reihe  entspricht,  ist  in  §  90  behandelt  uud  seitdem  nicfarfaeii 
angewendet  worden.  Die  Betrachtung  wird  deshalb  mit  detu 
Wcrllie  des  Exponenten  a=2  beginnen  and  zu  den  höherca 
Werthen  von  a  aufsteigen. 

Es  werde  in  der  Gleichung  (1)  des  §91  die  Function  f(x) 
durch  (x  —  |)'',r(x)  durch  die  Einheit  ersetzt,  und  es  sollen,  om 


I 


§  07.  Eotwiokelaog  der  oegativan  Potensen  eino«  Binoms. 
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die  versteh ieilencn  Wcrtlie  der  Zahl  n  zu  iiiitcräcbciden,  die  mit 
Qt»  Vi»  •  •  Qfi  '^o^  ^'\'-  ^^,"  I  l»ezpiclinctcn  (iriiäBcn  mütli  eiiieu 
zweiten  antern  Zeige i-  a  erbalteu;  hier  if!t  die  Zahl  n  der  Zitb)  it 
gluicb,  uud  CS  entetclit  diu  Gleivliung 


^f       Die  Zahl 


.-» 


7-y*..*  +<;^i..^"'+-+o,..^" 


Die  Zahl  f  »oll  nur  8<ilchc  Werthe  annehmen,  die  gleich 
oder  grlisser  al»  a  sind.  Ua  die  Cucflicicutcn  der  PunctioD 
{x  —  f)'  sich  nach  dem  in  §40  cnthiiltcncn  hinoniiscben  Lehr- 
Hätzo  folgen  der  mausen  boKtLOimen 

(2)      (*-?)'=:r''-ü:.-^5+!^-p^?a;=-'|'+...+  (irr. 

flo  ergieht  sich  uns  dem  System  f^)  des  ^  91    für  die  Grössen 

^«..-  Öi.fl»---  ^a-i..*^*«  System  Üleicbungen 


6) 


ans  dem  System  (4)   dess.  g  tllr  jede  Grösse  ^,.a  ^o'  «Iß""  ^^^ 
ist,  die  Glcichuug 

aud aus  dem  System  (/j)  desselben  §  für  die  Grössen  j4|'^,...K/_,^ 
das  System  GJcicbungcn 

0-  (-»)'r<?.,    +äs?_,,.. 

Das  System  (3)  h»t  zur  Folge,  das»  die  Hämmtlivben  GrlSssen 
Vo.«»  ^i,a'*-  ***^  '?»-».«  gleich  Null  sein  mliascn,  aud  das»  ^?,_|. 


KntwIoIcelanK  der  neKatlvQD  Pot«at«n  etoes  Binoms.  ^  ATT 


fltetH  gleich  der  Einheit  iat.    Bei  der  Aunnhuie  fl  =:  2  erhallet 
(4),  {'>)  )>e£iebung« weise  die  Gestalt 

I)ie  AuBÖMUDg  der  (iicichungcii  zeigt,  da  Q^  ^  den  Werth  Null, 
Qj  ,  den  Wcrtb  der  Einheit  bat,  dasB  ^^,,=  2$  und  allgemein 

$,„=<!'  'ist;  ferner  findet  sieb  J(i;!,^(i+l)^.^;i=  —  'l'*'pi 
und  die  Oleiehung  (1)  liefert  die  Kntwickelung 

Durch  die  Vnnuissctzung  (i  =  3  werden  ans  (4)  nnd  (Ä) 
tive  die  (ilcichaugeu 

Hier  ist  Va.a=*S  Qi.t=^t  ^i.j=  *!  mithin  kommt  Vj.,— Sfij 
^*.a~  ''^  "'"^  allgemein  (3,3=-!^""  'l'"',  demgcniUfiS 

Aas  der  Gleichung  (1)  folgt  daher 

(7)  (a:-|)^=*-+3|x~^+G|»:r-^+„.  +  '-fci>f'-*x-*-'  + 

+  _? 2 

FUr  einen  beliebigen  Wcrtb  der  positiven  ganzen  Zahl  d* 
crglebt    sieb    an»    der   Relation    (4)    mit    Hülfo    der    Wertbe 

gleich      wr^  ^  '^^U  *^äs'*  Öj. ,  gleich  dem  Product  einer  Zahl  in  die 
Potena  ^*'  wird,  ferner  aus  (n),da88  Ji^;*,,  /^^„...iiiÜj^,r«gpefr 


)(iriefCRliinf>  der  negativen  PotoDsen  oinw  Riaom«. 
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tive  glctpti  dem  Protitict  einer  Zahl  in  eine  (Icrßcilic  nacb  ent- 
sprcchcinlc  Potenz  der  Grösse  i'  seiu  maas,  nünilieli 

Die  voilgtäodigc  Bestjuiuiuag  der  Grüttseu  Q,_,  idt  iu  der  Glei- 
cbnng 

^  '  ^'■*        I  .2.3...(f  — O+I)  ^ 

entbalten,  deren  Beweis  nictit  »nliwcr  zu  lllliroD  ist,  an  diofier 
Stelle  jedoeb  der  Kllrae  balber  Itbergangcn  wird.  Mit  Hülfe 
vou  (8)  köuucü  aus  (^)  vollwtäudigc  AiwdrUeke  der  (irüüiäeii 
3t5'*„,  9t*'*„...^Jt^'l,^  ahgeleitet  werden.  Uieinit  iwt  der  Weg  an- 
gegeben, um  für  Alle  auf  der  rcnbtcn  Seite  der  Gleicliimg  (IJ 
vorkommenden  GrOsscn  allgcnieiu  gültige  Ausdrucke  uulznatelleDt 
and  die  betreffende  Kntwickclung  der(— a)ten  Potenx  des  Hinoina 
(j-^£)  in  eine  nach  iJen  negativen  Potenzen  von  «  t'ortscli reitende 
Reibe  altgcmeiu  durcbziifiüiron. 


i  88.    Orenzwerth  der  Stunme   einer  geometrliohen  Reihe  bei 
w&ohsender  Anxalil  der  Olieder. 

Der  Aiisdrock  itlr  die  .Snmme  der  (f+l)  ersten  Glieder 
einer  geometrischen  Ileibe  gewinnt  eine  neue  Bedeutung,  sobald 
die  Voraussetzung  hinzukommt,  dass  die  AuÄübl  der  Olieder  {(+ 1) 
nach  and  nach  immer  grCmscre  Wcrthc  annehme.  Der  bezügliche 
Ansdruck  ist  in  der  Gleichung  (r»)  des  3  %  niitgotheilt,  welche, 
aobald  man  wieder  a„a+rt,=:a„(j;— ^setzt  imd  hierauf  «,=  l 
nimmtf  in  die  folgende  Übergebt 


AT— 5 


=r.x-'+r.^a:-Vr.|»^-"+... 


Nach  einer  am  Kmle  des  §  02  gcniacbteii  Itemcrkung  gilt 
diese  Darstellung  fllr  alle  Wertbe  der  VorUn  der  lieben  x  mit 
AuHnabme  des  Werthcs  3^=^,  Wenn  wir  uns  nnn  denken, 
das«  die  Anzahl  (/+  1)  der  Glieder  der  auf  der  rechten  8eite 
von  (l)  gebildeten  .Summe  grüBser  und  grüsgcr  werde,  so  ad- 
dircn  sieb  ZQ  den  vorhandenen  Gliedern  der  geometri sehen 
Reibe  inmicr  neue  Glieder.  Der  auf  der  linken  Seite  ron  (1) 
befiudliehe  Ausdrnek  der  tSammc  bestobt  aber  aus  zwei  Tbeileo, 


4B4 
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von  dcucu  der  crate     "^  die  Zahl  /  gar  nicht  enthält  und  de«- 
.r— S 

halb  bei  wacbBCndcm  /  nn^ündcrt  bleibt,  wübrcnd  der  zweite 
*  = —  bei  wachsendem  t  eich  fortwührend  Hndert.    Wir 

.r  —  S, 

wollen  nun  unser  Au^nmcrk  darauf  richten,  wie  sich  der 
letztere  Ansdrnck  bei  einer  stet»  waebäendcn  Zahl  /  verhalte, 
und  antcrscheidcn  hüS  der  ferneren  Uutcreuchuug  der  Glcichnog 
(1)  zwei  Fälle. 

Es  sei  zncrst  f  gleich  einer  beliebigen  recüm.  Orösae,  r, 
ebunt'uIlK,  und  a;;  bekomme  einen  hcliehhjen  rerUt-n,  abtv  rott  § 
rwthivmtUif  verachkdetten  Wcrth.  Dann  enthält  die  rechte  wie 
die  linke  iScitu  von  (1)  nur  reelle  OrÜHBeu.    Der  Aosdrack 


* 


(2) 


bcalebt  ans   dem  Product  der  von  t  lanabbJlnKigeu   bcstinimtca 
GrÄsae ^hr  in  die  {i  +  l)te  Potenx  des  Bruches  -  .  Üerge» 


— iä-rr  in  die  {i  +  l)te  Potenx  des  Bruches  - 

x  —  %  X 


nanute  Bmcb  hat  unter  der  gegenwttrtigcn  VorauHsetznng  eiaen 
reellen  Wertb,  der  positiv  oder  negativ,  jedoch  niemala  ^cicb 

der  positiven  Kinhoit  sein  kann.     Wenn  die  Grösse  -     positiv 

und  grösser   als  die  fiinbeit  ist,   so  bebUlt  die  Potenz  (  — j 

stets  das  positive  Vnrzciclicn,  und  ilir  Wertli  wird  bei  wach- 
ijciulcm  i  griiüüer  als  Jede  beliebig  {gegebene  Grösse.  Der  be- 
treffende äfttz  it4t  in  §  19  titr  die  Aiinalime  bewiesen,  das«  ein 
die  Einheit  ttbcrtreffender  rationaler  gansu'abliger  Kroch  aof 
iumier  b'iberc  positive  ganze  Potcuzcu  erhoben  wird;  doch  kuuu 
der  gelicferle  Heweis  unmittelbar  aui  jeden  die  Kinheit  über- 
treffenden bestimmten  positiven  Werth  übertragnen  werden. 

bald  die  Grösse  -  positiv  and   kleiner  als  die  Kinheit  ist, 

/£V*'  l  ' 

behält  die  Potenz I  -  j    ,  die  gleiche-  o+j  ist,  stets  das  positivi 

(t) 

Vonseichen  und  wird  bei  wachsendem  t  kleiner  als  Jede 


^ 
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kleine  beliebig  gegebene  CtrSsse,   da  die  in   die  Einheit  zq  di- 
vidireode  Potenz  1-^1     nach  dem  angeführten  Satze  über  jedes 

Mass  hinauti  wächst.     Bei  einem  negativen  Wertbe  des  Brncbee 
1 

,(+1  /  v\(+I 


I 

l 


ergiebt  die  Gleichung 

daa»  da»  Vorzeichen  der  Potenz  l-|     ,   je  nachdem  ^  +  1  eine 

gerade  oder  eine  angerade  Zahl  ist,  fortwährend  abweebselt, 
nod    dasa   der  absolute    Wcrth  der   Potenz   tlber  jedes    Mass 

wächst,  wofcn»  —  '    ein  unechter  Bruch   ist,   dagegen  kleiner 

wird   als  jede  beliebig  kleine  gegebene  Grösse,  wofern 

ein  echter  Brach  ist.  Fnr  den  Fall,  daas  x~~^  ist,  nimmt 
die  Potenz  |-l  abwechselnd  den  Werth  der  positiven  nnd  der 
uegativen  Einheit  an.  Uieraus  folgt,  dass  der  Wcrth  des  Ans* 
drucken  (2)  fUr  wachsende  Werthe  der  Zahl  t,  wenn  -  positiv 
und  grÖHser  als  die  Einheit  ist,  stets  sein  Vorzeichen  behält 
und  numerisch  Über  jedes  Mass  wälcbBt,  wenn  —  positiv  und 
kleiner  als  die  Einheit  ist,  stets  sein  Vorzeichen  behält  und 
numerisch  beliebig  klein  wird,  wenn  -  negativ  und  numerisch 
grttsser  als  die  Einheit  ist,  sein  Vorzeichen  wechselt  und  nu- 
merisch über  jedes  Maas  wächst,  wenn  -  negativ  und  numerisch 
kleiner  als  die  Eiuhcit  ist^  sein  Vor/eiehen  wechselt  und  uu- 
meriscb  beliebig    klein  wird,   und   end]ii;h,    wenn  —  ^  —  1  ist, 

sein  Vorzeichen  wechselt,  ohne  seinen  numerischen  Werth  zu 
ändern. 

Der  Wcrth  dc3  Ausdruckes  (2)    zeigt   also   unter   den    er- 
wähnten VorausscLtuiigcD   die  BescbafTeuheil,    bei   stets   wach- 


M 
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Sl 


Renden  Wertlicn  der  Zahl  (  in  dem  Falle   von  einer  fjestimmim 
Qrössa  heliehig  wctüg  ahsutceiciteti,  oder,    sicJi   einem  bestim 


5 


riiC^* 


Grmevxrthe  bdiebip  rti    nähern,  wenn  der  Brach  —  numeriicl 

unter   der  Einheit  liefet,   niul  xwar   i«t   dieser  Orenzwerth   ihe 
NuU.    Dagegen  Uat  derselbe  Aut^druck  diese  Bigcuscbalt  uicii 


wofern  der  Bruch  ~  nunicriscli  Über  der  Einheit  lie^  oder  d 

negativen  Einheit   gleich    ist.     Weil   nun    die   linke  Seite  d 
Oleieliung  (1)  erhalten  wird,    indem   man  zü   dem  von  /  nnab- 


1 


hänglgen  Werthe 


den  Werth   des  Aosdruekes  (2)  hinzu- 


addirt,   so  uäheH  sich  dio  linke  Seile  der  Gletchang  (I)  dauo 
und  nur  dann  einem   heHtimuiteii  Gren/.wertbc,   wenn   dies  H 
den  Au8dl•^c^k  (2)  der  l'^all  ist,    und    weil    der  (Irenzwertli  det\ 
Ausdrucks  {2J  die  Null  ist,   so  ist  der  Orcnxwerth    der  lij 

r. 


Seite  TOD  (1)  der  Werth 


*-|- 


Die  mtf  der  rr^htfin  Stntx  fiö»^I)  fsteJimdfl  SumtHfi  der  (t+l]\ 
ersten  GliechT  einer  gomdrisch^i  Riihr  fmi  tlcsJwlh  hei  rcdloi 
Werthen  von  r„,  x  und  ^  die  Eigenachafi,  sobald  die  AnMofd  der 
Glieder  (/+!)  fortwährend  wächst,  sieh    in    dem  Faile   und  nur 

in  dem  Falle  einem  Grenstcerthe  bh  nähern,    dass  der  Brurh  — j 

nunterisrh  kleiner  ist    ah  die  Einheit;  dieser  Ormewerth  iriW 

alsdann  durch  deti  Bruch  — ^  au&qedriieJä. 

In  dem  §  21,  welcher  den  Abschnitt  11,  Elemente  der  i^ 
gehra,  beginnt,  ist  hervorgehoben,  dass  die  UnterKnchung  der 
Resultate,  welche  aus  einer  beschränkten  Zahl  von  Grn&iieii 
durch  eine  beschrälukte  Zahl  von  Anwendungen  der  vier  Gram! 
Operationen  entätchen,  den  Gegenstand  der  Algebra  bildet 
Demnach  gehrirt  die  Uctrnchtuug  der  Sttinmc  einer  beschräiikU'ii 
Zahl  von  Gliedern  eiuer  gooinctrlsehcD  Reihe  der  Algubra  n» 
Die  Bestimmung  des  Greozwerthee,  dem  sieb  die  Snmmo  ciucr 
geomelrisehen  Reihe  bei  wacli8en<ler  Zahl  ihrer  Glieder  näber^ 
rerlässt  dageg^^n  den  Hoden  der  Algebra.  Genau  ebenso  steht 
tAf  wie    im   voraus   bemerkt   wird,   mit    der  BctrachtUDg  der 


4 
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S$e.  GeonAtriscbe  Reihe  mit  wach«cnder  G]i«derub1. 

Saronte  der  ((+1)  ersten  Glieder  einer  recurrentcn  Reihe  der 
Ntcn  Ordnung,  deren  Ausdruck  in  (6)  des  i}  92  aulgestellt  ist. 
Ans  diesen  Ursachen  Hegt  der  Inhalt  des  gegenwärtigen  Ah- 
sclinittcs  zum  Thcil  naf  dem  atgebralscbea  Gebiete  and  xant 
Tbcil  ausserhalb  desselben. 

Eine  Summe  von  Gliedern,  deren  Anzahl  wachsend  gedacht 
wird,  ucuDt  man  eine  utieniUicfi  ausgedehnie  Sunww.  Die  Frage 
danach,  ob  die  Summe  der  von  einem  beMimmten  Gliede  aufan- 
genden  in  der  (jegebttuni  Orfhmrig  auf  einander  folrjetidtm  Glieder 
bei  wachsender  Anzahl  sich  fincni  hcsümmten  OrmewrHh  nähere, 
wird  mit  dem  Ausdruck  bezeiehnet,  ob  die  unendlich  ausgedehnte 
Summe  der  Heihe  convcrgeni  sei.  Fllr  den  Fall  dass  dies  zu- 
triflft,  beisst  der  bclrelTeiidc  Gren/.wortb  dif  Summe  der  unend- 
lichen livdie  und  die  Anfauebung  der  Sumioc  die  Summation 
der  unendHcften  Reihe.  Fllr  den  Fall,  dass  die  Reibe  nicht  con- 
vergent  ist,  fliigt  man,  dass  die  unetiMiehe  Jinhr  IHne  Stimme 
ftat.  Die  fllr  die  geometrische  Reilic  gefundenen  Resultate 
lassen  sich  demnach  so  ausdrucken,  dass,  wenn  bei  der  obigen 
Bezeichnung  r,„  x  und  £  reelle  Grössen  sind,  die  Summe  der  un- 
enillich   ausgedehnten   geometriseJifi»  Iteihe  dann    und  nur   dann 

converyirt,  suhaid  der  Brtich  —  eirtcn  unter  der  Einfmt  Hegenden 

numeri'icJien  oder  absoluten  Werth  hat,  und  dass  alsdann  die 
Summe   der   unciidlicJicn   gcontetrisctien    lietJte  durch   den  Bruch 

— ^  dargestellt  wird. 

Ein  sehr  einfacbes  Beispiel  einer  unundlicbcn  geometrtHehen 
Reihe  liefert  diu  Verwandlung  eines  ganaziibligen  Brnebes,  der 
anf  seine  kleinste  Benennung  gebracht  einen  Nenner  bat,  welcher 
andere  Frimfaetorcn  als  die  Zwei  nnd  die  Fünf  enthHIt,  in  einen 
Decimalhrnrh.  Kin  Bruch  von  jener  Art  kann  keinem  endlichen 
Decimalbruebc,  das  beisst,  keinen]  Brache  gleich  werden,  dessen 
/ilhter  eine  beliebige  ganze  Zahl  und  dessen  Nenner  eine  be- 
stimmte Potenz  der  Zehn  ist,  nnd  es  ergieht  sich  leicht,  dass 
das  der  Reehnung  mit  Üecimallirttchen  entsprechende  Divisions- 
veriahreo  auf  einen  periodischen  Dccimalbruch  fuhrt.  So  bringt 
der  Brach  r  den  periodischen  Dccimalbruch  hervur 


p 


deren    Summe,    da    in    den    obigen    Formeln   r„  = 

r^l,  £^—  ä   zu  setzen  Jst,  fUr  eine  wachsende  Anzahl  tod; 

Gliedern  ^gen  den  Oreiuwerlh 
149867 


10" 


14385? 


_1_ 
10' 


lu*-l 


convergtrt. 

Wir  betrachten  jetzt  die  Gleichung  (I)  anter  der  zweiten 
Varaussetzung,  dass  ^  gleich  einer  heiieÖigen  complejreti  Grosse^ 
r„  gleich  einer  htlh-hiffiTi  nmiplfxai  (rrösse  sei  und  das»  x  ehen- 
falU  ein«)  belichiiiten,  ubtr  notlurcwiig  von  ^  verschiedenen  com- 
plexen  Werth  annehme.  Die  complexcu  Grtissen  mügeu  in  die 
Gestalt  gebracht  werden 

(4)  ^=  aicos (f  +i sm<p), ra  =  c {conf-^i»'\nf), x= sicos^  +iB\n 9), 
wo  die  positiven  Grössen  «r,  c,  s  die  ahsoluten  Beträge  von  |, 
r„,  X  dargtellen,  nnd  die  Winkel  <f>,  f,  ^  bis  aut'  ein  beliebiges 
Vielfache  einer  ganzen  Kreis- I'erijiherie  roIlHtündig  bestimmt 
sind.  Jedes  Glied  der  auf  der  rechten  Seite  von  (!)  befiml- 
IIvIkmi  geometri^dien  Reibe  zerlUllt  jetzt  in  einen  reellen  und 
einen  imaginären  Theü,  und  zwar  kann  man  die  Trennung  der 
selben  sehr  leicht  bewirken,  da  nach  einer  vielfach  augewen- 
deten Regel 

(5)  r,.  x^^  =  e  J!~'  (cos  {f—  ^)+i  sin  (/"-  &)) 
r,^V*=  c ff"'*  (cos  {/■+  ^  -  2 ^)  +  •  siu  (f+gi~2  »)) 

r„  f  a:~^'= ca's"'"'  (eos  (/"+  ttp-{t+  1)  ») 


I 


+  iam{f+t<p  —  {t +!)&)) 
ist    Auf  diese  Weise  wird  die  rechte  Seite  von  (1)  gleich  deiu 


Geomelrisohe  Rmhc  mit  waohacndor  GHoderwihl, 

Anregst  einer  Summe  von  (i+  1)  reellen  Gliedern  uod  einer 
mit  der  ima^iuUren  Einbcit  i  inulUplicirten  Sanime  von  (^  +  1) 
reellen  Gliedern, 

(6)     (c~*«  CM  (/■— *)+ca~'«c08  (/■+7)  —  25)  + 

•^i{c~^snnif—9)+ca~^sBm{f+tp  —  2»)+ 

Für   die   beiden  Bestandtlieilc    der   linken  Seite   von 
finden  t>)cli  vertnöge  der  Bezeiebuungen  (4)  die  Ausdrücke 

r,, c  (cos  f+i%iaf) 


"^ 


1) 


(7)  -^  = 


ff  (oosiJ'  +  i  Bind) — a[üoa  yt+  isiofi)' 


(8)  - 


rj 


'+1 


Cff'+^  * 


$  (co8  *  +  i  sin  9) — o  (co»  «p  +  i  ein  ^ 

Wird  in  jedem  derselben  der  reelle  and  der  rein  imaginäre 
Theil  getrennt,  so  stellt  das  Aggregat  der  beiden  reellen  Tbeile 
die  in  (0)  enthaltene  Sunime  von  ((+  1)  reellen  Gliedern,  nnd 
das  Aggregat  der  beiden  rein  iinaginKrcn  Theüe  die  in  (ti) 
enthaltene  mit  der  iranginären  Einboit  i  mnitiplioirtc  Snmme 
von  {t  +  I)  reellen  Gliedern  dar. 

Um  zn  beurtheilen,  wie  der  Ausdruck  (8)  sich  bei  wacb- 
senden  Werthcn  der  Zahl  t  ändere,  kann  rrian  den  in  §30  be- 
gründeten Satz  benutzen,  dass  der  absolute  Betrag  eines  Pro« 
dncts  gleich  dera  Producte  der  absoloten  Beträge  der  Factoren 
ist.  Der  Factor  cosCf— (^+  l)(^-y))  +  »sin  (/"—(/+ l)(>-(p)) 
bat  seinen  absoluten  Betrag  gleich  der  Kinbeit,  der  Factor 

— c 

s  (coa  ^  +  (  sin  5)  —  o  (cos  y  +  i  Bin  ip) 

den  von  t  unabhängigen  absoluten  Betrag 


V^{a  CO»  *—  ff  cot  tpY  +(s  Bin  * — 0  Bin  y)* 

der  reelle  positive  Factor  ct'^'s  *"'  =  !- j      drllokt  Bclbst  Bei- 
nen absoluten  Betrag  aus.     Nnn  haben  wir  bemerkt,  dass  die 
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OiyimotriMhs  Reihe  mtt  wiic)waider  Oliederzahl. 


§98.' 


P 


Potenz  (-)       eiucr  I)0]^itiveQ  reellen  GrOsse  -  bei  wachscDden 

Wertben  der  Zabl  i  über  jedes  Mass  wächst,   wenn  -  grOsser' 
ist  als  die  Kinheit,  dass  ttie  unter  jede  noch  so  kleine  GrösM 
herabsinkt,  wenn  -  kleiner  ist  als  die  Einheit,  und  gleich  der 

Einheit  bleibt,  wenn  -  gleich  der  Einheit  ist.    Hiernach  i»t  mit 

Sicherheit  za  scbliesscii,  das»  der  absolute  Betrag  de«  Aus- 
druckes (B)  für  eine  wachsende  Zahl  t  kleiner  wird   als  eine 

beliebig  kleine  gegebene  GrOsse,  wofern  die  positive  Grösse  - 

unter  der  Einheit  liegt  Weil  ober  der  absolute  Betrag  einer 
eomploxen  (Irösse  niemals  kleiner  sein  kanu  als  der  numerische 
Wcrth  ihres  reellen  Theiics  und  auch  nh  der  numerische  Werth 
ihres  von  dem  Factor  i  befreiten  imaginären  Thciles,  so  moss 
nnter  der  angegebenen  Bedingung  bei  dem  Ausdrucke  (8)  so- 
wohl der  numerische  Werth  des  reellen  Theiles  wie  auch  der 
numerische  Werth  des  von  dem  Factor  t  befreiten  imaginären 
Theilc»,  sobald  dio  Zabl  /  ohne  Ende  wächst,  beliebig  klein 
werden  oder^  was  dasselbe  ist,  sich  der  Null  ahj  Grenzwerth 
nahem.  Die  in  (6)  dargestellte  tiumme,  welche  für  jede  Zahl  / 
gleich  (lern  Aggregat  der  Ausdrücke  (7)  und  (S)  ist,    wird  also 

bei  wachsenden  Wertbcu  der  Zahl  t,  sobald  -     ^eioh    oineia 

eehteu  Bruche,  das  heisst,  sobald  der  absolute  Betrag  s  der 
complexen  Grösse  z  grßsser  als  der  absolute  Betrag  a  der  com- 
plexen  Grösse  ^  ist,  gleich  dem  Aggregat  des  Ausdruckes  (7) 
und  eines  Ausdruckes,  dessen  reeller  und  imaginärer  Theil 
sich  der  Null  als  (iren%wcrth  uähcru.  Folglich  convcri/irt  so- 
wohl ilie  reeik  tcic  (tucJi  die  in  die  imaginäre  Einheit  %  muUi- 
plicirte  in  (6)  entitalfenc  unendlich  ausi/erlehtile  Summc^  oiier,  KOt 
dassdbe  ist,  es  c(ftw<rgirt  die  unrtHUtr.h  ausgedehnte  Summe  (6), 
sobald  der  absolute  Betrag  der  complexen  Grösse  x  grösser  ist 
als  der  absolute  Betrag  der  complexen  Grösse  f,  und  die  Summe 
der  unetidiichen  Reihe  (6)  tcird  alsdann  durch  den  Ausdruck 


• 


§  98. 


Geometrisobe  Beihe  mil  waoliteiidor  Gliedertkbl. 
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e  (ooB  /■+  i  Bin  f) 


X — 5      s  (oM  *  +  i  ain  t^)  —  o  (cos  tp-k-iäa  tp) 
—  c8{a»(f-&)  +  i Bin  (f—»))  —  ea_{aM  (f—  tf)  +  j no  (f—f)) 
(ffcoa  i*  —  a  cos  ffY  -i-  (s  lin  S- — VBia  yj' 

C  «  ((»«(Z" — &) —  COC<a(/ — tfi) 


(i  coi  tf  —  II  coa  7  )■  +  (s  sin  tf  —  s  sin  (p)" 

^  .         Co«irin  (/^—  tf)  —  e  qsin  (/•—  y) 

(s  coa  tf  —  ÖC08  ^)'  +  (ssio  tf— cbidt')* 

dargcskUt. 

Eine  fortgesetzte  Kriirternng  ergiebt,  clasB  der  rccUc  und 
der  imaginäre  Theil  des  Ausdrucke»  (B)  bei  wacheender  Zahl  i 
»ich  nicht  festea  Greoiten   nlUmru,  sobald  der  Quotient  der  ab- 

Bolnten  Beträge  —  Über  der  Einheit  Hegt  oder  der  Einheit  gleich 


der  Einheit  liegt,    so  wächst  der   Factor 


Wenn  —  gleich  der 
s 


ist     Wenn  —  über 
s 

—  I       mit  der  Zahl  t  Über  jcdeä  Ma»H. 

Einheit  ist,  so  mnsB,  am  die  Voraussetzung  zu  bewahren,  dass 
X  nicht  gleich  ^  sein  darf,  der  Winltcl  ^  einen  von  dem  Win- 
kel <p  verschiedenen  Wcrth  erhalten  and  dann  schwankt  der 
Ausdruck  (b)  bei  waehscDdem  t  furtwUhrend  in  seinem  reellen 
und  seinem  imaginären  Thcilc,  ohne  sich  einer  festen  Grenze 
za  nähern. 

Die  Bedingung  fUr  die  Coaverg:eDK  der  nnendlich  ausge- 
dehnten geometrischen  Reihe  (6),  duss  der  absolute  Betrag  der 
complexen  Grösse  x  grosser  sei  als  der  absolute  Betrag  der 
complcxen  Grösse  £  lässt  sich  mit  llUlfe  der  Göttfs'achen  Inter- 
pretation der  complexen  Grüssen  anschaulich  machen.  Wenn 
man  durch  den  Tunkt  der  Ebene,  welcher  der  complexen 
Grosse  $  entspricht,  um  den  Pimkt,  welcher  dem  Werthe  Null 
entspricht,  als  Mittelpunkt  einen  Kreis, besehreibt,  so  müssen 
alle  Punkte,  die  zu  einer  jeuc  Kediugung  erfüllenden  complexen 
Grösse  j-  gehören,  ausserhalb  jenes  Kreises  liegen,  da  der  Ra- 
dius des  beschriebenen  Kreises  durch  den  absoluten  Betrag  der 
GrOsse  |,  und  der  Abstand  eiues  Punktes,  welcher  der  com- 
plexen Grösse  x  entspricht,  von  dem  Mittelpunkt  des  beschrie- 
benen Kreises  durch  den  absoluten  Betrag  der  Grüssc  x  gemessen 
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UoendUch  «mgvdebDt«  rcciirrent«  lUihe. 
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wird.  In  dem  zuerst  besprochenen  Falle,  wo  |  und  r  reelle 
Grössen  sind,  kommt  hei  der  geoiuetrUcheD  Deutung  nur  die 
Beätimmnog  hinzu,  dass  dar  zu  der  OrJ^sse  $  gehörende  Pimkt 
und  die  zu  den  Werthcn  der  Grösse  x  gehörenden  Punkte  auf 
der  Äxe  der  reellen  Wertbe  zu  liegen  haben. 


9  OB.     Bmnmation  elnftr  nnenälloli  aasg'ädälintaii  rttOarrantui 
Rsthe  von  beliebiger  Ordnnng. 

FUr  die  recurrenten  Keiben,  welche  aus  der  Entwickelong 
der  negativen  Potenzen  eines  Binoms  {x — f)~',  {x  —  f)"^,  . 
eutstcbcu,  können  mit  Htllfo  de«  §  97  Auedrflcke  der  Summ« 
der  (^+1)  ersten  Glieder  gebildet  werden.  Zum  Beispiel  folgt 
aus  der  dortigen  Gleichung  (6)  unmittelbar  die  Gleichung 


(l) 


il^-X)^'-' -t\ 


'""-^-^^ar-^+agx-»  +  ..+/r^"'"'. 


und  ein  ähnliches  Resultat  läsat  steh  fUr  den  Exponenten  Drei 
auB  (7)  und  Hlr  einen  beliebigen  Exponenten  a  au»  (1)  und  (ä) 
ableiten.  Die  Frage  nach  der  Rtidlngung,  unter  der  die  so  eben  auf 
der  rechten  Seite  von  (1)  hingeschriebene  Summe  bei  wachsendem 
/gegen  einen  bestimmten  Grenswerth  ronvergirt,  kann  hier,  wis 
es  bei  der  geometrischen  Reihe  geschehen  ist,  durch  die  Erör- 
terung des  zweiieu  Bewtandtheils  der  linken  Seite  von  (!)  be- 
antwortet werden;  da  aber  dieselbe  Frag«  im  Abschnitte  V 
wieder  auftreten  wird,  ro  unterdrücken  wir  die  betreffende  Er- 
Örterang  und  erwähnen  nur,  das«  die  Bedingung  der  Convei^nit 
entttprechend  ausfällt  wie  bei  der  geometrischen  Reihe,  uud 
dasH,  wenn  diese  Bedingung  befriedigt  ist  oder  wenn  der  ab- 
solnte  I^etrag  der  Gr(}sB.e  x  griitttier  i»t  als  der  absolute  Betrag 
der  Grösse  ^,  der  zweite  Bestaudtbeil  der  linken  Seite  von  (Ij 
eich  der  Null  nllhcrt,  und  daher  die  rechte  Seite  von  (l)  gegen 

einen  Grcnzwerth  convergirt,  welcher  durch  den  Bruch  - — -^-r. 

auBgedriickt  wird. 

Ans  der  Gleichung  (1)  und  den  Bestimmungen  (S)  und  (9)j 
des  g  97  ergiebt  sieb  die  Gleichung 
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ö  (fl +!)..( 


f-^'x— '. 


I.a  ..((— a+  I) 

Die  Bedin^ang  fllr  die  Convergenz  der  auf  der  rechten 
Seite  bßJindiicheu  Sniuine  ist  auch  hier  wieder  dieselbe,  und 
sobald  sie  gilt,  lUlhert  sich  der  zweite  Bestnndtheil  der  linken 
Seile  Air  eine  wachsende  Zahl  t  der  NuU,  und  der  Grenzwerth 
fllr  die  auf  der  rechten  Seite  vou  (I)  befindliche  Summe  int  der 

Krach  ~. 

Mit  diesen  TItllfsmitteln  kann  die  Convergenz  einer  unend- 
lich ausgedehnten  recurreuten  Keihe  benrtheilt  werden,  die  aua 


der  Ratwickelnng  eines   beliebigen    echten    Bruches 


ent- 


Btanden  ist.  Wir  iKdürfen  aber  hiezii  der  Zerlegung:  der  Fune- 
tion  fix)  in  ihre  einfachen  Factoren.  Die  bezliglicbe  Zerlegung 
der  Function  f(x)  sei  durch  die  Gleichung  (Ki)  des  §  93  dar- 
gestellt,   femer  nach   den   dortigen  Vorschriften  die  Zerlegung 

des  Brache«   X' .   '»  solche  PartialbrElchc  bewerkstelligt,  deren 

Schier  CoDstanten,  deren  Nenner  die  Potenzen  {a:  — |,),  ... 
(a-  —  ^,)''.  . . .  (.c  —  ^^,  . . .  (j: —  ^J"^  sind,  Ltiid  deren  Gestalt  in 
der  Gleichnnt^  (!&*)  des  {?  93  angedeutet  ist.  Für  jeden  ein- 
zelnen Partialbrueh  lasBt  «ich  nun  die  nach  den  negativen  Po- 
tenzen der  Variable  .r  fortschreitende  Eutwickeluug  gemäss  dem 
Vorbilde  der  obigen  Gleichung  (2)  ausführen,  indem  der  zuge- 
hörige con8tante  ZShIer  auf  beiden  Seiten  als  Factor  hinzuge- 
legt wird.  Das  Aggregat  der  silmnittiebeD  auf  (/  +  1>  Glieder 
ausgedehnten  Entwickelungeu  wird  dann  gleich  dem  Aggregat 
der  (t  •+■  1)  ernten  Glieder  der  in  (I)  des  §  9\  definirten  re- 
cnrrenten  Reihe,  welches  Aggre^t  in  (G)  do»  §  02  so  darge- 
stellt ist 


p 


Aach  lä^Rt  »ich  die  ZnAammentietznng  de«  Heetandthelles 

der  linken  Hcite  von  (3)  aus  deu  einzelnen  Partialbrücben  und 
die  Znsammensctzung  des  zweiten  Bestandtheiln  der  linken  Seite 
aus  den  Re^^tbrtk-hen  der  einzelaea  Panialentwickelungon  leicht 
Übersehen. 

Die  Bcdingongen  fllr  die  ConTorgeiiz  der  einzelnen  par- 
tiellen recurreutt^D  Reiben  sind  uim  die  folgenden:  fUr  die- 
jenigen lleihen,  welche  zu  den  Nennern  x  — ^j, ..  .(x— I,)'' 
gehilren,  muss  der  absolute  Betrag  der  Grösse  x,  das  heisst, 
falls  man  x  reell  annimmt,  der  absolute  Wcrtb  der  Grösse  x 
grü^tier  sein  als  der  absolute  Ketrag  der  Grösse  ^, ;  für  die 
Reihen,  welche  za  den  Nennern  x  — 1„  . .  (x  —  1,)*'  gehören,  nmss 
der  absolate  Detrag  der  Grosse  x  grtlsser  sein  als  der  absolote 
Betrag  der  Grösse  fj,  u.  s.  f. 

Es  mitss  ilaher,  damit  die  Sutnineti  aller  eiH£elti&i  Reihen 
CVMoo'girenf  der  tibsoltäe  Bttrai;  der  Grösse  x  grösser  sein  als 
jeder  der  absoluint  Befrage  der  OrÖssen  J,,  ^,,  ...  £i.  Falls 
dieser  Bedingung  fienWge  geleistet  ist,  so  haben  wir  gefanden, 
daits  die  Summe  jeder  partiellen  recurrenten  Reihe  bei  wach- 
sender Zahl  C  gegen  einen  Grcnzwerth  convergirt,  welcher  durch 
deu  iJruch  dargestellt  wird,  aus  dessen  Enlwickelaug  die  Reibe 
entstanden  ist.     Das  Aggregat  der  in  Rede  stehenden  l'artial- 

rix) 
brUche  ist  aber  der  Brach  -)-,  selbst.    Hieraus  darf  gcscfalossen 

r  w 

werden,  dass  das  attf  der  rechten  Seite  von  (3)  befindiiche  Aggre- 
gat der  (<  +  1 )  ersten  <ilieder  eitter  recurrenten  Reihe  bei  wach- 
sender Haiti  i  co7tvergirt,  sofjcUd  der  absohäe  Betrag  der  Grösse  x 
grosser  ist  ids  der  ufifinlute  Betrag  von  jeder  der  Grossen 
lit  li»  •  -  •  ^i.    «»('   rfüws   die  Sum»K  der   betreffenden    wnernfficft 

ausgedehnten  Reihe  gleich  dem  Werthe  des  Bruches  ^tt-;  ist. 

Bei  dem  in  §  95  angefilbrten  Beispiele  gelten  die  Werthe 
^,  Ä  1 ,  ^,  =  2  +  i  1^5,  ^,  =  2  — » 1/5,  deren  absolote  Beträge  re- 


< 
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spective  gleich  1,  3^  3  sind.  Die  zagebSrige  recnirente  Reihe 
der  dritten  Ordnung  eouvcrgirt  deshalb,  sobald  der  absolute  Be- 
trag der  Grösse  x  die  Zabl  Drei  übertrifft. 

Wenn  man,  wie  im  vorigen  §,  för  die  Grössen  5,,5,)«'.5i 
lUkd  die  Grüsse  x  die  Gauss'seiie  geometrische  Interpretation 
anwendet,  eo  nUlssen  die  Paukte,  die  solchen  Werthen  der 
Gr<l8sex  eulspreebiii,  lllr  welche  die  aufgestellte  Bedingung  be- 
friedigt ist,  au»üerh»lb  de»  gri>8tjc«tcn  von  alten  Kreisen  liegen, 
die  nm  den  l'unkt,  welcher  die  Null  repräsentirt,  als  Mittel- 
punkt betH^hricIien  sind  und  durch  <lie  Punkte  hindurchgehen, 
die  zu  den  Grössen  E„  5„  -  •  •  Ix  gehören. 


1 


Exponentialfiinclionen   und  Logarithmen,   trigonomi' 

trische  Functioaen  nnd  inverse  trigonometrisclie 

Functionen. 

Capitcl  I. 

Kxponentiftlfnnctionen  nnd  Logarithmen. 

§  100.    ExponentlalfbnoaanaB. 

Die  Rcclinuiig  mit  den  Totonzen,  deren  Basis  C  eine  be- 
liebige bet^timmte  positive  OriJsse  int,  und  ücrcu  Exponenten 
positivä  oder  negatiTe  rationftl<<  ^anr.ziibligß  Brllchc  sind,  grün- 
det sieh  auf  den  Nachweis,  dass  die  reelle  positive  tite  Wune! 
aus  der  (Jn^»HO  C  eindeutig  bcstiitimt  ist.  Dieser  Nachweis  iaL 
in  %  20  geführt,  und  an  denselben  schlicsst  sich  die  Dctiniti 


einer  ?otenz  O  al«  eindeutig  beatimrate  positive  GrBase;  hier 
bedeutet  n  eine  positjvc;  ganze  Znlil  und  a  eine  positive  oder 
negative  ganze  Zahl.  Wenn  n,  eine  xwcito  positive  ganze  Zahl, 
nntl  h^  eine  zweite  positive  oder  negative  ganze  Zahl  ist, 
sind  die  Regeln  fltr  die  Rechnung  mit  den  Potenzen  von  d 
Basis  C  und  von  rationalen  gebrochenen  Exponenten  in 
(ileiL'hongcn  entballen,  die  siub  in  (10)  des  §  19  und  in  (2) 
g  20  finden,  nnd  Ibtgendermassen  lauten 


1 


.^ 
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Die  Votenz  C  ist  die  eiuzigc  positive  reelle  Wurzel  der 
reinen  Gleichung  des  nten  Grades 

und  die  Potenz  C  ist  gleichzeitig  sowobl  die  einzige  positive 
reelle  Wurzel  der  reinen  GleicliunK  des  7tteu  Grade« 

.^"  =  0" 

wie  auob  die  ale  Potenz  der  Grösse  C  .  In  so  fern  bildet  die 
Recbnnng  mit  den  Potenzen,  deren  Expouonten  ganzzahlige  Brtlchc 
sind,  L'iucn  Tlieil  der  Algebra.  Man  kann  nun,  wie  suglcicb 
gezeigt  werden  soll,  den  Bcgrifi'  der  Potenz  einer  Hvmi&  G  dabiu 
ausdehnen,  dass  der  Exponent  eine  beliebige  rationale  oder 
irrationale  bestimmte  reelle  Griiäse  sein  darf;  dieser  enveiterte 
Begriff  geht  dann  Über  das  Gebiet  der  Algebra  hinaus. 

Der  zu  dem  bezüglichen  Zwecke  fUbrendc  Proccss  besteht 
in  einer  Anwendung  de«  Gedankeugauges,  anf  dem  die  Rech- 
nuDg  mit  Grüsseii,  die  nicht  nitiunale  ganzzahligc  Brüche  dar- 
gestellt sind,  Überhaupt  beruht,  und  der  in  den  §§  15  und  16 
auseinander  gesetzt  ist.  Wir  kehren  nunmehr  zu  dem  dama- 
ligen Ausgangspunkte  zortlck  und  machen  dieselbe  Annahme 
wie  in  g  15,  das»  eine  Reihe  von  rationalen  gauzzuhligcn  Brllcheu 

(5)  y',A-.- 

gegflMrii  sei.  welelie  dnrch  die  Befolgung  beslinimler  Vorschriften 
onbtwhräakt  fortgesetzt  werden  kann  und  so  beschaffen  ist, 
das»  ihre  Individuen  einen  bestimmten  Werth  numerisch  niemals 
Überschreiten,  und  dasa  sieb  immer  für  einen  beliebig  gegebe- 
nen kleinen  Zahlenwerth  u  ein  Brach  ■/  ''  Itezeichnen  lässt,  dessen 
mit  irgend  einem  t^pätorcn  Bruche  der  Reihe  y'''^'   genommener 

Unterschied  /  ^  —  y  ,  abgesehen  von  seinem  Vorzeichen,  unter 
dem  Werthe  ot  liegt.  Die  Brüche  der  Reihe  (f))  ml^gon  nach 
einander  der  bestijiimtcu  reellen  positiven  Grtisse  C  als  Expo- 
nenten beigelegt  werden,  wodurch  die  entsprechende  Reihe  von 
besiinmäen  Grössen 


1 


«TB 
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(6)  C'^C'"',... 

entsteht.  Die  GrJSssc  C  mnss  von  ilor  Etiilicil  verschieden  sein7 
weiiD  nicht  alle  diese  GiUsücn  selljät  den  Wertb  der  Einheit 
haben  i^ültei).  Im  Übrigen  ilat-f  C  eheuso  gut  Ober  aU  unter  der 
Einheit  liegen;  um  eine  fefite  VorAteUiing  zu  haben,  wird  von 
jetzt  üb  nugcnoninicD,  dass  C  grosser  als  die  Einheit  sei.  Ha» 
kann  nun  bcweii^eu,  da»»  aus  der  vornusgcsctzteu  Elgenäcbat^  der 
Brtlcbe  y',  /", . . .   eine   entsprechende  Eigenschaft  der  Grnaeen 

C  ,  C   ....  folgt.    Da  »irh  zu  jedem  beliebig  kleinen  gegebe- 
nen  Zaldenwerth   m  eine   solchem   gnn?.e  Zahl  M  wählen   IbmaI. 

das«  der  Bruch  — -  noch  kleiner  ist  als  oi ,  so  steht  niohta  Im 
.1/ 

Wege,    hei    der  von  den  Brüchen  (5)  /.n  nrnillendeo  Fordemng 

den    beliebig    kleinen   gegebenen  Zablcuwcrth  tj  dorch    eiaen 

passend  gewähltcti  Bruch   z^    zu   ersetzen.    Ea    darf  also  ver> 

inngt  werden  nnd    Ist   in  Folge  der  getroffenen  Voraassetzong 

immer  ra^glieb,  fUr  jeden  dein  Bruche  ^  beizulegeuden  kleinen 

Werth  eine  Zah!  p  so  zu  bestinunci),  dass.  wie  auch  immer  die 
positive  Zahl  .«  angenommen  werde,  die  Bedingung 

1   ^    (.p)        {p+<i    _  1 
erflillt   ist.     Da   die  Qr^sse  C  Über  der  Einheit  liegen  soll, 


(7) 


befindet  sich  die  Grösse  €    ebenfalls  tlbcr  der  Einheit,  und 


Potenz  0    über  oder  unter  der  Einheit,  je  nachdem  die  ganze 

Zahl  a  positiv  oder  negativ  ist^  während  die  Grösse  (.  =  1 
Demnach   folgt   aus   der  obigen  Gleichung  (ä),  dass,   wenn  fllr 

xwei  Brllche       nud  — *-  die  Differenz positiv  ist  odi 

»  H,  »        f»,    • 


die  Ungleichheit 


heit  liegen  oder  C  ^-C    sein  rnuas.  Vermöge  de&aeu  zieht 


*  gilt,  der  Quotient  -r-   Über    der  Ein- 
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anfgcBtcIlte  Rcdin^ng  (7)  die  Ungleichheit 


in 


(8) 


C''<ZC^''''^'''-<ZC^ 


nach  sich.  Anf  Onmd  derselben  haben  die  Individuen  der  Reilie 
(6)  die  Kigenscliaft,  dass  der  Qttofimt  des  Indhiduumfi  &      und 

irgend  etties  Itt^ividuums  C         von  höherer  Stellensaid  stcischm 

—  ji  -g 

den  Grössen  C       undC    nngesrhlossen  hleibt. 
\^ 

Die  Grösse  C  nmsB,  AaC  gH%»er  als  die  Einlieit  ist,  eben- 
falls griisücr  aU  die  Einheit  sein;  sie  kumnit  alfer  der  Einheit 
nm  so  näher,  je  gri^gser  die  Zahl  M  genommen  wird.    Es  sei 


(9) 


C  =I+(J 


wo  6  eine  positive  GrUsae  bedentet,  »o  l'olgt  daraus 

(-=(1+1!)'" 
und  man  kunu  aa»  einer  in  g  IS  unbestellten  Betrachtung  oder 
ans  dem  in  ^4G  bewiesenen    l)inünnH<'hcn   Lchniatxc  gcblieKsen, 

dass  (1  4-(J)    grösser  ist  als  der  Ausdruck  1  +il/i3.     Mithin  er- 

gieht  Hieb 

(10)  C>  I  +  ;i/d, 

Q 1 

deshalb  ist  iJ< — v>    ,  and  fülglich 


M 

C"=14-(J<1+    ^' 


1 


(10-)  3, 

Man  darf  daher  aus  (8)  die  SehlUsae  ziehen,  doaa 


0») 

and  dass 

(12) 


c'^^<c'c''^*'^<(.  +  '^- 


I 


c'"^' <c'  (/" 


{^-%'y 


(-^^') 


M>+'> 


& 


tpl 


ist.  Weil  aber  keiner  der  Brüche  (5)  einen  bestimmten  Werth 
nuBicriäch  llbcrächrcitcu  darf,  so  kann  auch  keine  von  den 
gämtutlicben  mit  diesen  Brllchen  als  Exponenten  gebildeten  Po- 
ten/vCn  der  liasis  C  einen  gewissen  positiven  Werth  Ä'  Uber- 
Bchreiten.  Daher  folgen  aus  (U)  und  (12}  beziehungsweise  die 
Ungleicbbeitdu 


fmd  kann  daher  durch  die  Waki 

einer  hinretchettd  gössen  Zahl  M  beliebig  l-Iein  gemacht  wfrden,  ^j 

Kbeii8o  wie  in  §  15  von  den  garutahligen  Ihrüchen  (5)  der^^ 
Ausdruck  gclirauclU  wird,  dasa  sie  sich  einem  Oretuteerthe  nähern, 
so  berechtigt  die  eben  imt-ligewicsciic  Eif^nscliafl  der  bestitmor 
ten  (j'rössen  (fi)  zu  der  ADSsage,  dass  dieselben  sich  ebetifatlg 
einem  (h-enztverthf!  nülirm.  Ks  ist  in  §  16  ein  eigenes  Zeichen 
ftlr  den  Grcnzwcrtli  der  Reibe  von  gnnzxahligen  Rrörhen  (5), 
nämlich  (M,  eingerührt  und  die  Rechnung  mit  Grenzwertben  be- 
gründet worden,  in  demselben  Sinne  darf  ein  Zeieheu  rtlr  den 
Orenz.wcrtb  der  Reihe  von  bestimmten  Grtissen  (fi)  eingeführt 
werden.  Das  übliche  Zcielicn  hielllr  i«t  das  Zeichen  einer  Poiene 
von  der  Basis  ü  und  dem  Exponenten  Öi, 

(16)  (f. 

Insofern  also,  als  durch  &  eine  bdiehige  bestimmte^  positiDt 
Otter  negalivt^  yationaie  oder  irratitymäe  Grtisse  ausgedriicJä  wird, 

st^  das  vermögt-  dir  RtHte  (fi)  drfinirle  Zeichen  C   die  erwähnte 
VercUigemeincrung  dis  Begriffs  einer  Poienji  dar. 

In  §  1&  wurde  hervorgehoben,  dass  die  aaf  einander  fob 
gendcii  Brüche  (5)  entweder  die  Bescbaffenbcit  haben,  ihrem 
numerischen  ]Verthe  nach  aUmählig  unter  jede  ttoch  so  kleine 
Grosse  far  abzusinken,  oder  die  Ucscb  äffen  he  it,  bdiebig  weit  fort- 
gesetzt nianals  nutiuriscft  kleiner  su  werden  als  eine  gewisse  f^t 
Grösse,  nnd  dnss  in  dnn  strnttm  Fälle  dir  sämmllichen  Brüche 
von  einer  bestimmten  Stelle  ab  entweder  positiv  oder  negtäiv  «w 
müssen.  Dem  ersten  Falle  enlKpi-iebt  die  IteKciehnung,  dass  der 
Gremusertk  @  dir  Null  sei,  dem  zweiten  Falle,  je  naehdeni  di« 
eine  oder  die  andere  Vorausactzuug  zutrifft,  die  Aussage,  daas 
der  Gretutw&rih  @  positiv  sei,  oder  dass   da-  Grentwerth  @  ne- 


I 
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gativ  sei.  MaD  kann  non  leicht  heurtheilen,  wie  «ich  dioGrÖRBcn 
(C)  bei  jeder  der  drei  Auiiahntcu  verhaltcu.  Wenu  die  Brilclic 
(5)  sieb  der  NuU  als  Orenswcrih  oäbera,  so  kOuuen  sie  ent- 
weder vun  einer  bestimtntcD  Stelle  ab  positiv  lileiben  oder  von 
einer  bestimmten  Stelle  ab  negativ  bleiben  oder  fortwülirend 
ibr  Vorzeichen  wccbsclo ;  immer  müssen  die  Wertbe  der  Ürficbe 
von   einer  gewissen  Stelleuzalil  p   ab   zwischen   den   Grenzen 

—  —  nnd  +       liegen,  wo  31,  wie  vorbin,  eine  beliebig  grosse 

positive  ganze  Zahl  bedeutet.  Hieraus  folgt  aber  venuiige  einer 
schon    angewendeten    Kcblusswciso,     dass    die    gleichstell  igen 


Grössen   der  Reihe   (6)  zwischen  den    Grenzen  C        nnd  C 


eingeschlossen  sind.    Nan   stellte  sieb  heraas,  dass  C     kleiner 

mithin    liegen  die   in  Rede  ste- 

C— I 


ist  als  die  Grösse  I  +  "u~i 


bondcn  OrÜÄSCu  der  Reibe  (6)  zwisclien  den  Grenzen  1  + 


M 


und 


1 


14- 


0—1 
M 


welche  beide  von  der  Einheit  beliebig  wenig 


verschieden  sind,  und  näliem  sich  deshalh  der  Einheit  (äs  ihrem 
iirmevDcrthc.  .Sobald  die  BrUchc  (5)  von  einer  bestimmten  Stelle 
ab  positiv  sind  und  mtcn  gmisscv  feMeti  von  Her  Null  vcrsrhie- 
denen  Werth  std^  ührtnffm,  so  liegen  die  gleicbstelligen  Grüsscn 
der  Reihe  (6)  ans  den  erörterten  Orduden  über  einem  gewissen 
dir.  EinJieit  übertreffenden  Werthr.  Sobald  die  BrUchc  (5)  von 
einer  bestinmitcu  SlcHc  ab  netjoizv  sind  und  numerisch  einen 
gewissen  festen  von  der  Null  verschiedenen  Werlh  stets  übertreffen, 
Bo  bc6iiden  sich  die  gleichste  11  igen  Gr^issen  der  Reibe  (6)  unier 
einetn  gewissen  unterhalb  der  F.inheit  liegenden  Wi^Ute.  IJiese 
Ergebnisse  laHseu  sich  in  den  Satx  zusammen  fasseu,    duss  die 

Gröese  C  ,  bei  der  C  einen  besfimnUen  positiven  die  ^nkeit 
uberireffendcn  Werth  hat,  und  die  stets  positiv  ist,  ßr  jeden  po- 
aiiivett  Wetih  emi  (*J  grösser  als  die  Kinheit,  für  jeden  negativen 
Werth  von  (S  Heiner  als  die  EinJieit,  und  für  den  Werth  (9  =  0 
gleich  der  Einheit  ist. 

UpMUU,  AuOt«]«.  31 
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Nachdem  die  Potenz  mit  dem  bclie1>igeii  Expouent«n 
dcfinirt  ist,  darf  auch  der  Wertl»  der  Grfisse  C^niildenWcrtlien 

der  einzelnen  in  (fij  auf  einander  folfjendcn  Potenzen  C^ ,  C'  .... 
vcrgliclicn  werden,  und  dann  bereclitigen  die  ohigeu  Uugleicli- 

Imitcn  (13)  und  (14)  zu  der  ÄUBsagc,  dasSf  wofern  der  Brück /^^ 
der  bestimmten  Grösse  &  heiiehig   nahe  htmmt,   der   numerisch 

Wcrth  der  Pilferem  C  —  (f  ''  beliebig  Hein  wird.  Ilieraiis 
crgiebt  sich  weiter,  das»,  wenn  etcei  hestimmii:  Grössen  6J  H«rf  (^, 
dne  numerisch  beliebig  kleine  DifferenM  haben,  ourA  der  numeriscitt 

Wcrth  der  Diffcrene  C"'  —  d*bdiei>%g  klein  wird. 

Um    die  Kegeln    fllr  die  licehnunj;  mit  Potenzen   von 
licbigcu    Exponenten    zu    crtialtcii,   werde,    wie    in   %  Ifj,    eii 
zweitQ  Ucibu  von  llrUcUcu 
(l«)  «',«'•.... 

hetraelitet,  welclic  mit  der  Reibe  der  Brticbe  (S)  die  gleichen 
Anforderungen  erftlllL     Der  Grenzwcrth,   dem   sich    die  Urtlclic 

(16)  nJlliem,  beiiise  S.  In  Folge  der  getroffenen  Voran&Rctzan- 
gen  nilbcrn  sich  die  Grfiftscn 

(17)  C'',(f'\.. 

einem  Orenzwerthe,  der  mit  C  zu  bezeirlinen  ist.  Wir  bililen' 
jetzt  ilrei  none  Ueibcn  von  (Jriwsen;  indem  jüdes  Glied  von  (fi) 
mit  jcdom  gicicbs  teil  igen  Glicdc  von  (17)  multlplicirt  wird,  ver- 
möge der  Formol  (1)  die  Reihe 

(18)  C''*\(f"*"\..., 
indem  jedee  Glied  von  (6)  dnroh  jede»  gleichütclligc  Glied  vnnl 
(17)  dividirt  wird,  vonnögc  der  Formel  (2)  die  Reihe 

(10)  (f'"',c*"-'\... 

und  indem  jedes  Glied  von  (G)  auf  eine  Potenz  erhoben  wird, 
deren  Kxponcnt  durch  das  gleichstellige  Glied  von  (IG)  bezeieb- 
net  ist,  vermögo  der  Formel  (3)  die  Reihe 

Nun  ist  aus  den  gleichsten  igen  Gliedern  der  Reihen  (5) 
ond  (Iß)  die  lleilic  der  Kxponunten  in  (IS)  durch  Addition, 
die  Reihe  der  Ksponenten  in  (Hl)  dnreh  Stdtfr(trtio7t ,  die  Ktfilw 
der  Ex|>on«ntcn  in  (20)  durch  Mulfi^tliciitiim  unt^tanden.  Uiegc- 


t08. 


ExpooeDtitUunoUoQen. 


4M 


DQDDtc'u  Heihen  fallen  daher  rcspectivc  mit  den  drei  Reilicn  zu- 
Baniinen,  die  in  §  IG  mit  (l),  (2^,  (3)  b«zeiclinet  Kind.  Von  jeder 
dieser  Reiben  ist  dort  nacbgcwiesea ,  üaas  ihre  Glieder  sich 
einem  bcslimmten  Grenzwertlie  nUhern,  und  die  he/.UgIlcben  drei 
Greuzwertbc  baben  die  Bezeicbnun^  crbultcn 
(21)  W+(£,  (a-(ä,(yts. 

Hiernach  mUsscn  sich  aach  die  Glieder  der  Reihe  (18), 
die  Glieder  der  Reihe  (19),  die  Glieder  der  Reihe  (20)  einem 
Grcnzwertbe  nUbcm,  und  zwar  sind  die  Grenzwertbo  reepcctive 
durch 

(23)  (f'^(f-\(f^ 

zn  bezciehnen.  Wenn  man  jetzt  nach  dem  Vorgänge  des  §16 
die  nczciebuunf^  der  Operationen,  welche  mit  den  einzelnen  In- 
dividuen einer  Reibe  vorgenounnen  sind,  auf  den  GrenKwerth 
Utwrtrii^t,  80  gilt   die  AuBsagc,  daßs   das  Prodact  des  Grcnx- 

wcrtbce  C  und  de»  Grenzwcrtbcs  C  gleich  dem  Greazwcrthc 
der  Glieder  von  (Iß),  der  Quotient  Jici  der  Division  des  Grenz- 

weribes  6  durch  den  Greuzwerth  C  gleich  dem  Grenzwertlie 
der  Glieder  von  (19)  und  der  auf  den  Grenzwertb  @  als  Ex- 
ponenten erhobene  Grcnzwcrth  (SJ  gleich  dem  Grenzwerthe  der 
Glieder  von  (20)  ist;  die  Ausdrücke  der  in  Rede  stehenden 
Grenzwerthe  sind  in  (22)  angegeben.  Bedienen  wir  uns  hingegen 
einer  andern  Si)raehe,  so  sind  Od  und  ©  die  Zeichen  für  belielng 
bestimmte  positive  oder  negative  GriJäsen,  und  es  entstehen  die 
fiir  die  Jiirhnurtij  mit  Voimeeti  von  bdiebitfrn  posUiveit  od'f  nr- 
gaiitmi  Expowiit^i  fffUcttden  drei  ürgdn 

(23) 


(24) 


0*  c''=c?''*', 


(25)  (0"')'  =  (7^^ 

wflcfifi  hr^irJiungfnrnsp  dfcsrlhc  Gestalt  hohen,  mc  die  oliigm  für 

rationale  gebrochene  Exponciticn  aufgcstdUcn  drei  Hegeln  [I),  (2),  (3). 

Es  ist  zuerst  in  §  16  darauf  hingewiesen  und  dann  in  §20 
noch  einmal  betont  worden,  daKH  lllr  iigendzwci  bcstEmmtc  ge- 
gelicne  Grüsscn  (4)  und  ffi  die  Differenz  W— 6  entweder  einen 
positiven  Wertli  oder  eiueu   negativen  Wertb   oder   den  Wfirlb 
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Null  hat,  und  d.i«8  je  nacli  dieecu  drei  Fällen  entweder  @  grÖKwr 
al8  £,  oder  i3  kleiner  ah  ^,  oder  (^  =  (£  «ein  mm».     Da  sich 

fta tm 

nun  gezeigt  hat,  dass  die  Potenz  C  ,  je  nachdem  ©  —  fi^O, 
®  — «<:0  oder  @  — Qe  =  0  ist,  einen  Wcrth  «rhall,  der  über 
der  Einheit  liegt,  oder  unter  der  Einheit  liegt,  oder  der  Einheit 
gleich  ist,   Ko  crlanht  die  Gleichung  ('24)  den  ^>chlIu;s,  dass,  je 

nachdmt  @:>  (S,  OJ-cffi,  ÖJ=  ffi  ts/,  enitcedcr  die  Polctu  (fgrü. 

als  die  Potms  C  ,  od«-  die  Potent  C   Ünrwr  als  die  Potetu  C  ,  <n 

die  Polens  O'^gfeich  der  Potews  C*  atisfäUt. 


1 101.    Fortietsnng^. 


Allgemeiner  Bsgrlff  dvr  Ftmotlon  eia«r 
variabelxL  OrÖii«. 


Naehdcm   flir   eine   bestimmte    positive  die  Einheit  über-' 
treffende  RhsIb  C  nnd  tllr  eine  beliebig  positive  oder  negative 

bestiuiDito   Grösse  O  als  Exponent  die  Grösse  C*  volbätündigj 
defiuirt  worden  i^t,    kann   der  Exponent   als    eine    hdirbig  vcr 
änderiiehe  positive  oder  negative  Grösse  antgefasfit  wer<len.     Za 
jedem  positiven  oder  negativen  Werthe  @  der  Variable  x  gcbürt 

dann  ein  eindeutig  definirter  Werth  C  ,   und  diese  ßeziehnng 
lft8»t  sich  unter  einem  neuen  Gesichtspunkte  hetniuhten. 

Ucr  Abschnitt  II  enthalt  in  $  22  die  f>ctinition  einer  oJj 
braisriten  raiionaltm  gaiusen  and  einer  algebraisefien  rationalen 
hroehenen  Function  einer  Variahle  x;  der  Werth  einer  rationalen 
ganzen  Funetion  ist  iHr  jeden  Werth  der  Variable  x  bestimmt. 
der  Werth  einer  rationalon  gebrochenen  Fnnction,  die  stets  t\\% 
der  Quotient  von  zwei  rationalen  gauxcn  Funetioncn  dargestellt 
werden  kann,  ißt  ftir  alle  Werthe  der  Variable  :i;  mit  Aufnahme 
V'in  denjenigen  Wertlicu  bestimmt,  itlr  die  der  Nenner  jene« 
Quotienten  gleich  Null  wird.  Von  den  trigfmometri^aeJien  Ft 
tione»  eines  Winkds^  dem  Sinus  und  dem  Cosinus  desselben,  i 
seit  §  30  Tijiufig  die  Rede  gewesen.  Wir  haben  aber  darauf 
aiiruierkijam  zu  machen,  dass  der  Ausdruck  Function  in  einem 
viel  weiteren  Umfange  gebrancbt  wird,  woranf  eehon  in  g 
luugedeutet  ist.  Wenn  zti  jedem  reellen  Werth  einer  Vari^ 
X,  der  eteiscficn  swci  bcstimtnten  Werthen  a  und  h  liegt,  das 
die  Jkdingung  a  ^  x  <C  A  erftilU,  eine  bestimtnte  Grösse  ^ft/eori 
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net  ist,  tecielu:  durch  die  Ausfuhrung  (/egcbetur  Vorschriften  ge- 
fitttfJfn  tpird  utul  ftir  andere  und  andere  Werthe  der  Variable  x 
andere  und  andere  Wcrihe  annehmen  Jtann,  so  sagt  »w«,  dass  der 
Wierih  der  betreffenden  Grime  vMt  ätv  variablen  Grösse  x  ab- 
hängt,  oder,  dtiss  diese  GrosJte  eitie  Function  der  Variable  x  ist. 
Der  Wcrth  der  Variable  -t  wird  auch  das  Argttmeni  der  Fune- 
tion  ^nannt.  Da  nnn  filr  jeden  reellen  positiven  ndcr  negativen 
Wcrth  von  x  die  Griissc  C' einen  vollkommen  bcstiniinteu  Wcith 
erhält,  so  ist  C'  eine  für  aJle  reellen  Werthe  von  x  definirte 
Funrfion  der  Variable  x;  diescihe  wird  die  Fxj}onentialfunetion 
mit  der  Jftms  C  gcnaunt.    Nach  den  Ausführungen  des  vorigen 

8  nimmt  die  Function  C'  nnr  positive  Werthe  an;  sie  ist  ver- 
mlifrc  der  Yoraussctzunfr,  dasts  die  BaHis  0  ^rci^Bcr  als  die  Ein- 
licit  »ein  soll,  fflr  jedes  negative  x  kleiner  als  die  Einheit,  fllr 
Jedes  positive  x  prflssrr  als  die  Einheit,  und  fllr  ,r^0  gleich 
der  Einheit;  sobald  man  von  einem  bestimmten  Werthe  der  Va- 
riatile  x  zu  einem  grHHsern  Werthe  derselben  ülwrgeht,  so  wächst 

auch  die  Function  C'.    Ferner  mrd  der    Wcrth    der  Different 

C' — (f  beliebig  klein,  sobald  die  Grösse  .t,  —  x  positiv  ist  und 
Iteliehig  klein  wird.  Aueb  liUst  sich  leicht  erkennen,  dass,  wo- 
feni  die  VariaI)I(*  x  positive  Werthe  annimmt,  die  grösser  sind 

als  irgend  eine  gegebene  Grosae,  die  Function  C'  ebenfalls  jede 
gegebene  Grösse  tlbertrifTt.  und  daas,  wenn  die  Variüble  z  ne- 
gative Werthe  annimmt,  die  numerir44-.b  grJisscr  sind  als  irgend 

eine  gegebene  Grösse,  die  Function  O'  unter  jede  noch  bo 
kleine  Grttsa '  herabsinkt.  Denn,  wenn  M  eine  positivo  ganze 
Zahl  bedeutet,  so  ist  nach  einer  schon  bi^mitzten  Bemerkung,  da 

die  ßasis  C  über  der  Einheit  liegt,  die  Potenz  C^=(\  +  C—  l)' 
grösser   ids  der  Wcrtli  1  +M{C — 1),  welcher  mit  wachscDdom 

3f  llber  jedes  Mass  liinaaswltcliist;   deshalb  muss  der  Werth  C 
ntr  eine  wachsende  Zahl  M  Ober  jedes  Mass  hinaus  zunclimeo, 

dagegen  der  Werth  (7""=—^  unter  jede  noch  so  kleine  GriJsse 

C 
bcrab  abnehmen. 

El  Hieraus  folgt  aber  die  behauptete  Eigenschaft  der  Function 
C',  da  jeder  noch  so  grosse  positive  Werth  von  x,  wofern  er 
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keine  ganze  Zahl  ist,  xwiftchcn  zwei  auf  einander  folgondcn 
positiven  (canzcu  Zalilcu  Hegen  nmm,  und  dn  fiir  je(len  nega- 
tiven nnnieri»i:h  noch  ko  gro«HCD  Wcrtli  von  x  das  cntüprccbende 
gilt.    Die  Haujitregeln   fllr   die  Uccbnung  mit  der  Bxpouential- 

f'nnction  (f  sind  in  den  Oleichnngcn  (23),  (24).  (26)  dcH  vori- 
gen g  enthnltcu,  n»d  werden,  sobald  ®  — x,  S^x,  geftetst 
wird,  zu  den  Ibtgcudcu 
(1)  C'  C"=C*'\ 


(2) 


^=(r^* 


Die  Mitittjiliiiialiitn  von  Expoiicntinifunetionen  mit  vcn«c1iteden^ 
poKitivcu  Mimen  C  und  D  und  deumelhen  Exponenten  x  erfolgt 
nach  der  leicht  zu  begrtlndendcn  Regel 

(4)  (f  D'^iCD)'. 


%  102.    laOffarithmen. 

Zu  jedem  positiven  oder  negativen  Wcrthc  der  Variable  x 
gebfJrt  ein  be»tiramtcr  positiver  Wcrih  u  der  mit  einer  bestimm- 
ten, die  Kinhcit  llbcrtrcITcudcn  Rasis  C  gcbihictcn  Exponentiat- 

fanetion  C' .  Muu  kann  Hich  uuu  umgekehrt  eine  positive  Gr'lssD 
u  gegeben  denken  und  untorauela-n,  ob  lltr  dieselbe  eine  posi- 
tive oder  negative  Grosse  x  existirt,  dnrcb  welche  die  Glolohl 

(1)  u  =  G' 

belricdigt  wird.  Keincnfalls  existiren  eteei  van  einander  ver- 
tschicilcnc  Grössen  x  und  x,,  wclebe  die  gestellte  Aatgalie  iJJwin. 
Denn  wären  durch  zwei  solche  Grössen  die  beide n*G)eichuDgeii 

M=C' und  U"=cr' erfüllt,  so  wttrde  die  Division  der  ersten 
durch  die  zweite  zn  der  Okichung  l^C"""  fUbrcn,  nnd  diese 
schUiBse  einen  Widersiirueh  in  sieh;  es  mUsste,  weil  x  und  x, 
von  einander  verschieden  angenommen  sind,  die  Differenz  z—x, 

positiv  oder  negativ  sein,  die  Grtlsse  C*~^'  wUrde  aber  im  ersten 
Falle  über  der  Einheit,  im  zweiten  Falle  unter  der  Einheit 
liegen,  und  kUnnte  daher  niemals  der  Einheit  gleich  sein.  Um 
die  gewUnsclite  Antwort  zu   finden,   legen  wir  der  Variable  i 


M^ 


1 
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Reiben  von  aui'ciuauder  foSgcudvu  Wcrthen  bei  und  verj^lciclieu 

die  licrvor-^clicuÜL'u  Wtrtlic  durKx|)uui;nUall'uuUiuii  C'  mit  deui 
fS^t^h^nvn  Werllie  k. 

Es  worde  x  iiicrst  {jleitdi  der  Ruiho  der  jwwitivcn  ond  iic 
gBtircu  gauzüu  Zahluu  gesetzt;  dana  entiitebeD  die  Wcrtlie  der 

Fanction  C* 

(2)  ....(f,C\  l,C-',C-',.... 

welelie  eine  nach  beiden  Seiten  uiibcf^rcnzt  fort«rb  reite  ade 
geometrische  Reihe  .lu^machcn.  Die  Glieder  sind  »tHrnnttlieb 
positiv,  sie  wachsen  nach  der  einen  .Seite  bin  in  der  Weise, 
daBS  sie  Jede  noch  so  grosse  gegebene  Grüssc  Ubcrtretfcn,  und 
nehmen  nach  der  anderen  Seite  so  stark  ab,  da^a  sie  kleiner  wer- 
den als  jede  noch  so  kfeine  gegebene  Grösse.  Der  gegebene  po- 
sitive Werth  u  luues  d»bcr  entweder  einem  Gllcdc  der  Reihe  (2) 
gleich  sein,  oder  zwisclicn  zwei  Glieder  der  Kcihc  fallen.  Ge- 
schieht diis  erste,  so  ist  der  Exponent  x  ^efnndcn  und  gleich 
einer  beeitimniten  positiven  oder  negativen  ganzen  Zubl  l,  trifft 
das  zweite  ein,  so  dnd'  man  auy  der  Ungleichheit 

scdilicssen,  dass,  wenn  es  einen  Exponenten  gieht,  welcher  die 
Gleichung  (1)  erillllt,  derselbe  zwischen  den  ganzen  Zahlen  l  und 
l  -f- 1  liegen  mnss. 

Man  kann  nun  in  ähnlicher  Weise  fortfahren ,  wie  in 
g  14  bei  dem  Nachweise  der  Existenz  der  aus  einem  gegebenen 
positiven  Hruc-he  zu  ziehenden  positiven  h(cu  Wurzel  zu  Wei-kc 
gegangen  ist.  Zwischen  die  ganzen  Zahlen  l  und  A  +  I  werden 
anf  einander  folgende  Brllehe  von  einem  beliebig  angenommenen 
Nenner  *  eingeschaltet,  und  mit  diesen  Exponenten  die  Werthe 


'*¥  _^- V       „^^4  M 


(4)  (f*\c     '  ,C     \...G    -,0     ',0' 

gebildet,  welche  wieder  eine  gcomctrisehe  Reihe  darstellen. 
Ihre  Grösse  steigt,  wenn  man  die  Glieder  von  rechts  nach  links 
dnrchläuit  Mithin  nniss  die  positive  Grüssc  m,  welche  wegen 
(3)  /.wischen  dem  ersten  und  dem  let-Aten  Gllede  liegt,  auch 
entweder  einem  Gliede  gleich  sein,  oder  zwischen  ZMrei  auf 
eiuauder  folgende  füllen.    Demnach  ist  der  gesuchte  Exponent  x 
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entweder  gleich  einem  Bracke  ^4-—,    oder    man  bat  die  Un- 
gieicblieit 


i+ 


i'+i 


(ö)  C  >M>C        , 

um  derentwillen,  wenn  ca  einen  der  Gleichang  (I)  genögciiden 

Expüueatcn  giebt,   derselbe  zwisclien  den  tod  der  Zahl  i  ab- 

A'                 1'  + 1 
bäDgcnden  GretuEcn  Ä  +  —  and  XA liegen  muBs. 

Da  die  Orösae  de«  Nenner«  x  keiner  EingcbränknnK  unter- 

worlcii  ist,  so  kann  nacli  und  nach  zu  iniroor  grösscni  Wertbcn 

dcsKclbcii  Übergegangen  werden.     Sobald  Air  einen  bcstinimtcn 

V  4- 1  X' 

Werth  von  i  die  Wertbc  k-{ nnd  X+—  bestimmt    Bind, 

r  T 

und  nir  einen  grösaem  Wertb  r^^^ip  die  entsprecbenden  Wertbc 

Ä-f'^ undil  +  '-    bestimmt    werden,   so   sind    d|c   beiden 

ff,  .f. 

leutern  innerhalb  der  beiden  crstcru  eiogescblosson  nnd  et 
entätubcu  wie  in  §  14  aus  den  obem  und  den  antem  Werthen 
zwei  Ueihen,  deren  Glieder  sich  denselben  Grenswoihe  tuViem. 
Indem  dieser  (Urmewerth  als  eine  hesiimmic  (irössc  nufgcfasttt 
wird,  darf  sein  Wcrtb  mit  den  für  ein  bcstiitimtcs  t  gebildultu 

Werthen  X+ — ~-  und  ).A —    verglichen    werden     nnd    li^ 

ztvischen  den  letztem.  Von  den  beiden  in  (5)  fUr  u  angcgebe- 
ucu  Grenzen    wird   die  obere  aus  der  unteren  erluüten,   indem 

man  die  letztere  mit  der  GrüBSC  C     niultiplicirt  In  Betreff  der 

I 

GrÜsse  C     wurde  in  §  100  naebgowiosen,  dasa  aic  kleiner  iat 

als  der  Wcrtb  1  -i — ,  welcher  für  einen  hinreichend  groaäcn 

Wcrth  der  Zahl  r  kleiner  wiril  als  eine  beliebig  kleine  g<^ 
bene  Grösse.   Jlierans  und  aus  dem  Umstände,  dasa  der  Wertli 

G  Btets  kleiner  ist  als  die  gegebene  Grösse  «,  darf  man 
folgftru,  dass  tlic  Differenz  xwischon  den  beiden  in  (5)  entbal- 
leucD  GrcuKcn  der  Grösse  u  tUr  eine  hinreichend  grosse  Zahl  r 
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beliebig  klein  wird;  mitbin  gilt  tlosselbe  sowobi  von  deni  nn- 
meriscbcn  Werthc  der  positiven  Differcoz 

(6)  •      u-C       . 

wie  auch  von  dem  nnmcrischcn  Werthc  der  negativen  Differenz 

(7)  H-C 

Die  Forderung  (l)  besteht  darin,  dass  die  Differenz 

(8)  u-C 

glcieh  Null  werde.  Die  Differenz  (ft)  nnd  die  Differenz  f7) 
nelmien  aber  für  einen  gciillf^'fnd  grossen  Wertb  der  ZabI  r 
einen  hdiehit/  lltfinctt  tiumtrischcn  Wcrih  nn,  das  beisst  einen 
Bolcbcn,  dessen  Grcnztvtrth  die  Null  ist.  Also  kaim  der  ge- 
suchte Expmient  x    bei   einem   hinrcicltmid  grossen    Werthe  der 

Zahl  T  sowohl  durch  den  Werth  lA —  wie  auch  durch  dm  Wcrth 

X 


k  + 


i'+l 


,   wclcl^er  pon  dem  crsierm  um  die  entsprechend  Ideinc 


■ 


Grösse  -    diffcrirt,  mit  bdi^iger  Gaiaviffl'cit  dargestellt  werden; 

X'  X'  +  1 

der  (rremtccrth.  todchem  sich  die  Werthe  Ä^ —    und  X+  

r  r 

heständiff  nültcm,  ist  der  tjestichte  Exponent  x,  und  somit  ist  die 
Eristens  dessdhtun  tutehfiewiesen. 

I(ci  der  eben    behandelten  Aufgabe   wird  der  ExjtonetU  x 
der  Logarithmus  der  positiven  Grösse  u  in  (i«H  Systctn  mit  der 
Basis  C  genantU  und  durch  das  Zeichen 
(9)  sc  ^  Log  u 

bcseidttuU.  Vermttge  der  angestellten  Erörterung  ist  die  Fune- 
tion  Log  u  der  Variahlc  u  für  alle  positiven  Wertfie  der  Vm-iuhle 
eindeutig  deliuirt,  so  dass  ?.n  jedem  positiven  Wertbc  von  m 
ein  nnd  nnr  ein  Wertli  der  Knnctinn  gchOrt.  Man  pflegt  den 
gegebenen  Werth  w,  dessen  Logaiithniiis  gcsuelit  wird,  als  die 
ZaU  oder  den  Kumems  zn  bczctclinen.  Eiucm  unter  der  Ein- 
beit  liegenden  positiven  Werthe  von  «  entspriolit  ein  negativer 
I/Ogaritbmit»,  einem  Ilber  der  Einheit  liegenden  Werthc  von  m 
ein  positiver  I:iOgAritbuius,  der  Lognnthnius  der  Einheit  ist  die 
Null.   Za  fortwHhreud  wacbseudeu  Wcrtbcu  von  h  gebOreu  Lo- 
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garitbnivD,  welche  jede  positive  Zahl  Ubcntcti reiten,  zu  Wertlieo 
von  u,  die  wirb  fortwiUirend  nimübmcnd  der  Null  nUborn,  I*- 
garttbnicD,  die  negjUiv  sind  und  deren  nniiierisclicr  Wcrth  nach 
und  nufli  jede  Xubl  QbertrifFu 

Die  Hanptrep^ln  fUr  die  Itcchnniifc  mit  l^fir-ifitliinen  sind 
eine  tiniuittelbiire  Folge  der  ntiuiitrcp.*lu  Wr  die  Kcebnan^  mit 
der  Expoucntialfuni'tion,  die  iu  (1),  (2),  (3)  des  g  10t  iiiit^theilt 
eind.  Es  sei  der  Gleichnug  (9)  entsprechend  fllr  eine  beliebige 
poeiUvo  GrtJsso  w, 

(10)  X,  =  I/>ffK,, 

in  Folge  dessen  verwandeln  sich  jene  Gleichungen  in  diene 


«M.  =  C 


'+'. 


^=cr-".  «"=c"v 


Weil  nun  zu  jeder  positiven  OrHsse  ein  und  nur  ein  liOgt- 
ritbuiu»  gebOrt,  tH>  miiss  in  jeder  der  vürstchcnden  (ileirhangea 
der  der  Basis  C  bcifjßlegte  Exponent  der  l^ogaritbinnB  de«  anC  der 
linken  Seite  bcrindlicbcn  positiven  Werthcs  sein.  Die  drei 
Exponenten  sind  beziebunp;» weise  x  +  j,  =  I^or  h  +  lx>gr  «,» 
a:  —  3:,  =  Ujg  u  —  I,OK  «,,  a:ar,  =  x.  Log  m;  mithin  gelten  Äe_ 
drei  Hauptrerfdn  dtr  RccJwunrf  mit  T^garifhmen 
(II)  Log  (Mtt,)  =  Log  M  +  Ug  u,, 

^°^(tt)  =^LogM  — Log«,, 

Log  («'')  =  *,  Log  u.  _ 

An  diese  GIcli;himgen  kntlpft  sich  die  grosse  praktiseiio 
Rcdentung.  welche  die  Ucchnuug  mit  T>o^'!iritbiuen  fllr  die  Au*- 
tithrung  von  Multiplieatioucn,  von  Divisionen  und  von  Poten- 
Kirnngen  besitzt  Wenn  man  fUr  dieselbe  Grösse  «  iu  einem 
System  von  der  Rasis  C  nnd  einem  System  von  der  Bnsis  V 
den  Logarithmus  bestimmt,   und  neben  die  obigen  Gleichangci 

tt^  Cj  x^ Log  u,  dio  Gleichungen  m ^  Z)',    ^  =  log  u  setst, 


itaC 


v'fc»r 


80  ist  aus  der  Gleichung  C=D        die  Gleiehang  u^D 
nnd  ans  der  Verbindung  der  letrteru  mit  der  Gleichung  m  :=  i>*  die 

Beziehung  |  — x  LogC  zu  schlicsscn,  oder  Log  w^i,^«'    ^ 

die  Basis  des  znm  praktischen  Gehrauche  bestimmten  SjsteBM 
wird  die  Zahl  2^h  geuommou.    Bei  der  Bildung  des  Loguitlh 


noa. 


Loe>rithnwo. 
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inD9  einer  Zahl  u  in  ilic«era  System  hat  die  iu  (3)  dcfinirtc 
ganze  Zahl  l  den  Namen  der  Charadcnstik  des  I^gnrithmua, 
der  jedeifinal  zu  der  ganzen  Zahl  l  hiiiÄiiziunlilirendc  cdite  Bruch 
wird  als  Deciniulbntch  dar^tstclll,  iiud  der  Züidvr  (fes  bdre/fcH- 
den  Decimaihruchs  liei«8t  die  Mantiffsc  des  Lojanthmus.  Da  zu 
jedrr  in  ticm  dekadischen  System  nusf^cilriloktcn  /ald  die 
Characteristtk  des  belrL-fTcudeu  Logstrilliiuns  Icieht  aiigcg«hen 
werden  kann,  so  hedarf  e»  nur  der  Herstellung  von  Tafeln  tUr 
die  Mantissen  der  Lftgarithinen,  und  diesem  Zweeke  dienen  die 
llhlieheu  LogarilhniciitaCelu.  Damit  der  LugarithnHiM  einer  Zahl  u 
alH  dius  Aggregat  einer  ganzou  Zahl  und  eines  Dceimathruebes 
erscheine,  hat  man  den  nhen  mit  c  hcaciehneten  Nenner  succcssivc 
gleich  10,  10»,  .  .  .  bis  zu  einer  beliebig  hidien  l'odui/,  der  Zahl 
i%7in  zu  nehmen.  Es  handle  sii:h  zum  Beispiel  um  den  Logarith- 
mus der  Zahl  13.  Hier  ist  die  Charactcristik  ^  =  1  ;  fcrucr  er* 
geben  »ich  die  Werthe  JÜr 

r  =  io-,  r=i 

,=  10',  A^=  U 

T=10*,  Ä'=U39 
?.'  =  1 1394 
etc. 

Man  sieht,  da*«,  wenn  die  Zahl  <  gbieh  der  Potenz  10*  ge- 
eetzt  wird,  die  zugeordnete  Zahl  >.'  die  Mantisse  des  au!  a  De- 
cinialstetlen  bcn^chncten  LogaritliTiius  biUlct.  Brielit  man  die 
Beredmung  hier  ah,    so   wuss  das  Resultat  geuLJgen,  dasm  der 

gesnchte    Logarithmus    Kwiscbon    den    Grenzen    Ä  H ; 


»=10" 

etc. 


and 


k  + 


V+l 
10" 


10 


liegt.     Wenn   aber    die  Berechnung    bis   zn  einem 


grfisflem  Wcrthe  rIerZahl  (,  etwa  i  =  10  ,  furlgcselM,  und  dem 
OD tä|i rechend  eine  aui  ü  DceiinalzilTcrii  bezdgllche  Mantisse  ^i' 
auigCKDcht  wird,  claim  sind  damit  flir  den  gesncbten  Logaritlinius 


die  Grenzen  ?.  + 


10 


und  X  +  ^-— r-  gewonnen, 
10 


welche   inner- 


halb der  frllher  gefnndeuen  Grenzen  liegen.  Diese  annJlhemde 
Bestimmung  kann  durch  die  VergriisNernng  der  Anzahl  der  De- 
cimalziffcru  beliebig  weit  getrieben  werden. 
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Capite!  n. 

Trigonometrifiche  Fnncilonen  nnd  InverseirL^onometris«-!!«" 

FanctloneiL 

§  103.    Tiisonometrlgoh«  FnnotloiwiL 

Es  war  uotUwcudif;,  die  Ciruiuloi^asehiifleQ  der  trigono- 
metrimrlien  Functionen  Kinns  und  CoRtnu»  eine»  Winkels  in  §  30 
und  den  darauf  folgenden  ^^  zu  besprechen,  nm  davon  l>et  ver- 
schiedeneu  fJelej^oulioiten  eiTii.^  Anwendung  mat'liuu  zu  kHnnen. 
Wir  lK!i4rhränkon  hhh  deshalb  an  dici^er  .Stelle  auf  die  Ilinzn- 
nignng  oiniger  ßcmerlciingon. 

Da  festfiesctÄt  worden  ist.  dass  der  Wiukcl,  auf  den  sich 
eine  trigonometrisobe  Function  I»e7,icht,  durch  die  («Hnge  des 
cntitpreeb enden  Bngenß  In  einem  mit  der  Lilngcncinheit  olaRa- 
diu»  bescbriebonCQ  Kreise  p^mcsäeu  werden  soll,  so  bedaif  e«, 
am  die  Messiing  ausfülircn  und  in  Zahlen  darstellen  zu  kriuncn, 
einer  Krklälrung  darltber,  was  nnter  der  Länge  eines  Kreisbogens 
zn  verHtchcn  »ei.  Dir  Ulngoncinheit,  welche  bei  der  Messung 
benutzt  wird,  ist  an  nnd  fitr  »ieh  ein  Massstab  nir  l)cgrcnztc  ge- 
rade Linien.  Kä  liisst  sich  nnn  beweisen,  dass,  wenn  anf  einem 
gegebenen  Kreisbogien  zwisohon  den  Kndpunkt«n  desselben  nach 
einander  mehrere  Punkte  eingosohaltet  werden  and  jeder  Punkt 
mit  dem  nächsten  durch  eine  gerade  f.inie  verbunden  wird, 
die  Sumntf.  <if.r  Längen  der  auf  mnandtr  falgentien  StJmßn^  mUr 
rfi'c  Summe  der  Seiten  des  dem  Kreisbogen  dngeMhriehnunt  Poiy- 
gotis  sich  eittem  festen  Oremwetiltc  nähert,  sobald  nach  und 
nach  die  Zahl  der  eingeschalteten  Punkte  vergrJtesert  nnd  gleich- 
zeitig die  Lange  der  einzelnen  Sehnen  verkleinert  wird.  Der 
Grenewerth  der  Summe  der  Seiien  des  dem  Kreisbogen  äwjv 
srhriefjcnat  7*o}y(jons  ist  das  Mass  für  die  I^änge  des  Kreisbogens. 
Auch  findet  man,  daas,  wenn  in  den  sämmtlichcn  innerhalb  des 
Kreisbogens  angouommencn  Punkten  und  den  beiden  Endpookton 
Tangenten  au  den  Kreis  gelegt  werden  und  auf  jeder  Tangente 
von  dem  Ilertflirungspunktc  aus  ein  Ktttck  abgeschnitten  wird, 
das  bis  zn  dem  Scbnittpuukte  mit  der  nacheilen  Tangente  reicht, 
die  Summe  der  iJingen  dieser  Stucke  von  Tuiu/ctUen  oder  die 
Sutmne  der  Seiten  des  dem  Kreisbogen  umgeschriebenen  Polygam 


i 
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nieh  ebenfalls  eitwm  festen  Gremwerthc  iiühcrt,  der  uiit  dem  zu- 
erst bc/cicbucleii  GreH/.wcrLüo  zUHaitmiuiifitllt,  nnd  dalii;r  elum- 
falU  ein  Mass  für  die  Länge  des  betreffenden  Kreishotjctui  ergieht. 
Beide  Definitionen  lnKtten  sieb  auch  Dir  die  Bestimmung  der 
iMtige  ihr  gatisen  Krei.^erij}hcrie  bcnnt'/cn  nnil  liefern  unter 
der  Voraugsctzung,  das»  der  Kreisradtiis  gleich  der  Einheit  an- 
genomnicn  ist,  eine  Delinttioii  de»  dopiicUeu  Wvrthes  dur  Zahl 
st  =  'ä,  141692«  .. 

Wenn  bei  eiuem  Bogen,  -der  kleiner  ist  al»  die  hallfö 
Kreifl Peripherie,  dio  beiden  Endjiunkte  dun^h  eine  Heline  ver- 
bunden, nnd  wenn  in  den  beiden  Knd]»inktcn  des  Bogene  Tan- 
genten an  den  Krci»  gelegt  und  bis  zu  ihrem  gcrociusanaen 
Schnittpunkte  verlUngcrt  werden,  so  folgt  aus  der  so  eben  auf- 
gestellten Definition  mit  llinKazißbung  tles  Lemmas,  dass  in 
einem  jeden  Dreiecike  die  Summe  von  zwei  j^elteu  grösser  ist 
als  dio  dritte  Seite,  der  Satz,  dass  die  Länge  des  Kreisbogens 
griisser  ist  als  die  Länge  der  eugchorigcn  SeJme,  und  lidner  als 
die  8»mme  der  Iiüngen  der  beiden  in  den  Endpuftlten  construtT' 
ten  Tangenten.  Um  dic&cn  Satz  iu  Zeicbeu  auszudrucken,  »ei 
der  Kreisradius  glcieli  der  Kinbcit,  die  Länge  den  betrachteten 
Kreisliogens  gleich  2  y,  dann  wird  die  Sehne  durch  den  doppel- 
ten Wcrtb  der  Function  «in  y   und  jede  der  Tangcutcu  durph 

den  Quotienten  -     ^   dargestellt,   nnd  man   erbätt,    mit  Weg- 

lassnng  des  Factors  2,  fttr  jeden  zwiscbcn  der  Null  und  der 

GWisse  -^  liegenden  Wcrth  von  y  die  Ungleicbhcit 


(0 


ßiny<y 


8in  ff 
cos  ff 


Die  trigonometrischen  Functionen  Bin;/  nnd  cos  y  sind  ver- 
möge der  Gleicbnogeu 

(2)  cos  (ff+27r)  =  C08y,  8infff-!-2/r)  =  ainy 
periodiscJie  Functionen  des  Argumef}!s  y  mit  der  Periode  2v,  und 
fttr  Alle  positiven  und  negativen  Wertlie  des  Argiiiuents  eindeu- 
tig bestimmt.  Für  dcnciclbcn  Umfang  zweier  Argumente  y  und  y, 
gelton  die  Addiliwuformeln 

(3)  cosy  cosy,  —  sin  y  sini/j  =  eoafy  +  y,) 


4M 
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Trelchc  darch  ßcnutzuDg  der  ima^nürea  Eioheit  t  sich  zo  der 

Gleichung  vorcinigen 

(4)  (cosy  +  i  siny)  (.cosy,  +i  sin  y,)  =  cosCy+y,)  +  i  8iu(y+y,), 

Vermöge  der  Groodglcicbung 
(/i)  coB*y+siD'y=  1 

wird  die  Function  coe  y  aus  der  Function  sin  y,  und  ebenso  di 
Function  sin  y  an»  der  Fnnction  cos  y  durch  die  Aofizicbuni 
einer  Quadratwurzel  erhalten.    Nachdem  festgcBetzt  worden  ist, 

dass  für  positive  unter  -    liegende  Werthe  des  Argumenta  y  die 

Functionen  sin  y  und  cos  y  positive  Werthe  haben,   mitbin  die 
in  den  Gleichungen 

(6)  eos  y  =  V 1  —  sin"  y,  sin  y  =  l/l  —  co«* y 
auftretenden  Quadratwurzclgrliäscn  positiv  nein  sollen,  ei^ebt 
»ieb  der  Verlauf  der  Functionen  CoKinus  und  Sinns,  der  eil 
Fortschreiten  des  Argument»  nach  grl^sscren  oder  nach  kleineren' 
Wcrtbcii  cutspricbt,  und  daher  auch  die  zugeht5rlgc  UcHtinnnnng 
der  ftlr  die  Quadratwiirzelgrilssen  In  (G)  eu  nehuienden  Vorzei 
che«  mit  Notbwoudigkclt  aus  den  Additionsfonueln  (3), 

Durch  die  Olüichung  (C)  geht  die  Ungleichheit  (1),  bei  d( 

y  Kwißcbcn  den    Grenzen   0  und   —  angenommen    ist,    in   di<i 
Gestalt 

(7)  siny<y<.-^ 

Über  ond  lehrt,  dass  fllr  ciucn  ])03itiven  gegen  die  Null  abnch-' 
mendcn  Werth  von  y  die  Fnnction  «iny  cbcnlalla,  positiv  blei- 
bend, flicb  der  Null  a]&  Grenzwerth  nilfaert,  und  doAs  auch  ura*^ 
gckelirt  bei  einem  positiven  gegen  die  Null  abnehmenden  Werthe 
der  Function  siny  der  zugeordnete  Werth  der  Griisse  y  positiv 
bleibend  sich  der  Null  als  Gren/.werth  nnherl.  Für  die  Func- 
tion cosy  folgt  alsdann  ans  der  Gleichung  (G),  dass  sie  bei 
einem  positiven  gegen  die  Null  abnebuiendcn  Werthe  von  j 
positiv  ist  nnd  »ich  waclwend  der  Kinlieit  a.\a  Grenzwcrth  nitherL 
Sobald  daher  zn  einem  festen  Argument  y  ein  positives  aber  ab- 
nehmend sich  der  Nnll  nUbcrodea  Argument  y,  hinzu  nddirt 
wird,  Ro  lilsst  sich  aus  dem  erörterten  Verhalten  der  Functionen 
oos  y,  und  sin  y,  und  der  Betrachtung  der  AUditioiisformelu  {-i) 


am'y 
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der  Scblnss  zicbcii,  dass  der  Wertb  co8  (j/  +  j/, )  von  dem  Wertbc 
C08  y  und  der  Weith  sinfy+y,)  von  dem  Werth  ftin  y  nur  be- 
liebig; wenig  abivcicht.  Die  Formeln,  vermittelet  deren  aus  dem 
CoBinuB  lind  dem  Sinai*  eines  Ar^mente  durch  Quadratwurzel- 
ansziebnng  der  Cosinus  und  der  äinus  des  lialbcn  Arguments 
cütätelicn,  sind  tn  §  31  benutzt  worden,  nm  die  Üarstc  11  barkeit 


des  Cosinos  imd  Hinna  fUr  jedes  Ärg^umeut 


tn 


iT-i 


nacbzuwciscn. 


bei  dem  q  eine  beliebige  positive  ganze  ZabI  und  t  eine  belie- 
bige ganze  ZabI  bedeutet  Weil  aber  jeder  gegebene  reelle 
Werth  y   durch   hinreichende  VergrtSHserung  des  Exponenten  q 

iD  zwei   beliebig   zu   verengernde  Grenzen   -  -_f  und  '^ — ^^^ 

ciugcscblo[4&en  werden  kann,  und  weil  so  eben  bewiciien  ist,  dass 

dem  cutsprechend  sowohl  coa  y  von  dem  Werthe  cos  — ;rj-  nnd 

dem  Werthe  efts  ^ — jti    >  wie  anch  sin  y  von  dem  Werthe  sin  "^, 

und  dem  Werthe  sin  ^    ^,—  nur  beliebig  wenig  abweicht,   so 

gentlgt  dio  entwickelte  Methode  in  der  Thai  zu  einer  beliebig 
geaaDen  Darstcllniig  des  Sinus  und  Cosinus  lllr  jedes  bestimmte 
negative  oder  positive  Argument. 

Ansscr  den  trigonninutrisehen  Functionen  Rinn»  nnd  Cosinus 
gebraucht  mau  in  dur  Aualysts  besuudurs  bilulig  die  Taugeute 
nnd  die  Cotangente,  während  die  Secante  und  die  Cosecante 
seltener  vorknnimen.  Die  Tangente  und  die  Cotangente,  welche 
durch  die  Gleiubungeu 


(8) 


.  Bin«         ,  coaj 

lang  V  —  — —>  cotang  y  =    .   ^ 

coB  y  ^  euiif 


dcfmirt  werden,  sind,  weil  cosy  und  siny  periodische  Functionen 
des  Arguments  y  mit  der  Periode  2;f  sind,  ebenfalls  prriodisrlw 
/**M«rtirt»jrti  dis  Argutticti{s  1/  tnit  der  Prritjile  2Tt;  ein  wesent- 
licher Unter»cliicd  zwischen  ihnen  nud  den  Functionen  Sinus 
nnd  Cosinus  liegt  aber  darin,  dass^  während  die  letztem  nur 
Bolebe  Werthe  nnneinnen,  die  zwischen  der  negativen  und  der 
pOHitiveu   Eiidtcit   eingeHcbloftsen   sind,    die   erstem   ulle    müg- 


m 


TrigODomatriwbo  FuDOtioam. 


§  103. 


liehen  negativen  und  jtoi^itivcn  Wertlie  erhalten  kennen.  Der 
Nenner   der  Function  lang  y  ist  die  Fanctiun  cos  y,   and  diese 

verschwindet  ftlr  die  Wcrtbc  ^,  -2-..,  wie  auch  nirdieWcrÜie^ 

~i* ä"  •"'   ^^  denen  der  Zähler  sin  y  entweder  gteictl] 

der  positiven  oder  der  negativen  Kinlicit  i>tt,  vre^halb  die  Func- 
tion taug  jf  filr  die  hctrcffcudcn  Wcrthc  scllist  nicht  definirt  ist 
Wenn  man  das  Argument  y  von  einem  Werthc,  der  um  beliebig 

wenig  Ober  —  -^  li<^^  bis  kq  cioeiu  Wortbe,  der  am  beliehij 
wenig  anter    -  liegt,  fortschreiten  lässt,  so  bewegt  sich  in  Folge] 

I 

des  früher  erwähnten  Verhallens  der  Functionen  cor  y  und  sinyj 
die  Fuuctiou  taugy  fortwJVlircud  wachKcnd  von  einem  nnmcriscb 
belictiig  gritiiscn  negativen  \m  zu  einem  beliebig  grossen  positi- 
ven Werthe.    iSnbald  das  Argument  y  ron  einem  beliebig  wenig 

unter    -  liegenden  Werthe  zu   einem   beliebig   wenig   tlhcr  ^. 

liegenden  Werthe  Itbcrgcht,  so  mwht  die  Function  fang  y  einen 

Sprvfiff  i>on  einem  hdichiij  grosst:n  positiven  et*  rinent  mtmeriseJi 

helicbir)  grossen  negativen   Werthe,   und  von    nnn  an  wiederholt 

sieb  nir  ein  zuncbniendea  Argument  die  frühere  liewegung.     In 

Folge  der  Gleichungen 

f9)  009  (y  +  7i)  =:  —  cOB  y,  sin  (y  +  n:)  ^  —  sin  y 

gilt  diß  Oleichnng 

(10)  tg(y+nr}  =  tgy; 

mithin  üä  die  F^netion  tg  y  nicht  nur  eine  periodiseJie  F\nteti<ml 
mit  der  Periode  2  n   sotulern  awh  äne  periodiseJte  Funrtimi 
der  Periode  n,  und    dureMäuft  ihre  sämmtlichett  Werttie   ohte 

ünierbrechrmg  in  Jcdan  der  IntervaÜe  des  Ärrjumenis  von  —  -^ 


iw+y,  von  +  2  ^•^+^3- 


teieauch  von  —  ^  bis — ■^,., 


Der  Nenner  der  Function  cotangy  ist  die'Function  siny,  welche 
fllr  die  Werthe  des  Argumenta  0,?r,  2it,...  und — ft,  — 2#r,... 
verschwindet,  bei  denen  der  Zähler  coa  y  entweder  gleich  der 
positiven  oder  der  negativen  Einheit  ißt,  so  dass  die  FuDctiou 


9  loä. 


letriaobe  FuDotionen. 


49; 


cotang  y  für  diese  Werthe  nicht  defiiiirt  ist.  Wenn  das  Argu- 
nicut  y  voD  ciueiu  belitbig  klcincu  posiliveu  WtrtUe  lis  zu 
cioeni  beliebig  wenig  unter  n  liegenden  Wurttie  znnimmt,  ho 
bewegt  aich  die  Fnnction  cotang  y  sletfl  abnehmend  von  einem 
beliebig  grosseu  po»itivcu  Wcrtlie  bis  zu  einem  uumcriticb  be- 
liebig groHsen  negativen  Werthe,  und  inaclit,  woiern  hierauf  das 
Argument  einen  beliebig  wenig  Über  .1  liegenden  Wertli  annimmt, 
einen  Sprung  su  eintftn  hdiehig  grossen  jtasU'iven  WetUw  zurllek. 
Ans  den  Gleichungen  (9)  wird  fUr  die  Function  cotang  y  die 
Gleichung 

(11)  eotang  (y  + 11)  =  cotang  y 

abgeleitet;  die  Function  cotang  y  ist  daJter  ehenfaUs  i^ine  perio- 
dische FmwAion  mit  der  Periode  n,  utid  zwar  durchläuft  .sie  lAw 
sännntiichai  Wcriiif.  ohne,  fjtäerbrcehung  in  jaitmt  dirr  Uäcrviäle 
von  0  6m  ?r,  von  n  bis  2/r,...  ipie  awk  von  — «  hts  0,  von 
—  2fr  bis  ~~Tc,. . . 

Die  KigeuBchaften  der  Function  cotang  y  können  unmitteK 
bar  ans  den  Kigentichat'teii  der  Function  tang  y  erhalten  werden, 
da  dio  zweite  entsteht,  indem  Qian  deu  Wertb  der  erstcreu  in 
die  Einheit  dividirt.  Doch  haben  wir  es  vorgewogen,  hoide* 
Functionen  ftir  »ich  zu  betrachten,  weil  es  bei  jeder  derselben 
von  besonderer  Wichtigkeit  ist,  die  Bereiche  des  Arguments  zu 
untcrscbcidcu,  fUr  welche  die  Function  ohne  llntcrbrcchang  fort- 
schreitet, und  weil  die  Unterbrechungen  bei  der  einen  immer 
gerade  an  denjenigen  .Stullen  des  Argamcnts  stattfindeu,  wo  die 
andere  durch  den  Wcrth  Null  hindurchgeht  und  keine  Unter- 
brechnng  erleidet. 
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Ein  Trieb  nnscrer  Erkenntnis}«  gelit  dahin,  nachdem  eine 
bestimmte  Aufgabe  gelüst  ist,  die  gefundene  Antwort  kii  dem 
Gegenstände  einer  neuen  Frage  zu  machen  and  die  Lösung  der 
orogekchrten  Aufgabe  zu  snchen.  Durch  Umkehrung  ist  aus  der 
Addition  die  Snbtraction,  au»  der  Multiplic;uiou  die  Division 
hervorgegangen.  Auf  dieselbe  Weise  entspricht,  wie  in  §  14 
bemerkt  worden  ist,  der  Krhebuug  einer  Grösse  auf  die  nte 
Potenz  dio  Au»ziehung  der  nten  Wnrzel  aus  einer  Grösse.  Denkt 
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inuo  »ich  eine  auf  die  nte  Potons  zu  erhebende  {»ositive  GrAi 
als  Tcränilerltcb  and  bezeichnet   sie  mit  z,  so  ist  die  Pote 

M  =  x"  eine  r(Uio»cUe  ganse  Function  der  Variable  a*,  gleictizciti 
gehört  zu  jedem  gegebenen   positiven  Werthe  u   ein    eiudeuti 

bestimmter  positiTcr  Werth  a:=^]/w,   welcher   eine    irrati 
Function  dar  Variaiil*!  u  genannt  wird.  Khenso  hüngt  iiarh  §  102 

mit  der  I^tfMrwHtialfKndion  u  ^=C'  die  UigariiJmtische  Funetinn 
l^dg  X  zuMummen.  Diefte  Deziehung  kann  all^niein  auRgedrlie 
werden,  indem  man  den  in  §  101  crOrtcrtcn  IkgrifT  der  Abhängig' 
keii  einer  Grösse  v&tt  einer  andern  veränderlidten  Grösse  tu  draadii 
legt  Wenn  «nc  Grösse  u  von  einer  verändi^Uehm  Grösse  x  ah- 
himgig,  oder  als  eine  Function  drr  Variable  x  gegeben  ist,  nnd 
wenn  man  zu  einem  jeden  vorkommenden  Werthe  der  Grüsse  u 
den  zugehörigen  Werth  x  oder,  falls  es  mehrere  solebe  WerÜie 
giebt,  die  zugehörigen  Werthe  x  heHtimnien  kann,  so  heiüst  di 
Grösse  x  ebenfalls  eine  Function  der  Variable  «,  and  zwar  die 
ffu  der  ursprünglich  gegebenen  Ftxmtion  jntgehörige  vmgekfhrU 
Fuwiian. 

Demgemllss  gehört  zu  jeder  der  trigonometrisehen  Föne*' 
ticnen  sin  .ly,  cos  y^  tang  j/,  cotang ;/  eine  umgekehrte  oder  invcrse 
irigonomHrisefie  Function.  Die  bctreflFende  Function  giebt  den 
Jhgcn  oder  Arcus  an,  welcher  einem  Torgeschriebenen  Sima 
oder  t.hsinm,  einer  voi^sehri ebenen  Tangente  oder  (Jotangente 
eorrespondirt,  und  die  einzelnen  Fnnctioncn  Hthrcn  respective 
die  Namen  Aretts  sinuSf  Arcus  eosintis,  Arcus  tungentis,  Arcus 
cotanyentis. 

Die  Function  sin  y  dnrchlänfl,  wenn  das  Argument  y  von 

—  2^  bis  2^  geht,  die  Wertbo   von   der  negativen  bia  xn  defi 

positiven  Einheit  stets  wachsend,  nnd  nimmt  ausser  diesen  keinr 
andi;rcn  Werthe  an.     Es  muss  daher  ein  Werth  v,  welchem  di« 
Function  sin  j^  gleich  sein  soll,  zwischen  den  Urcnzen  — I  ud 
+ 1  liegen,  nnd  ftlr  einen  solchen  Werth  kann  die  Function 

(I)  arcßiny  — y 

nur  eine»  emischen  den  Grenem  —  --  und  -r-  liegenden  ITcfÄi 
Hunehmeu.    Bei   dieser  Reecbränknng  mnss  In  Folge  der  Uo*^ 
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gleichfaeiten  (7)  de«  vorigen  §,  wie  dort  bemerkt,  zu  einem  be- 
liebig kleinen  Werthe  von  v  ein  beliebig  kleiner  Wert li  arcaine 
geliOreu,  der  mit  v  dasselbe  Vorzciclica  bat.  Die  Fouetion  cosy 
durcbläuft,  wenn  da»  Argument  y  von  0  bis  /i  gebt,  die  Werthe 
von  der  pnHitiven  bis  zn  der  negativen  Einheit  Btets  abnehmend, 
und  ninmit  nut«»er  diesen  keine  andere  Werthe  an.  K«  rnnsH 
daher  ein  Wcrth,  dem  die  Function  cosy  gleich  sein  soll,  zwi- 
schen den  Grenzen  —  1  and  -H  1  liegen,  und  fUr  einen  solchen 
Werth  kann  die  Function 

(2)  arc  cos  V  =  y 

nur  «inen  fleischen  dm  Grenzen  0  wtd  n  liegenden  Werih  an- 
nehmen.   Die  Fanctinn  tang  y  bewegt   sieb,  wie   oben   gezeigt 

worden  ist,  sobald  das  Argument  y  von  —  -  ^**  +  "ö  ™''  ^^^' 

RcbluHH  der  Grenzen  fortschreitet,  immer  zunehmend  von  einem 
numerisch  beliebig  groenen  negativen  bis  zu  einem  beliebig 
grossen  poHitiven  Werthe.  Ftlr  jeden  gegelteneu  negativen  oder 
positiven  Wertb  v  erhält  deshalb  die  Function 

(3)  arc  taug  v^y 

Jim  einen  ewiscJiendmGrensen  —  -^  und  +  -^  bcfindlkhcnWerth. 

Auch  fllr  diese  Function  folgt  nnter  der  bezeichneten  MeBchrän- 
knng  ans  den  erwähnten  Ungleichheiten  (7)  des  vorigen  §,  da«a 
zu  einem  beliebig  kleinen  Werthe  von  v  ein  beliebig  kleiner 
Werth  arc  tg  r  gehört,  der  mit  v  dasselbe  Vorzeichen  hat.  Die 
Function  cotang  i/  bewegt  sich,  sobald  dos  Argiiment  y  von  0 
bis  n  mit  Ausschluss  der  Grenzen  fortschreitet,  immer  abneh- 
mend von  einem  beliebig  grossen  positiven  zu  einem  nuinerisch 
beliebig  grossen  negativen  Werth.  FUr  jeden  gegebenen  positiven 
oder  negativen  Wertb  v  erhält  deshalb  die  Fnnction 

(4)  arc  cotang  v^y 

nur  einen  gwisrJtcn  den  Gretu:cn  0  und  n  befinäUehen  Werih. 

In  §  34  ist  auseinander  gesetzt  worden,  auf  welche  Weise 
der  2wis<'hen  den  Grenzen  0  und  2  /r  befindliche  Winkel  oder 
Bogen  mit  beliebiger  Gcnanigkeit  bestimmt  werden  kann,  sobald 
sein  Cosinus  und  Sinns  gegeben  sind.  Das  eingeschlagene 
Verfahren  fillt  aber  mit  der  Bestimmung  der  Functionen  Aren» 
Sinns  and  Areas  cosinns  znsammcn;  es  kann  auch  auf  die  Func- 
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tlonen  Arcus  tangcntis  nnd  Areas  cotftng^ntis  anfi^wendet  werden, 
und  eig-uct  sicli  zu  dem  Beweise  des  Satzes,  (kms  fiir  cinai 
awischeH  den  Grenzen  —  1  und  +  1  ctüluütenen  Werih  v  die  m^ 


turhaib   der  Orcnsen  —  „    and 


+  -^  cmgeechlossene  Function 


\ 


Arcu^  sinus  und  die  innerhaib  der  Grenzen  0  und  n  eingeschlos- 
sene Fuw-lioH  Arcus  cosinus,  für  einen  bdiefnijen  positiven  mltr 

neffaticen  Werth  v   die   tnnerhaW  der  Grenzen    —       und  +  - 

eingeschlossene  Function  Arcus  tangctUis  und  die  innerhalb  der 
Grenzen  0  «nd  n  einycschloHHene  Function  Arats  cotanyentis  ein- 
defttig  histimmt  ist. 

Die  uiiiyckeUrten  trigouoinetrischcQ  Functionen  sind  bU 
jetzt  Kineulirüiikuii^n  unterworfea  worden,  welcbc  sie  zu  ein- 
deutig bestimmten  Fwictionen  vaAc\i&ci\  ohne  därarttgi;  Kinscbrän- 
kiingeii  haben  »>ie  diese  KigenKcluift  niclit.  Die  Funetion  sin  y 
nimmt  lUr  alle  Argumente  denselben  Wonh  an,  die  lu  ciuf 
der  beiden  Formen 

(5)  ff-h2(7t,  (2t+  \)rt  —  y 
enthalten  sind,  die  Function  eus  y  erhält   denselben  Werth    lUr 
alle  Argumente  von  einer  der  beiden  Formen 

(6)  y-k-2tn,  — y  +  2<«, 

diu  Functionen  taug  y  und  eotang  y  bleiben  nngeändert  fUr  alte" 
Argumente  von  der  Form 

(7)  y  +  *^, 

wo  i  überall  irgend  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  be- 
dcntct.  Sobald  fllr  einen  gegebenen  Werth  r  ein  Werth  y  der 
Function  are  sin  v  gefunden  ist,  fio  kommen  zu  demsellien  alle 
in  (f))  dargestellten  Werthe  als  Werthe  der  Function  hinsn;  die 
Function  arc  sin  v  ist  deshalb  eine  vieldetdigc  Fmution.  Unter 
den  sämmtlicben  Werthen  giebt  es  aber  nur  einen  ewisfAen  dm 

Grenzen  —    ■  tmä  +  -y  enthaltenen  Werth,  und  dies  ist  der  Tor- 

hin  verlangte  Wertb.  In  gleicher  Weise  ist  die  T\tM(ion  arc  cos  v 
üiue  vieldrtdigc  Function,  bei  der  mit  jedem  Werthe  y  /.ui^animen 
die  säinmtlichcD  in  (6)  dargestellten  Werthe  auftreten.  EbeuKo 
sind  die  Futietioneti  arr.  fang  v  und  arc  cotg  v  inddeidigc  Fttnc- 
Honen,   da  zn  jedem  Werthe  y  die  säuiintlichcn  iu  (7)  dari 
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stellten  Wcrtlie  als  gleichberechtigt  hinzukommen.  Inncrlialh 
der  oben  bezeichneten  Grenzen  existirt  aber  Itlr  jetle  tlicscr 
FonctioDcD  immer  nur  ein  IferiA,  und  sie  wird  zu  einer  ein- 
dcatigen  Funotion. 

Ans  den  Additionsforroeln  der  trigonometrischen  Fa&ctioucu, 
die  im  vorigen  §  unter  (3)  angegeben  sind,  lassen  sieh  Glei- 
chungen zwischen  umgekehrten  trigonometrischen  Functionen 
ableiten,  die  sehr  beachte nswerth  sind.  Wir  wollen  dieselben  flir 
die  Fanctinn  Arcus  sinas  entwickeln.    Es  sei 

(8)  8iny  =  p.  eioy,  =  t?„ 
80  folgt 

(9)  costf^Ul—v',  cosy,  —  l/l— p;, 

mitbin  nimmt  die  erwähnte  zweite  Gleichnng  (3)  des  vorigen  ^ 
die  Gestalt  au 

(10)  ain(y  +  y,)  =  t)l/r^  +  p,l/r^'. 

Nnn  ist  aber  wegen  (8)  f/^arc  sin  v,  y,  =:  arc  sin  w,,  nnd  ebenso 
gilt  wegen  (10)  die  Gleichung 

(U)  y+  1/,  =  arc  sin  (vVi—v*  +  v,  V\—v*), 

welche  sich  in  die  folgende  verwandelt 

(12)  arc  sin  p  +  arc  sin  u^^  arc  8iD(vVl — tjj  + v,  Vi — «•). 
Durch  diese  Gleichung  tcird  die  Summe  von  zwei  FuncHtnicn 
Arcus  sinus,  die  su  tfcgchmen  Werthett  v  tmd  i\  geltf/rtn,  aJs  ein 
Arcus  sinus  dargestellt,  der  zu  dcni  aus  v  und  v^  aigrhräi'ich  su- 
sammcngcseteten  Werthevj/l—v]  +  p,  Vi— umgehört.  Auf  gleiche 
Weise  erhält  man  fUr  dioDiflcrenz  zweier  Functionen  den  Aosdrack 

(13)  arc  sin  V — arc8intJ,:=arc8ln(t'l/l — rj — r,l/l^c,). 

In  Folge  der  Ungleichheiten  (7)  des  vorigen  §  wird,  wie  schon 
facrrorgeboben,  die  Function  Arcus  sinns  für  ein  gegen  die  Null 
abnehmendes  Argnment  selbst  beliebig  klein.  Uieraas  crgicht 
sich,  dass  für  abnehmende  Werthc  der  Differenz  v  —  v,  die  Dif- 
ferenz arc  sin  v  —  arc  si«  tJ,  sich  ebenfalls  der  Null  niibert. 
Dieselbe  Aassage  gilt  unter  den  oben  bezeichneten  Einsebrän- 
kungen  für  die  (ihrigen  umgekehrten  trigonometrischen  Functionen 
and  wird  genau  entsprechend  bewiesen. 


Abschnitt  V. 

Unendliche  Summen  und  Prodneto. 

Capitel  ]. 

Allgemeine  Eigenschaften  Ton  nnendltchen  Snmnion  nnd 

Prodncten. 

I  lOB.    Dtflnitio&aa. 

Die  allgomciDe  UutcrsucbuDg  des  Grcnzwcrthe^,  dem  sieb 
ciuc  Siimmu  gej^ebener  Qr()»»en  bei  wachsender  Anzahl  der 
Summanden  nilhert,  nnd  des  Grenzworthes,  dem  kicL  ein  Pro- 
dnct  gegebener  Grösseo  bei  waclisetider  An;tahl  der  Faelorcn 
nähert,  ist  ein  Eigentham  der  neueren  Analyais.  AUein  die 
Keime  zu  den  BegrifTen,  die  htcbei  in  Anwendung  kommen, 
liegen  in  der  Leliro  von  der  Rechnung  mit  irrationalen  Grössen, 
und  die  Strenge,  mit  welcher  die  Griechen  diese  Lichrc  imsge- 
bildet  haben,  wird  fUr  jene  Untersuchungen  ein  beKtändigcs 
Vorbild  sein.  Heispiele  ftlr  die  Betrachtung  von  Summen,  deren 
Glicderxahl  über  jedes  Mass  hinntis  zunimmt,  haben  im  Vorher- 
gehenden die  geometrische  Kcihc  nnd  die  recurrcntcn  Keihcn 
der  verschiedenen  Ordnungen  geliefert  Bei  allen  diesen  Reihen 
war  man  im  Stande,  die  Summe  einer  bostinimton  Anzahl  vom 
crütcn  Gliedc  ab  auf  einander  folgender  Glieder  durch  einen 
tibersichtlichen  Ausdruck  darznstellen.  Man  vermochte  zu  er- 
kennen, wie  sich  der  botrelTondo  Ausdruck  ändere,  sobald  die 
Anzahl  der  zusammonaddirtcn  Glieder  wächst,  man  konnte 
demnach  bcurthcilen,  unter  \vclchen  Bedingungen  der  Ausdruck 
sieb  einem  testen  Grenzwerthe  nähere,  nnd  t^r  diese  VonuH- 
setzung  den  Grenzwerth  selbst  angeben,  womit  denn  der  Grenx- 
werth  der  vorgelegten  unendlichen  Summe  gefunden  war. 

Die  Ermittelung  eines  geschlossenen   und  snr  Discnseion 
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geeignolCD  Ausdruckes  filr  dieHuntme  einer  Reihe,  die  auf  oiuc 
beUebic;c  cndlicbo  Anzahl  von  Gliedern  anspcdchnt  ist^  hat  llir 
dos  Studium  dur  Reibe  einen  entticliicdcncn  Wertli.  Allein  die 
Fälle,  in  denen  eine  solche  endliche  Sammatioa  ansgeftihrt  wer- 
den kann,  Bind  vßrgleicbangswci&e  selten,  und  es  ist  nothwcn- 
dig,  tlas  Vorhandensein  eines  Gronzwerthes  bei  einer  unendlich 
ausgedehnten  Summe  so  xu  definiren,  das»  es  gleichgültig  bleibt, 
ob  die  endliche  Sammation  oewerkstolligt  ist  oder  nicht.  Ge- 
nau ebenso  steht  es  mit  der  Dofmition  Ülr  dan  Vorhandensein 
des  Grenzwerthes  fllr  ein  nnendllch  ausgedehntes  Prodact.  Wir 
fonnolircn  die  beiden  Definitionen  folgcndermassen. 

(I)  Es  sei  das  Sildunysgcsdz  für  eine  ttnbe^emt  forieu- 
getecnde  Reihe  von  bestimmten  reellen  Grössen 

0)  c^,  f„  c,.  ■  •■ 

gcffchen,  die  Summe  der  auf  einander  folgenden  Grössen  l^abe  die 

Besdchnung 

(2)  5,=C„,  «,  =^c,-f-c„  s,  =  c„+c, +c„.,. 

Wenn  die  Werihe  der  Summen  5„,  b\,  .  .  stets  numerisch 
utUer  einer  hestimmien  Grösse  hhihen  und  tcctm  es  möglich  ist, 
für  dnen  hdiebig  Mninan  numerinchen  WertJi  <«  die  AtuiaJd  q+  l 
K  der  Glieder  der  Summe  s  so  gross  mt^unchmen,  dai^s  die  J)i{fe- 
^™  reiu  s^^,  —  s^  fiir  jeden  Werth  der  g<w£m  Zaid  t  numerisch 
I  Hdner  hleiht  als  der  Werth  m,  so  nähert  sirh  die  betreffende 
I  Summe  bei  wacfisender  Gliedersahl  einem  festen  Orctuwerthc,  oder 
^^Ln«  ist  convergetU,  und  dieser  (jrrenswcrih  bezeichnet  den  Werth 
^^^der  unendlich  ausgedehnten  Sunwie. 

(II)  Es  sei  ilas  BUdimgsgescti  für  eine  unbegrcmt  forteu- 
sctientk  Reihe  von  bestimmten  reellen  Grossen,  unter  detteti  keine 
gleich  Null  ist, 

(3)  Aji,  «,,  K,, .  .  . 

gegebeii,   das  Produet  der  auf  einander  folgenden  GrÖsscti  ftahc 
die  Bezeichnung 
U)  Pc  =  i„  p,  =  K Ä.,  p,  =  *„  *,  A,, .  . . 

Wenn  die  Wcrtfie  der  Froduäe  p^,  p,t  -  ■  •  stet^  numerisch 
wUer  einer  bestimmten  GriJsse  bleiben,  und  wenn  es  möglieh  ist, 
ßir  einen  hdiebig  Meinen  numcrischett  Werth  w  die  AnziJil  g+\ 
der  FMtoren  des  Products  p    so  gross  anzunehmen ,   dass  der 
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QuotieiU    -^  für  jeden  Werth  der  ganxen  Zahl  t  von  der  po- 

^1 
ftitivm  Einheit   um  weniger  abweicht  als  um  den   Werth  m,  so 

näJiert  sich  das  beirrende  Product  bei  wachsetuirr  Zahl  von  Fac- 
toren  einem  festen  Grenewerthe,  oder  ist  eonf>ergent,  utul  dieser 
(IretiJiwerth  hejrdchnct  den  Werth  des  tinettdlieh  ausgedehnten 
Products. 

Die  Anfordornngen,  welche  bei  der  Definition  der  Conrer- 
genz  einer  Snmme  an  die  auf  eioander  folgenden  Wertbe 
*üi  "i, .  . .  gestellt  worden  sind,  entsprechen  genan  den  Anfor- 
derungen, denen  in  g  15  die  auf  einander  folgenden  RrUche 
/•  /')  —  gCQdgcn  mUsscn,  damit  die  Aussage  gelte,  dass  sie 
sieh  einem  Orcnzwerthe  nähern.  Die  Betraehtnngen  de«  §  15 
beginnen  nnter  der  Voran ssetznng,  dass  nur  rationale  ganszahligf 
Brüche  vorbanden  sind,  und  die  erwähnten  /,  /',  .  .  .  haben 
die  Bedeutung  von  ßolchen  Brüchen.  Nachdem  al)er  die  Reehr 
nung  mit  htistinmitm  rationalm  oder  irrationalen  Grössen  be- 
gründet ist,  darf  eine  Folge  vott  hcstimmien  Grossen,  welche  ent- 
sprechende Bedingungen  erfllüen,  zu  der  Definition  eine«  Orenz- 
wertbeB  verwandt  werden.  Dies  ist  in  §  fiß  bei  dem  Nachweise 
der  ExistcuT.  einer  Wurzel  ftir  eine  Gleichung  eines  beliebig 
hoben  Grades,  nnd  in  §  100  bei  der  Definition  der  Exponential- 
fnnctton  geschehen.  In  gleicher  Weise  wird  von  den  auf  ein- 
ander folgenden  Werthen  s„,  s^,  s,, . . .  angenommen,  dass  sie 
überhaupt  bestimmte  GrOsscn  sind.  Wegen  der  in  (2)  cnthal- 
tencu  Gleichungen 


^^^-^^x-^ 


+  tf,   9 


bat  die  Differenz  s      —  s 

7  +  '  t 


die  Bedeutung 


*'o  +  ö.+ 


+  c 


f+i 


8    .  .— 


=  Vi+V."^ 


..  +C 


I 


;cr 


sie  repräsentirt  also  daa  Aggregat  der  Glieder,   welche  zn 
bumme   der   q+\  ersten   Gliedern    hlnznkommen,  damit  die 
Summe  der  q  +  i+\   ersten  Glieder  s       hervorgehe.      Da  die 

Zahl  t  jeden  beliebigen  Werth  annehmen  darf,  60  ist  anoh  der 
Werth  t  =  1  zulässig,  bei  dem  die  rechte  Seite  von  (5)  sieh 
auf  das  eine  Glied  ff  ^,  reducirt    Aus  der  Bedingung,  dasB  ^« 

Gr988cn«o,5,,«„ . . .  stet»  numerisch  nnter  einer  festen  Grösse  btei- 
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TToendticbe  Summeo  und  Produote. 


BOB 


ben,  folgt  TermrtßC  der  betrefTenden  Gletchnng  s     — s  =c 

dass  die  sämmtUchen  Glieder  der  Reihe  numerisch  unier  aner 
festen  Grösse  hleihcn.  Auf  Grund  der  ferneren  ftlr  die  Conver- 
genz  der  äumine  aufgei^telltun  Bedingung  läast  Bich  aDsserdcm 
für  ein  beliebig  kleines  m  die  Zahl  q  so  gross  wählen,  doss 
der  Werth  c  ^^  nuDLcriscIi  unter  <j  Hegt.    Das  beiast,  es  müssen 

die  einselncn  Glieder  der  Beihc  (I),  wofern  die  zugeliBrige  unend- 
liche Summe  convergirt,  bei  teachsendt^  SteUetualU  nHtneristh  Äe- 
lichig  fdein  teerdm.  Dageytm  darf  man  am  dem  Umstünde^  das8 
die  einzelnen  Glieder  einer  Reihe  bei  wachsemler  Stellauahl  sich 
der  Niäl  mihem,  noch  keincstvcgA  den  Schlws  ziehaty  dass  die 
Summe  der  IteiJie  hei  ummtTlic)ier  Attfulehnunff  convergire. 


Die  Differenz  s  ^,  —  s  =c  ^,  +  c  ^^  + 


+  C 


9+t 


soll  ftlr 


jeden  Werth  der  Zahl  t  numerisch  kleiner  bleiben  als  eino  be- 
liebig kleine  gegebene  GrJlsfie  ^^.  Diese  Bedingung  hat  den  In- 
halt, da«»  narhdcm  za  einer  beliebig  kleinen  aber  im  einzelnen 
Falle  bestimmt  gegebener  Grösse  w  die  Anzahl  j+ 1  von  Gliedern 
der  Reihe  passend  gewühlt  ist,  dai*  Aggregat  von  noch  ho  vielen 


nen  hinzutretenden  Gliedern  e  ,,  +  c  ,  .+ 


■¥c  ^,  niemals  nn- 


meriseh  so  gross  werden  darf,  dase  die  Summe  s    ^  der  (g-fi  +  l) 
ersten  Glieder  von  dar  Summe  s    der  (g4-  \)  ersten  Glieder  um 

mehr  oder  nm  so  viel  abweicht  als  um  die  Gri5s8e  m.  Die 
Hinzultignng  von  beliebigen  vielen  in  der  gegebenen  Ordnung 
folgenden  Gliedern  der  Heibe  ist  alsdann  nicht  im  Stande,  anf 
die  Best! mmnng  des  Wcrthes  der  Summe  einen  Einfinss  zn  Hbcn, 
durch  den  sieb  der  Werth  um  mehr  als  nm  die  Grösse  w  itn- 
dert.  Mithin  wird  der  betreffende  Grenzwerth  durch  die  Summe  s 
so  dargestellt,  dasa  die  Abweichung  oder  der  begangene  Fehler 
nnmcri^h  kleiner  ist  als  die  Grösse  w.  Da  ferner  die  Grösse  w 
eine  beliebig  kleine  sein  soll,  so  kann  man  statt  der  zuerst  gewähl- 
ten Grösse  tu  späiter  eine  kleinere  Grfisso  w'  setzen,  hierauf  eine 
zn  dieser  passende  Zahl  3  =  g'  bestimmen,  und  dieses  Verfahren 
beliebig  oft  wiederholen. 

lim  die  gegenwärtig  angestellten  Enlrternngen  anf  ein 
schon  behandeltes  Beispiel  anzuwenden,  hetracbtcn  wir  eine 
geometrische  Reibe,  wie  sie  in  §  98  aufgetreten  ist,  und  setzen 


Es  wurde  vDrhiu  gc/cigt,  dass  die  einKclDcn  Glieder  der 
Kcibe  bei  wacbscodcr  Stellcnzabl  »ich  der  Null  nälicrn  müsseD^ 
damit  die  Summe  der  Reihe  eonvcrgire.     Die  Fordernng,  duB 

r  f' 
daö  Glied  c  ,,  =  --,+r  ^*^^  einem  hinreichend  grossen  Werthe 


«+i 


j*' 


der  Zahl  q  numoriKcb  beliebig  klein  werde,  bewirkt  nun,  dan 
der  nuiiierii^ichc  Wurth  des  Bruches  —  uutcr  der  Einheit  liegen 

inoisH,  da  die  Potenz  (-j  in  diesem  Falle  die  gewünschte 
Gigensehaft  hat,  dagegen  hei  waehsenden  Werthen  von  q  wach- 
sen wtlrde,  wenn  —  numertseh  Über  der  Einheit  läge,  und  nu- 
nierisch  sich  nioht  andern  wflrdc,  wenn  —  gleich  der  poeitireo 

oder  der  negativen  Einheit  wäre.     Sobald  aber  —  eluen  unter 

der  Einholt  liegenden  absoluten  Wcrth  hat,  so  besitzt,  wie  «o- 
gtcich  gezeigt  werden  soll,  auch  die  Differenz  (7)  die  Eigen- 
schaft, fltr  einen  augomeHsea  gewählten  Werth  der  Zahl  q  na- 
merittch  kleiner  zu  werden  als  eine  beliebig  kleine  gegebene 
GrOssc  Wr  nnd  daoiit  ist  die  in  (!)  angegebene  Bedingung  fUr  die 
Convergenz  der  geometrischen  Reihe  erfüllt  Ans  der  Gleii'hung 
tl)  des  g  9Ö  folgt  für  die  Differenz  s  ^,  — s    die  Bcatimmong 


v.-*;= 


(!) 


.«f'+l 


*-? 
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Gfnendlioha  Sammen  and  Froduote. 


ttl 


Wofern  nach  der  gemachten  VuraaaiieUuDg  die  GrOsse 
nnmcriscb  kleiner  ist  als  die  Einheit,  hat  die  Potenz  11 
einen   kleineren    namerischen   Werth    als  die  Potent 
folglich  die  Differenz  1  —  1     — \     \         einen  kleineren  namo- 


rischon  Werth  alu  die  QrU»8C  2 


•ftf' 


Add  diesem  Grande 


nosB  der  nnmerischc  Werth  der  Differenz  (8)  gcrin^r  sein,  als 


der  uomeribche  Werth  de»  Ansdrnekes 


-"(If 


*-5 


,  von  dem  es 


feststeht,  da»»  er  bei  der  geltenden  VorauRfletznng  ttlr  einen 
wachsenden  Werth  der  Zahl  y  numerisch  nntcr  Jede  noch  so 
kleine  Ciriisse  hcrahsinkt-  Demnach  ist  die  aasj^aproohene  Ue- 
li»iipluog  erwicsiCD,  und  die  Bcdin^^nng  ftlr  die  Convcrgenz  der 
vorgelegten  geometrischen  Reihe  aufs  neue  abgeleitet. 

Bei  der  geomoErifiehen  Keihe  stellte  aich  heraus,  dass,  wo- 
fern die  cin7.ctnen  Glieder  die  Bedingung  crl^llen,  bei  wachsen- 
der HtcUen/^alil  gegen  die  Null  abzunehmen,  der  nnmeri»cho 
Wertli  de«  Quotienten  von  Jedem  GHede  durch  da«  vorhergehende, 

der  mit  —  bezeichnet  worden  ist,  unter  der  Einheit  liegen  mass, 

und  das»  alsdann  auch  die  Suramc  der  uncudlieb  ausgedehnten 
Reihe  convergent  iut.  Ein  Beispiel  einer  Reihe,  bei  welcher 
zw:ir  die  einzelnen  Glieder  sieh  der  Null  nilhcro,  die  Summe 
einer  wachsendcD  Anzahl  von  Gliedern  jedoch  nicht  gegen  einen 
festen  Grenzwertb  convergirt,  liefern  die  in  die  Einheit  dividirten 
natürlichen  Zahlen.    Es  sei 


»' 
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za  UhertrcfTcß.  Man  kann,  um  den  Beweis  zu  fUhrcn,  diff  in 
den  Nennern  erscheinenden  Zahlen  so  eintbcilen,  das»  die  auf 
einander  folgenden  -Potcnzeu  der  Zaiil  Zwei  die  Grenzen  bilden. 
Auf  die  Zahl  Zwei  ful(;en  die  zwei  Zahlen  3>  4,   auf  die  Zahl 

Vier  die  vier  Zahlen  5,  6,  7^  8,  u.  s.  f.   Es  lüt  aber  der  Braeh  -z 

o 

grbsecr  als  der  Bruch  -,   mithin   da8  Aggr^at  «  + 1   grösser 

1       1 
als  der  Werth  2.     =-r^,    ebenso  sind  allgemein   alle  in  dem 


Aggegrate  - 


1 


4- 


a^^  +  a 


*-.■•+  -j  VQrkonuucudcn  Brüche 


2+1     a"  •  +  a  2' 

grlSsser   als  der  letzte  Bruch,   und  deshalb  ist  der  Werth  de« 


,i-i 


Aggregat«  grösser  als  das  l'rodnct  der  Anzahl  2    '  in  den  Werth 
de»  BrueLes  -j-,  das  hoiast  ebenfalls  grösser  als  der  Werth   i 

Hieraus  folgt  die  Ungleichheit 


OD  '+2+i  +  v+  ■■  +  7 


'-^ 


indem  die  auf  der  linken  Seite  befindliche  Summe  ausser  den  ersten 
beiden  Gliedern  1  und  -^  noch  l—\  Aggregate  enthält,  deren 

jedes  grosser  ist  als  der  Werth      •    Also  llbertrifiH  der  Werth 

der  Snmnae  s^,  wenn  die  Anzahl  q  +  1  gleich  der  Potenz  2  ge- 
setzt wird,    welche  an4'  der  linken  Seite  von   (11)  steht,  cUo 

Grösse  1  +  „ ,  die  bei  einem  stets  zuncbnieuden  Worthe  des 

Exponenten  l  grosser  wird  als  eine  noch  so  grosso  Zahl;  eine 
beständig  zunehmende  Zahl  q  Dberftchreitet  aber  nach  und  nach 
jede  noch  m  hohe  Potenz  der  Zahl  Zwei,  daher  wächst  die 
Summe  .V    hei   i^tets  wachsendem  q   über  jede  Grenze  hinaus. 

und  das  sollte  bewiesen  werden. 

In  Bezug  auf  die  für  die  Gonvergenz  eines  Producta  gege- 
bene Definition  können  wir  uns  ktirzer  aussprechen.     Für  den 

p 
Quotienten    '■*■-  gilt  in  Folge  von  (4)  die  Gleichung 


■  tös. 


Unandliolie  SumiBeD  und  Produeie. 


(12) 


*f+l     *,+!•  ••*»+(' 


die  zu  fibDlichen  Beobachtungen  vernDlasst,  wie  die  Gleichnng 
(5).  Die  Zahl  /  darl  wieder  f^lcich  der  Einheit  sein,  mithin 
mnss  der  Werth  des  Quotienten  (12),  welcher  cn  «  =  1  gehört, 
das  hei&st  die  Grösse  l-      selbst,   für   ein  hinreichend   grosses 

g  der  positiven  Einheit  beliebig  nahe  kommen,  folglich  von  einem 
bestimmten  Zeiger  ab  jcdcntallä  positiv  sein,  und  es  müssen  die 
bis  zn  diesen  Stellen  ausgedehnten  Producte  Hüninitlich  dasselbe 
Vor/eichcn  haben-  Wir  kCmiien  ans  also  die.  -la  einem  gege- 
beneu Werthc  w  gehörige  Zahl  q  so  gross  gewühlt  denken,  dass 
die  Producte  »    ,  für  keinen  Wertb  der  Zahl  t  das  Vorzeichen 

mehr  ändern.    Aus  der  Bedingung,  dasg  das  Prodnct  p    stets 

numerisidi  kleiner  b!ei!>t  als  eine  bestimmte  GriJssc  f,  nud  der 

Bedingnng,    dasa  der  Quotient  --'''■—  bei  einem  angemessenen 

grossen  Wcrtho  der  Zahl  ^  fUr  jeden  Werth  der  ganzen  Zahl 
/  von  der  positiven  Einheit  um  weniger  abweichen  soll  als  um 


den  beliebig  kleinen  Werth  to,  oder  dass  die  Oifferenx 


P 


i+L 


-1 


numerisch  unter  vi  liegen  soll,  folgt  nunmehr,  dass  der  absolute 
Werth  der  Differenz  p     —p  kleiner  sein  niuss  als  der  absolute 

Werth  des  Products  p  t<i,  mithin  auch  kleiner  als  das  Product 
der  festen  GriJaseP  in  die  beliebig  kleine  Grüsse  r«.  Diese  Differenz 
bleibt  daher  seihst  numerisch  beliebig  klein,  und  desbalh  tttt 
für  das  Vorhandensein  des  Grenzwcrthes  der  l'roducte  /)    dieselbe 

BedingQDg  erfüllt,  welche  bisher  als  die  Grundlage  fUr  das 
Vorhandensein  eines  Grenzwerthca  angenommen  ist. 

1 106.  K«mx«loh«n  für  dl«  OanTtr^ttiiz  imttndlloli«T  ■nmaiAii. 

Für  viele  Arten  von  Reihcu  lüsat  sieh  die  Convergena 
ihrer  Summe  durch  eine  Zurllcknihrnng  auf  das  Vefliallcn  einer 
geometrischen  Reihe  heurtheilen.  Nanicntllch  ist  dies  der  Fall, 
sobald  die  utuzclncu  Glieder  der  Keihe  e^t  c,,  e,, . . .  in  Prodncto 
Kcriegt  werden  kennen 
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(1) 


Co  =  «o  P«.  c,  =  «,  p,,  c,  =  e,tf, 


bei  denen  4^,  c,, . . .  positive  oder  negative  Grössen  bedeuten,  die 
H&mmtticb  Dumcriacb  unter  einem  fettten  Wertho  bleiljcn,  and 
zagleicb  e,,,  p,,..  poeiiive  Orössen  sind,  fUr  welche  der  Quotient 
einer  Grö»&t  durcb  die  vorliergebende  bei  waclutendcr  SteUen- 
zabl  sich  iiumer  nicbr  einem  entweder  über  oder  unter  der 
Einbeit  befindlicbcn  Grenzwertbe  näbcrL  Hier  gelten  die  fol- 
genden S&tze: 

(I)  Wenn  dieOrÖssen  £„  £,,-••  steh  nicht  der  Null  ntShem, 

und  der  Quotient  -^^  hei  wachsender  Zahl  t  sich  hesländig  einer 
Grame  noAor/,  die  grösser  ist  <Us  die  Einheit^  so  ist  die  S*tmme 

«,  =  ««e. +  «.?!  + "•  +  «,e, 

für  «ine  wachsende  Zahl  q  nicht  eonvergent. 

(II)  HWi«  die  Grössen  «„  e,,..  sÜnuntÜch  numerisch  unter 

Q 

einer  festen  Grenze,  bleibe»,  und  der  Quotient    — -  bei  wadisender 

Z(t}il  t  sieh  l/Fständig  einer  Grcnse  nähert,  die  kleiner  ist  (ds  die 
Einheit,  so  ist  die  Summe 


«,  =  £0^0  +  «,  e,  + 
für  eifK  wadlisvndc  Zaftl  q  eonvergent. 


+  e,f, 


Pi+i 


d 


jjic  Grenze,  welcher  i^icb  der  Quotient  -^^  mehr  und  mehr 

nälicrn  soll,  beisae  g.  Dann  moes  sidi  fUr  eine  beliebig  kleine 
gegebene  Gri^sae  fi  die  Zahl  17,  «o  gross  annehmen  lassen ,  dass 

der  Quotient  -''^ty--  für  jeden  Wcrtb  der  positiven  gauxen  Zahl 

/,  die  Null  mitgerechnet,  zwischen  den  Grenzen  g  —  fi  und  <;+6 
eingCHcbloHsen  bleibt.  Die  kleine  Grösse  H  kann  ferner  stets  ao 
gewühlt  werden,  das»,  wenn  ^>-l  ist,  anoh  g—6~>\  ist,  und 
daes,  wenn  g<i\  i&t,  flucb  ^■fft'<l  ist.  Bei  der  Vorausäctzang 
des  Satsea  (I)daHS  g>^  sei,  nimmt  mau  g  —  6:>\,  and  hat  dem- 
gemäss,  indem  fllr  t  die  aaf  einander  folgendoD  Zahlen  gesetzt 
werden,  die  Ungleichheiten 

(2) 


StOfl- 


KeniUEeiohsD  dar  Goororgent  vod  Samnon. 


Ul 


aus  denen  durcli  MuEtiplication  die  Ungleicbhcit 


{«) 


'«i+i+i 


>is-6), 


und  ferner,  da  die  Grössen  ^„,  (>,,  ■ .  »ämmtlich  positiv  sind, 
die  üngleichlieit 

(»•)  *„„„>«..  (9-«)' 

folgt.  Weil  die  Baflis  g'  —  ö  griiaser  als  die  Einheit  ist,  so  tiber- 
trifft die  Potenz  (*7  —  Ö)  lllr  einen  hinreichend  srosscn  Werth 
von  t  jede  gegebene  OniKse,  durch  die  Multi|)lic»tiun  mit  der 
positiven  GrUss«  (>     wird  diese    Eigenschaft  nicht  aufgehoben 

und  besteht  daher  auch  fllr  die  Griisso  p  ^^^^.  In  dem  Producl 

c  ^,^,=«   .,,,  e   ,,.,  nfthert  sich   der  erste  Factor  unter  den 

Voraussetznogcu  des  Batzes  (T)  filr  oinen  wachscuilen  Zeiger 
nieht  der  Null.  Weil  imo  der  zweite  Factor  mit  waehsendem 
Zeiger  Über  jedes  Maits  hinflns  zunimmt,  so  kann  das  Frndnct 
der  beiden  Foctoren,  nämlich  das  Glied  der  za  prüfenden 
Reibe  c         ,  sieh  unmüglich  mit  wachsendem  Zeiger  der  Null 

nähern.  Nach  dem  vorigen  §  ist  dies  aber  eine  fllr  die  Cnn- 
rergenz  der  Summe  s   erforderliche  Bedingung.    Also  kann  die 

Summe  s  anter  den  Voranssctzungeu  des  Satzes  (I)  nicht  con- 

vcrgirco,  nnd  das  sollte  bewiesen  werden. 

Bei  der  Annahme  des  Satze«  II,  dass  (f<:\  sei,  wird 
p+Ü<Z\  genommen,  und  es  ergeben  sich^  indem  wieiler  fUr  ( 
die  auf  einander  folgenden  Zahlen  gesetzt  werden,  die  Un- 
gleichheiten 


(4) 


"^».+1 


-.s-i-e, 


e 


ft-^a 


;ff  +  e,... 


9  +  9. 


Ans  denselben  folgt  durch  Mnltiplication  die  Ungleichheit 


KenDBoicheo  dor  CooTergeui  von  Sammea. 


10«. 


S      . —  8    = 


•f+1  ^1+1  "*"  %+4  ^4+S  "^ 


+  V.V. 


lU 

(6) 

und  bemerkt,  dasa  der  namcrisclie  Werth  derselbcD  vergrDssert 

wird,  sobald  jede  der  Grüssen  £       . . . «       durch  ihren  absolo- 

'  ■'  5  +  lt  v+' 

ten  Werth  ersetzt  wird,  da  die  zweiten  Faetoren  »äuimtlieh  po- 
sttir  sind  and  auf  die^e  Art  ehie  Samroe  von  lauter  potiitivcn 
Elementen  entsteht  Kinc  fernere  VergHisscning  erfolgt,  indem 
statt  den  absoluten  Werthen  der  Grössen  e 


4 


der  naeb 


£    .  eine  po- 


Bitirc  Grösse  S  substituirt  wird,  unter  der  naeb  den  VorauB- 
setzungen  des  Satzes  (II)  jene  gelegen  sind,  und  indem  zogleicli 
statt (>  ^^,  e  ^.ff  ■  •  •  6  ^1  respective  die  aus  (5*)  folgenden  oberen 


\fl— fli 


•t-ii-t-i 


t— h** 


Grenzen  p,  (j+Ö)  ■",  e^ty  +  öJ t  -"Q  tfl  +  »r  "  ein- 
treten. Demnach  ist  der  absolute  Werth  der  Differenz  (6) 
kleiner  als  der  Wcrtb  der  äuoinie  der  geomutri sehen  Reihe 

^Q^  (S  +  #)'-•"*'  + ...  +  «e^ (ff  +  ö)'^'*', 


.t--9\ 


welcher  dureh  den  Ausdruck 


(8) 


(9 


''fl.  l  —  (g  +  B) 

dargestellt  wird.     Da  3  +  9  eine  positive  unter  der  Einheit  lie- 
gende GröRHC  bedeutet,   so   i»it  die  Potenz  mit  dem  Kxponenten 
q — g,  +<+  l  kleiner  als  die  Potenz  mit  dem  Exponenten  <?—?(»! 
und  dor  Werlb  des  Ausdruckes  (ö)  mnss   grOsser  sein  ata  dei 
Werth 


(») 


hei  welchem  der  zu  subtriihireude  Bcstandthcil  des  Zählers  fehlL 
Nun  lUsst  sich  die  Zahl  g  »0  gross  wählen,  das«  das  Prodact,  da« ; 

ausdem  unveränderlichen  Bruche  , — .  ",  ..■  tmd  der  (q  —  q,)t6n 

l—{g-{-H) 

Potenz  der  unter  der  Einheit  beiiudliehcn  Grüase  jf+dais  zweitem 
Factor  entateht,  nänilieli  der  Werth  (9),  kleiner  wird  als  eine 
beliebig  kleine  gegebene  Grösse  iti.  Dann  bleibt  aber  der  abwolnte 
Werth  der  DiflTervnz  (Cl,  wie  gross  auch  immer  die  Zahl  t  ge- 
nommen werdet  nothwendig  kleiner  als  die  Gröwnc  w,  und  da- 
mit ist  vermöge  der  Definition  (I)  des  vorigen  8  die  Bedinguu; 
für  die  Cuuvcrgeuz  der  äumnic  s^  erftiHt,  folglich  der  Inhalt  des] 
Sitzes  (II)  urwict^eii. 


Sio«. 


KennzeioheD  der  Oonvergdoz  voa  Summeo. 


6id 


Wird  unter  den  Voranssetanngen  de»  Satzes  (11)  die  Reihe 
untersucht,  hei  welcher  statt  der  Glieder  «gg,,  e, (j,,...  die  be- 
zUsliebcu  absoluten  Werthe  derselben  auftreten,  ao  ist  au  Stelle 
der  Differenz  (G)  derjenige  Aufidmck  zu  erörtern,  bei  dem  cbcn- 
fallf)  gtfltt  <ler  einzelnen  Glieder  der  rechten  Seite  deren  abso- 
lute Werthe  gcnommcD  werden.  Die  gegebene  Bcwcisfithrnng 
bat  nun  gezeigt,  dods  gerade  dieser  Ausdruck  kleiner  bleibt  als 
der  Werth  (9)  and  deshalb  Hir  eine  genügend  grosse  Zahl  q 
unter  die  beliebig  kleine  Grt^sse  uy  herabsinkt  Darin  liegt  zu- 
gleich der  Ücweis  des  Satzes 

(iil)  Unter  ilat  Jirxiimjungen  des  Saisfjt  (11)  ist  atuh  die- 
jenige Summe  convergiitU,  welche  am  s  hcrvorgeJU,  indem  statt  der 
äntdnen  Glieder  die  t^/soluten  Wetthe  ders^en  genotamen  werden. 

Bis  hic'.her  ist  in  diesem  Oapitel  die  ArRPlmnunj^  fostge- 
halten  worden,  dass  die  Glieder  der  zu  summircnden  Reihen 
für  jeden  einzelnen  Fall  gegeben  sind.  Von  nun  ab  wird  die 
V^oraussctznng  zur  Geltung  kommen,  dass  die  Glieder  von  ge- 
wissen veränderliehen  Grossen  aldiilngig,  und  insofern  selbst 
verüuderlicb  sind.  Zu  diesem  Zwecke  knllptt  unsere  betracb- 
tung  uncb  ein  Mal  au  die  geometrische  Reibe  und  au  die  Heiben 
an,  die  ans  der  ICutwickelung  der  negativen  ganzen  Potenzen 
eines  Biuouts  hervorgehen. 


I  107.    Pot«iBr«Uteii. 


Wenn  ^  eine  gegebene  eonätante  und  x  eine  vcrUnderlic;he 
GrJtssc  IjeKciclmet,  so  crgiebt  die  naeh  den  fallenden  Potenzen 
von  X  georductc  Divii^ion  des  Binoms  j:—^  in  die  Eiulieit,  und 
eine  eben  solclie  Division  einer  positiven  ganzen  Potenz  des 

Binoms  far— $)"  in  die  Einheit,  eine  geometrische  Reihe  und  be- 
zicbnngsweisc  rceurrente  Reihen,  die  auf  beliebig  viele  Glieder 
aui^gedcbnt  werden  kOnneu.  Nach  g  98  und  %  *J<j  des  Absehuittealll 
gelten  die  Gleichungen 

,'+1 


(1) 


(■) 


Llpndüts,  Aiuüyite. 


+  ^^ 


-(— I 


93 


1.2     '  '  "■  ■  1.2..(*— 0+1) 

and  »war  fUr  jedeo  Werth  von  z,  mit  Ausnahm«  des  Werthes 

Die  Factorcn  9?o\, .  .  31^,  ^  sind  reine  ZahleD^Ossen.  die 

weder  f  noch  x  citthaltcD.  Nan  hat  innD  hier  unzweifelbafl 
das  Recht,  in  einer  jeden  Gleichung  sowohl  auf  der  Haken  wie 
uaf  dur  rechten  Seit«  gleichzeitig  statt  r  die  Grötwe  $  aod 
statt  f  die  (jriisHC  x  za  setzen;  die  ÜifTcren»  x  —  ^  ^ht  da- 
dnri'b  in  die  ent^gcn^esetztc  Differenz  — x-^^  Über,  so  daw, 
nachik'Di  die  Gluiehiin{^  ()]  uuf  beiden  Seiten  mit  der  Do^ativeo 

Einheit,  die  Gleichheit  (3)  mit  der  Potenz  (  —  1)*multi|>licirl  ist, 
die  ebenfalls  fHr  jeden  Werth  von  x  mit  Atisnabme  de«  Werthes 

x^=S,  gbltigen  Gleiehnngen  entiiteben, 

(.»+1 


I 


{*) 


(5) 


(6) 


x-l 


(»-5)* 


<-^(:)'-(S 


r^-r*:^-rx"-...-r 


"'x'. 


'■fi 


^^~^f 


-^-x'-*. 


'M 


-a+i+a 


+...4-m' 


— '-Ai) 


+ 


a(a  +  l). ..((-!)- 


.i-«+i 


l.2,3...((— a+l)  * 
Wir  frhfäitm  aiif  diese  Weise  für  äif  nfiga/itxn  yanten  T»- 
Umeen  des  Binoms  x~^  Entwickdm\gsreihen^   die  naek  dm  pth 
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sUicm  Poiemm  der  Variabie  x  fortschreiten.  Diese  Keiheu 
k^inneu  als  daa  Resultat  einer  narh  den  steujendtM  Potcmen  (/-er 
Varialk  x  geordneten  Division  aufgefasst  worden,  die  auch  auf 
zwei  beliebige  rationale  ganze  I<^iuctionen  einer  Variable  x  an- 
wendbar ist  und  zu  einer  Erweiterung  den  AbHcImitteH  III 
fDhreu  wUrde,  welche  wir  nicbt  weiter  vertblgcn. 

Der  cbaracteristische  Unterschied  zwischen  der  Entwiekß- 
lung  der  negativen  Potenz  {x — $)  ,  die  nach  den  fallenden 
Potenzen  der  Variable  x^  und  der  EDtwIckelung,  die  nach  den 
Bteigendcu  Potenzen  der  Variable  x  geordnet  ist,  zeigt  sich 
dnrch  die  Untersuchong  der  Bedingungen,  unter  denen  die  eine 
and  die  andere  Entwickclaog  bei  wachsender  Oltcderzalil  con- 
vergirt.      Der    Kestbrucb,    welcher    in    (-1)    zu    der    Function 


l) 


i,  in    ffi)  zu  der   Punetion 


1  1 

i^,  in  (ft)  zu  der  Function  7— 

«^5  (X— 

hinzakommt,  wird  respective  ans  dcnf  I{eiitbrtiche,  der 

in  (1),  (2),  (S)  zn  der  gleichen  Function  binzukookiut,  abgeleitet, 

indem  ^  an  die  Stelle  von  I  '  I  tritt.    Aus  dem  UniMande,  dasM 

die  UeHtbrücho  in  (IJ,  (2),  (3)  fUr  immer  zunelimende  Wertlie 
der  Zahl  t   hei    reellen  Werthen   von  |  and  z  sieb    der  Null 

DShem,  Rohald      niimerlRch  unter  der  Rinbeit  liegt,  bei  com- 

.T 

plexen  Wertben  von  ^  und  x  sieb  der  Null  nSlheru,  sobald  der 

absolute  Betrag  der  complexcu  Grllssc  -  unter  der  Eiuheit  liegt, 

folgt  anmittelhar,  doss  die  He.stbrllehe  in  (4),  (5),  (ß)  fUr  immer 
zunchniendc  Werthc  der  Zahl  t  bei  reellen  Werthen  von  ^  und  x 

sieh  der  Null  nubeni,  sobald  ^    numerisch    unter    der    Eiuheit 

liegt,   bei  cotnplexen  Werthen  von  ^  und  x-  sich  der  Null  nähern 

sobald  der  absolute  Itctrag  der  coniplexcn  Grüsse  ~  unter  der 

Einheit  liegt.  Daher  convcrgiren  die  aof  der  rechten  Heile  von 
(4),  (0),  (6)  befiudlicheu  Reiben  illi'  eine  w.ichBCude  Anzahl  von 
Gliedern  bei  reellen  Werthen  von  f  und  j:  unter  der  Jkdtnguug, 

dass  ^  nnmerisch  kleiner   ist   als  die  Einheit,  ferner  bei  com- 


bU 


Potenzreibeit 


picxen  WerUien  Ton  S  und  x  unter  der  Bedia^uog^  daas  der] 
absolute  Betrag  vod  y  kloioor  ist    als    die  Rinbeit,   und  zwar; 


werden  die  Grenzwerthe  bcziebnngsweise  durch  die  Fanctioncn 
1  l  I 


dargestellt. 


i 


«-r   («-?)"   (t-5)' 

Wir  erlccnncD  jetzt  die  merkwHrdige  Thataachc,  dass  Bich 
jede  ucgative  gauKC  Potenz  einer  Kauction  de«  ersten  Gnidcs 
der  Varinblc  2,  die  mit  x—|  bezeichnet  wird,  fiowohl  durch  ^M 
ftiofi  conver(;ente  Doendliche  Itethe  darstellen  läsftt,  die  naeb  den  ^^ 
negativen  Potenzen  der  Variable  a-  fortf>c breitet,  wie  auch  durch 
eine  convergente  nncndlicbe  Reibe,  die  nach  den  positiven  Po- 
tenzen der  Variable  x  fortscbieitet.  Die  Bedingung:cD,  unter 
denen  die  eine  uiid  die  andere  Keibc  anwendbar  uind,  ächlieKsen 
sieh  aber  gegenseitig  aus.  Für  die  Keibc  der  negativen  Po- 
tenzen musR  bei  reellen  Werthen  von  |  und  x  der  nameritfcbe 

Werth  des  Quotienten  — ,  bei  eotnplexen  Werthen  von  f  and  x 

der  abHolnte  Betrag  des  Quotienten  -    kleiner  als   die  Einheit 

aein,  wHhrend  für  die  Reihe  der  positiven  Potenzen  bei  reellenj 

Wertben  von  i  und  x  der  numerische  Werth  des  Quotienten  — i 

bei  complexen  Werthen  von  |  und  z  der  absolute  Betrag  des 

Quotienten  ~  gr{>B8er  als  die  Einheit  sein  mnas.     Sobald  die' 

GrOsae  |  gegeben  ist,  zerfallen  die  sänmÜicken  Werihe  der  com- 
pUscen  Grösse,  x  in  »olche,  liaren  absoluier  Stfyrag  kiewer  isi  oh 
der  absolute  Betrag  von  f,  in  solebe,  deren  ahsnluter  Bärag 
ffrüsser  ist  ah  der  Betrag  von  |,  ond  in  solche  Wcrthc,  deren 
(üjsoluter  Betrag  dem  uhf^oltäcn  Betrage  von  $  gleit-h  isi,  Fflr 
die  Wcrtbe  der  ersten  Art  couvergirt  die  bezeichnete  Reihe  der 
positiven  Potenzen,  für  die  Werthe  der  zweiten  Art  die  bezeich- 
nete Reihe  der  negativen  Potenzen,  ttlr  die  Werthe  der  drilteo 
Art  keine  von  beiden.  Die  Guuss'Hche  Interpretation  der  com- 
plexeu  OrÖHiten,  welche  am  Schlosse  der  §  98  und  §  99  ange- 
wendet iflt,  giebt  hiefbr  da«  Bild,  dass,  nachdem  um  den  KqII- 
punkt  der    repriiscutircudeu  Ebene  als  Ceutmni  ein  Kreis  be- 
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scfarichen  'mU  welcher  durcli  den  Punkt  ^  liindiircfagciit,  die 
Wertlie  der  coniplexeii  Grösse  x  durch  Punkte  der  Ebene  ver- 
treten werden,  die  l>ei  der  ersten  VoraiiSKetaung  innprliaU)  des 
beschriebenen  Kreises,  bei  der  zweiten  Voraussetzung  ausser- 
halh  dcjisclhcn  KrciseK,  und  bei  der  dritten  Voranssetzung  auf 
dem  Kreise  selbst  liegen. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  einer  allgemeinen  Betrachtung 
rfw  Reihen,  weUhc  narh  den  positiven  Poteneen  einer  variahcln 
Grösse  z  geordnet  sind.   Sie  nehmen  in  der  gesammten  Analyslii 

eine  ausgezeichnete  Stellung  ciu.    Es  seien  &„,  b gegelfcne 

reelle   Or<>s»en,    die   i^ämmttic-h    numcriMtb   unter  eißei    festen 
Grenze  liegen,  mit  denen  die  Summe 
(7)  ff,  =  ft,  +  ft,x  +  6,a?+...  +  &,a;' 

gebildet  wird.  Die  variable  Grösse  x  möge  gegenwärtig  eben- 
falls nur  reelle  und  der  Kinfaehbeit  halber  aiieb  nur  positive 
Werthe  erhalten,  nnri  es  sei  ein  specieller  Wcrth  x^  X  be- 
kanntf  ftir  den  die  Summe  s  bei  unendÜehur  Ausdehnung  con- 
vergirt    Dann  besteht  der  folgende  Satz: 

(I)     Sobald  die  m  (7)  definiric  Summe  s    bei  einer  stets  su- 

nchmetiden  Gliedersahl  für  den  reellen  posiiiveti  Werth  x=X 
concerffirl,  so  convergirt  sie  auch  ßir  jeden  recUett  positiven 
Werih  r.  der  Iclciner  vd  ah  der  Werth  X. 

Weil  nach  §  105  die  Snmmc  der  Glieder  einer  convergcn- 
ten  Reihe,  von  einem  zn  bestimmenden  Zeiger  ab  bis  zn  einem 
l>eliebig  weit  vorgerückten  Zeiger  genommen,  nnnierisch  kleiner 
ausfallen  muss  als  eine  beliebig  kleine  gegebene  Grösse  B,  und 
weil  die  Reihe  (7)  fllr  x=^  X  convergent  sein  soll,  so  kann  der 
Zeiger  g  so  gcwHhIt  werden,  dass  die  Summe 

flir  jeden  Wertb  der  positiven  ganzen  Zahl  /  numeriKeb  kleiner 
bleibt  als  die  beliebig  kleine  gegebene  Grijssc  fl. 

Die  Differenz  «,+,—  »,  lösst  sieb  nun  folgend ermassen  dar- 
stellen 


V'~*i=*f+i^ 
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ferner  ist  in  Folge  der  eingeführten  Bczeichnnng 
(9) 


'i+r 


+i-r 


Durch  Snhstiüition  kommt 


(10)    s, 


und  dnrch  Aiif1?>Bnnf!;  der  mit  den  Potenzen  von    _  multiplioir- 
ten  Differen%en  knnn  die  neue  Anordnang  erhalten  werden 


♦■H 


f-n 


+  ff. 


J! 


Da         eine  positive  unter  der  Einheit  ll^ende  GrOs»e 


deutet,  Bt>  ha1>0D  die  8äninitlichon  DifTerenseu 


if+' 


wie  auch  die  Potenz  I^J     positive  Wcrtlie.    Die  rcohte  Seile 

von  (11)  wird  deshalb  numerisch  vergrAsMcrt,  &ohald  man  jede 
der  Grö»8eii  a    ^,,  *    ^,, ...  ff    ^,  durch  den  positiven  Wcrth  ft 

ersetzt,  weloher  nach  der  bestehenden  Voraafisetznng  jede  de^ 
Hclben  numeri^eb  übertrifft.  Alsdann  zieht  sieb  aber  die  rechts 
Seite  von  (U)  zu  dem  Prodnct 

(.2)  ,{^J' 

xusammen.     Der    numerische   Wertb    der    Differcuz  s  ^,  — 

v)  • 
welches  beliebig  kloin  gemacht  werden  kann,  and  damit  ist  die 
Behauptung  des  Satzes  (I)  bewiesen. 
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Bei  der  gcometriaclien  itcihe  und  den  andern  vorhin  be- 
Kprocheneii  hesoiideren  Potenzreihen  hl  die  Variable  nicht  blos 
rccti  angenommen,  sondern  auch  durcli  eine  ctmiplcxe  GroHHe 
ersetzt  worden.  Die  allgpmcine  Lehre  der  l'otenxreihen  erfor- 
dert die  Vollziehung;  demselben  Schrittes.  In  der  Rciho  (7)  wird 
jetzt  Htatt  der  reellen  Variable  x  die  eoniplexc  GrOsuc 

(13)  .w  +  iy  =  £ 
sabutituirt,  ao  das»  das  Resultat 

(14)  »,  =  A,  +  A,  {x+  iy)  +  b,  (x  +  iyy+...  +  \  {x+i^Y 
entsteht.  Alsdnnn  Kcrßiill  jedes  Glied  von  s  in  einen  reellen 
nnd  einen  rein  imaginären  Tbcil,  mitbin  auch  s^  selbst,  und 
die  Aussage,  dass  die  Summe  s  fUr  eine  wachsende  Zahl  q 
convergire,  hat  die  ßedcntnnj;,  dass  sowohl  die  Summe  der 
reellen  Tbeile  wie  auch  die  Summe  der  rein  ima^nitrcn  Thoile, 
nachdem  sie  von  dem  Factor  i  befreit  ist,  L'ouver(;:cnl  sei.  Um 
die  Trennung  in  den  einzelnen  Gliedern  anezuflibren,  bezeichne 
r  den  absoluten  Betrag  der  comploxen  Grösse  x  +  iy  nnd  it' 
einen  innerhalb  der  ganzen  Kreisperipberie  voltstilndig  bostimm- 
ten  Winkel,  so  da«» 

(15)  X  +  itf  —  r  (cos  !/'  + 1  sin  \p) 

tttt;  da  b^.b,,...  reelle  GriisMcn  sein  sollen,  stellt  !n  der  Glei- 
chung 

(Iß)    s,  =  6„  4-     6,  rcos  (^  +  Ä,  r*  cos  2 1/'  +...  +  6,  r'  cos  qtfi 
+  i(Ä,r  sin  V' +  2», r* Bin  21/»+... +  0,1^  sin  qtp) 

die  erste  Zeile  der  rechten  Seite  den  reellen  Thcü,  die  xweite 
Zeile  den  rein  imaginären  Theil  der  Summe  .?^  dar.  Man  kann 
nunmehr  den  Satz  (I)  in  der  folgenden  Weise  ausdehnen : 

{IT)    Sobald  dk  in  (14)  d^nirte  Summe  s^  hei  wachseudttn 

q  für  diejeniyen  Werthe  x  +  iy=^X+iY  convergirt,  deren  abso- 
luter Betrag  gleich  R  ist,  so  convergirt  sie  auch  für  jeden  coat- 
plexcn  Werth  x  + 1 jr,  dessen  absoluter   Betrag  r  kleiner   als  der 
Werih  B  ist. 

t  Der  Beweis  besteht  in  einer  ZurlicklUbrung  auf  den  Salz 
(I).  FUr  eine  beliebig  gewählte  ürdssex  +  ty,  deren  absoluter 
Betrag  r  kleiner   nis  B  ist,   enthält   dio  Gleicbnng  (15)  einen 
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bestimmten  Winkel  *p.  Mit  diesem  Winket  bilde  man  die  com- 
plexe  Grös»e 

(17)  X+i7—R (co8 «/'  +  i sin  i/'). 
Nach  der  Voraossetzung  convergirt  s,  bei  der  Substitution  diewr 
Gröabo  statt  der  Grosse  x  ■+  iy,  das  boisst,  os  oonvergirt  die 
Samme 

( Ib)      6„  +    6 ,  B  cos  V  +  &,  ii'  C08  2 1^  + . . .  +  Ä,  Ä'  cos  y  ü» 
+  i(ft,/?8int/J  +  ö,Ä'8in2«'+...  +  5,  iTsin  ?i;(?). 
Nuu  fnlgt  nach  (I)  aus  der  Convei^cnz  des  reellen  Tbcilcs  von 

(18)  die  Convergcnx  des  reellen  Thciles  von  (Ifi),  und  au»  der 
Oonvcrgcnz  des  durcli  die  imaginäre  tiinhelt  i  diridirten  ima- 
ginären Tlieiles  von  (18)  die  Couveigeiiz  des  durcli  die  inia^ji- 
Bftro  Einheit  i  dividirten  imaginären  Theilcs  von  (16).  Mitbin 
ist  der  Satx  (11)  gUltig. 

V.B  gewährt  ein  Interesse,  die  Ausdrucke  binznzunigen, 
unter  dcncu  der  reelle  und  der  imagin&rc  Thcil  der  hierher 
gehörigen  Differenz  s^,  —  «,  enthalten  bleiben,  nnd  ans  deren 
beliehiger  Ahnahme  die  Convcrgenz  der  Snmmc  s  geschlossen 
wird.  Für  jeden  der  beiden  Theilc  ist  der  Ausflrnck  zu  bilden, 
welcher  dem  bei  dem  Beweine  des  Satzes  (IT)  vorkommenden 
Product  (12)  entspricht.  An  die  Stelle  von  x  nud  X  tritt  beide 
Male  respeetive  r  und  Ä.  Nachdem  dann  die  positive  beliebig 
kleine  GröfiRe  ^  gewählt  ist,  muss  eine  Zahl  g  so  gross  ange- 
nomnien  werden,  das«  sowohl  die  Summe 


(19)     b^^,  n'*'  ao&iM+^jn> + -  +  K 

wie  auch  die  Summe 


v," 


,^^-' 


si n  (^+TRf  + . . .  +  6,^,  JT*"' sin  C^+<y^ 


(■20) 

fllr  joden    Werth   der   Zahl  t  numerisch   kleiner  als   fl   bleibt. 
Unter  dieser  Voraussetzung   sind   sowohl   der    reelle  wie  auch 
der  durch  i  dividirte  imaginäre  Thcil  der  DifTercnz  s^,  —  *] 
numerisch  kleiner  als  die  Grösse 


(21) 


(r 


Die  Kedentnng  dieses  Ausdruckes  hängt  wesentlich  davon  < 
ab,  wie  7.a  der  gegebenen  kleinen  Grösse  9  die  Zahl  q  gclunden 
wird,  oder  in  andern  Worten,  wieviel  Glieder  bei  dem  reellen 
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nnd  dem  imaginären  Thcile  der  Summe  C18)  erforderlich  «ind, 
damit  der  Itci  dieser  Summe  za  liegeliende  Fehler  unter  der 
Gr)5«8e  ß  bleibe.  Die  Art,  iu  welcher  die  mit  dem  ^pecicllen 
Werthc  r  =  R  gebildete  Summe  (18)  convcrgirt,  bestimmt  ftlsn 
den  Itlr  die  >Suraiuc(16)  entttclieidemlen  Autidruek('Jl).  Mankiina 
indetweu  liUuti^  auch  obne  vorli  ergeh  ende  Kenntnis^  Hpecieller 
Werthsysteme,  für  welche  die  Summe  einer  Pnteuxreilie  convei^irt, 
die  ConvcrgcDz  derselben  bearthcilcD,  indem  man  den  folgenden 
Satz  anwendet: 

(III)  Wenn  fJiti  aUnJutmWertJic  dfirGt(i.<iSimh„,h  ^  R,h^  R',... 
mmmlUch  unter  citier  fcsttti  Grv»-se  ö  MeifKti,  so  convergirt  die 
M  (14)  definvic  Summe  s^  für  diejenigfn  Werthe  x+iy,  deren 
tibsoltäer  Sciruff  klätter  ist  als  die  positive  Grösse  R. 

Um  dicHcn  Satz  zu  beweisen,  genllgt  es,  die  in  (16)  ge- 
gebene DarHtclInng  von  s^  in  die  (ieätalt  zu  bringen 

(22)  8^  =  b,  +  b,  licoRtff  ^  +i,7ic<w2^|^J  +.. 

+  if  ft.üaini/i^  +ft,Ä8in  2  ./;  (  ^W.+^Ä'sin»/ •/;/ J^V 

und  ilen  Rcwci«  des  im  vorigen  §  mitgetheilten  Satzes  (II)  zu 
benutzen.  Weil  die  CosinuR  nnd  Sinus  der  Vielfachen  eines 
Winkck  ^'  stets  zwischen  den  Grenzen  — 1  und  +1  eotbalteo 
bleiben,  so  liegen  sowohl  die  Grfissea 

b^,  b,RcosU',  fi,  flcosSi;», .. 
wie  ancb  die  GrQsscn 

h,  72  Bin  tp,  &,  R8in2i/j, .. 
unter  der  in  der  Voraussetzung  bezeichneten  Grösse  ©  nnd  er- 
nillten  die  Rediiiguiig,    wclebc    bei   dem   cnvUbuleu  Satze   des 
vorigen  g  fUr  die  dortigen  flröHHcn  e.,,  *,,.,  gestellt  ist.  Die  auf 
einander  folgenden  Potenzen  der  unter  der  Einheit  beündlicben 

positiven  Basiu       treten  an  die  Stelle  der  GrOasen,  die  mit 

9o,  St  ■  ■•  bezeiclinet  sind,  und  zwar  ist  es  erlaubt,  }>ei  der  Auf- 
machung eines  Wcrthea,  der  die  dortige  Differenz  (6)  numeriscb 
Qbertrifft,  sowohl  den  Grenzworth  ^  wie  auch  die  später  ein- 


nnd  der  von  dem  K.ictor  i  befreite  iniH^iiiärc  Theil  der  zu  der 
Reihe  (22)  gehörenden  DifTerenz  ä,^,  — «,  liegen  in  Folge  .jener 
Kriirtcrungen  fUr  jeden  Wortli  der  Zabl  t  numerisch  unter  der 
Griisäc 


welche  aus  dem  Au^diuekc  (9)  des  vorigen  §  entttteht,  indem 
©  durch  3^,  e^,  durch  l^J  ,  nnd  g-^e  durch  ^  ersetzt  wird.    Die 

Grösse  (23)  wird  aber  rermögo  der  Potenz  f    j  betiehig  klein, 

und  deshalb  cnnrorgiren,  wie  behanptet  worden«  die  bcKQglichen 
Öummcu,  so  lange  der  absohitc  Betrag  r  der  complexen  GrSeM 
kleiner  iKt  a\a  die  pOHitivc  GrÖHSC  Tt 

Kh  lencbtet  ein,  dass  die  absoluten  Wertho  der  GrOsflni 
ioi  ^1  ^  K  K'.  ■  •  8cl»r  wohl  unter  einer  festen  GrUsse  liegen 
kennen,  ohne  dans  die  Kumme  (!8)  c.onvergirt,  in  welche  die 
SnmTiic(lG)  bei  r  =  Ä  Hbergeht.  Daher  lässt  sich  der  Satz  (Uli  nur 
beweisen,  sobald  fUr  die  Reihe  s^  der  absolute  Betrag  r  kleiner 
al8  die  Gri>Bso  R  ist,  mit  Ausschluss  des  Failes  der  Oi&chheii. 
Bei  demSatzo  fll)  wird  dajfegen  die  Convergenz  der  Reihe  (18) 
vorausgesetzt,  und  es  folgt  die  Convergenz  der  Reihe  s^,  wofern 
der  absolute  Betnig  r  kleiner  al»  die  Grii»»e  R  ist,  mtV  Ein- 
scMi4ss  des  Falles  der  GldcJü^dt.  Hierin  liegt  der  Unterschied 
der  beide a  SUtze. 

S  108.    Forti«tziui£.    Beg^iiff  dar  BtetlgrlK«lt  einer  FanotloiL 

Der  Werth  der  Summe  einer  unendlichen  Reihe,  die  Da«'b 
den  positiven  Potenzen  einer  Variable  x  fortschreitet  und  ftlr 
alle  reellen  numerisch  unter  einer  bestimmten  Grlissc  liegenden 
Wcrthe  der  Variable  convergirt,  ist  ftlr  jetlen  dieser  Wertbo  voll- 
stilndig  bestimmt,  and  »teilt  daher  vemiilge  der  in  §  lOl  gege* 
bcncn   Oeflnition   eine   Functtou  der  Variabie  x  dar.    Alle  so 
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erzeagleD  Fnnctionen  haben  gewisse  p:einciTiBarac  Eiponschaften, 
zu  (leren  Dar^kltang  C8  nothwcndig  ist,  einen  bisher  uoeh  nicht 
erörterten  Uejfriif  zur  Sprache  «u  bringen,  den  Vefpiff  der  Ste- 
tiglccit  einer  FuncHan.  Die  Definition  desselben  iwt  die  folgende: 
Wenn  eine  Ftmction  f{x),  weiche  ftir  alle  der  Bedinfftmg 
a<x<b  (fetmg/mdcn  W/rthe  van  x  getjfihcn  tjrf,  die  Eiffftixn/in/l 
JuU,  (lass  hei  je  rwei  innerhaib  dieses  TntervuXks  befindlichen 
Werlhen  x  mul  .r  +  A  die  Differens  der  zugehörigen  Werthe  der 
Ftmetion  f(x.-¥h) — f(x)  für  eineti  gegen  die  NttU  abnehmenden 
Werth  der  Grmse  k  sellsi  gegen  die  NuU  ahnimmt,  so  wird  f{x) 
dne  stetige  Function  d'r   Variable  x  genannt. 

Wir  wollen  iinA  jetzt  davon  llborzengen,  Ama  jede  positive 
ganze  Potenz  der  Varialle  x  stets  den  Anforderungen  der  auf- 
gestellten Definition  genügt  nnil  nomit  nne  stetige  Function  der 
VariaMe  x  ißt.  Für  jeden  Werth  der  fJrflsse  x  und  der  GrftSRe 
h  und  jeden  ganzen  positiven  Werth  dc8  E^ipcnenten  n  gilt  der 
in  S  46  nachgewiesene  binomische  Lehrsatz 


(») 


■ 


(x+hy=x''+nx''~'h  + 


-It."  '" —  '  ^     ■-«  i3  ,  ,    I.» 


dnreh  welchen  die  zo  bildende  Differenz  (x+hY—  x"  -Aen  Aqb- 
drnck  crhiilt 

(Ä)         (x+hT-x''^nx'-'h  +  ^i^~^  a;-»V+.  ..+r. 

Die  einzelnen  Glieder  sind  Prodacte  aus  den  ganzzahligen 
Rinominlcocfficienten.  ans  positiven  Potenzen  der  GrKsee  x  nnd 
au»  positiven  Potenzen  der  Grftssc  Ä  von  der  Itcn  bis  zur  rrten. 
Fllr  einen  numerisch  hinreichend  kleinen  Werth  von  h  wird 
jede  der  Potenzen  von  h  beliebig  klein,  die  andern  Factoren 
wachsen  nicht,  folglich  erhJllt  dtu*  ganze  aus  einer  boschrünktcu 
Anzahl  von  Gliedern  bestehende  Aggregat  einen  numerisch  be- 
liebig kleinen  Werth,  weshalb  die  ftlr  die  positiven  ganzen  Po- 
tenzen einer  Variiihio  x  ausgesprochene  Behauptung  gUltig  ist 
An»  der  Stetigkeit  der  Potenz  x"  folgt  sogleich,  das»  jede  ratio- 
nale ganse  F)tncthn  einer  Variable  eine  stetige  Function  von  x  ist. 
Eine  solche  Function  ist  gleich  der  Summe  einer  beschränkten 
Anzahl  von  ganzen  positiven  Potenzen,  die  in  constaute  Coef- 
ficientcn  miiltlpHcirt  sind, 


S24 


(8) 


Sivtigkeit. 
fix)  =  «,«"  +  a,  Ä^"' 


+  0, 


'»f 


jeder  Summand  hat  aus  (1er  angefahrten  Ursache  die  Eigen- 
Hchnn,  eine  stetige  Function  von  z  zu  sein,  nod  die  zu  bildende 
endliche  Sommc  ninnnt  an  dicwer  Eigcniichaft  Theil.  iliebei  wt 
die  GrttRue  x  keiner  KiiiBcIirilnknng  unterworfen.    Dagegen  liefert 

1 


i 


die  rationale  gebrochene  Fnnction 


bei  der  ^  einen  beliebigen 


reellen  Wcrth  bedeutet,  das  Beispiel  einer  Function,  welche  80- 
wohl  lUr  Hlle  Werthe  von  x^  bei  denen  x— ^  positiv  ist,  wie 
aneb  für  alle  Werthe  von  t,  hei  denen  x—  ^  negativ  ist,  stetig 
bleibt,  dagegen  bei  dein  Uc1)ergHnge  von  einem  unter  der  Grtttise 
S  liegenden  Werthe  x  «n  einem  aber  der  CJrdsae  f  liegenden 
Wertbe  x+A  eine  üntcrhrtchung  der  Steiigkeii  aufweist. 
1  1  — Ä 


die  IHfTerenÄ 


Hobald   die 


GrllsHcn  i+A— f  und  x  —  §  dasselbe  Vorxeicben  haben  and 
Ton  Nnll  verschieden  sind,  bei  numerisch  abnehmendem  A 
sich  der  Null  nlibort,  it«t  leicht  cinz-tisehcn.  Auuh  kann  nicht 
bezweifelt  werden,  da»»,  wofern  (5  und  e  positive  Grüsaen  l>cdeo- 
ten  und  x.^|= —  d,  x — $  +  Ä  =  «  genommen  wird,  die  Differenz 
] 


^  ,  , 1=    +  .  för  hinreichend  kleine  Werthe  von  i 

X  —  ?  +  B  X 5  £  0 

und  £  einen  beliebig  grossen  Werth  crbUU.  Daraos  folgt  das 
Behauptete. 

Damit  der  Begriff  der  Stetigkeit  aaf  die  Samrac  einer  on- 
endliehen  Reihe  angewendet  werde,  mnss  selbstverständlich  vor- 
her die  Convcrgenz  der  Reihe  festgestellt  sein.  Wir  betrachtca 
jetzt  die  im  vorigen  §  in  (7)  angegebene  Summe,  Algen  der 
Bezeichnung  den  Werth  der  Variable  x  hinzu,  so  dass 

ist,  und  machen  die  VorauHsetzung  des  dortigen  Satze«  (I),  d<m 
die  Summe  für  den  redlett  positiven  Werth  i  =  X  convergire, 
Sie  convcrgirt  dann  nach  diesem  Satze  auch  für  die  reellen  po- 
sitiven unter  X  liegenden  Wcrtfte  von  x,  den  Werih  X  tnii  em- 
gerechtet,  nnd  drückt  eine  bestimmte  Fnnction  von  x  aas.  Ea 
lässt  sieh  nun  zeigen,  dass  die  HncwUtehe  Swnme  s^(x)  für  diese» 
InterwUi  der  VariaUe  x,   irmerhalb   dessen   die  Variable  x  dem 


I 
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Stetigkeit 


6SA 


Waihe  X  bdkbiff  genähert  werden  dorf,  eme  steüge  Fkmction 
der  Variable  x  is/. 

Das  Ziel  wird  erreicht  sein,  Kohaltl  man  flir  je  xwci  zwischen 
den  Grenzen  0  tind  X  liegende  Wcrtlic  x  nnd  3:+ A  eine  Zahl 
4  so  bcstininicD  kann,  dass  die  DifTercnz 

bei  einem  gegen  die  Null  abuehmenden  Werthe  von  Ä  nnmerisch 
beliebig  klein  wird,  wie  grosH  auch  Immer  die  ganzen  Zahlen 
i  und  /,  gewählt  werden  mögen,  üer  auoicrische  Wcrtb  der 
UifTercnz  s^,(ar)  —  s Ax)  liegt  Olr  jede  Zahl  i  nnter  der  im  vorigen 

§  mit  (12)  notirtcn  Grilsse  'M  y)  •  '^^'"  »umeriscbe  Werth  der 
DifTercnr.  *,+i,  (x+A)  — ä,  (x-+A)  ftlr  Jede  Zabl  (,  unter  der  eot- 

X   f    • 


sprechend  gebildeten  GrUsse  h  ( 
"  (  X")      *"*   ^'"'^^   ^^  Ausdruck  Hl 


SoicoM  der  Aitsdnirk 


X 


icerden  verniöffe  der 


belidiig  kleinen  Grösse  ü  leliefng  iUein,  tcie  nafte  die  Grösse  — 


oder 


ae  +  h 


an  die  Mttheit  gerückt  werde,  und  sind  es  seihst  micA 


dann  noch,    tpctin   man  eine  von  ihm-n  den  Werth  der  Einheil 
■selbst  an7i€hmcn  läsßt.     AVeil   aber  die  liiflferenK  (5)  gleich  dem 
Aggregat  der  Uiffercnacn 

(ß)  s^(x+h)~s^{x) 

jst,  and  aus  der  angcfllhrten  Ursache  die  zweite  nnd  drille 
Diflcrcnz  uumeriMcb  belie.Lig  klein  au>4fallen,  so  kommt  es  nnr 
noch  darauf  an,  zu  beweisen,  daes  auch  die  crttte  üifTerenK 

(7)  «,Cx+A)  — s,(x) 

beliebig  klein  wird.  Hier  bedenke  man,  daes  die  Zabl  q  7.u 
der  gegebenen  kleinen  Grüsge  (i  passend  gewlhlt  .worden 
iflt,  ohne  auf  die  Wertbc  x  und  x  +  h  Küeksicht  7.a  nehmen. 
Daher  darf  fllr  den  Augenbliek  s^(x)  als  eine  ganze  Fnaelion 
der  Variable  x  vom  i/ten  Grade  anfgefaset  werden,  nnd  die  voi^ 


5t«Ügk«Ll. 
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bin  Dachte wicscne  Stetigkeit  der  ganxen  Functionen  bringt 
mit  sich,   das»   dnrch  die  WabI  der  Griisge  /*  die  Differenz  (7) 
uumeriseb  klciucr  gömacht  werden  kaiiu  als  jede  noch  bo  kleioe 
gegüliciic  GrCt»sc.    Daraus  fot^t  die  TbaUache,  das«  der  oume- 
riftcbe  Werth  der  Differenz  {4i)  beliebig  klein  wird,   mithin  die 
Richtigkeit  der  aulgct;t«Ilten  Ikliaiiplung.    In&tiesondcre  hx  abcr^J 
Iicrvnr7.ubcl>en,    thiss  vermögf   des  gelieferten  Beweises  die  dureit^H 
die   unendlich    ausgedeiitUe    Summe  s  (x)   dargefielUe    Function 
mich  dann  stetig  lleiöt,  wenn  der  Wtrth  der  Variable  x  dem  ge- 
gebenen  Wertfie  X  beliebig  gcnidiert  wird. 

Für  daa  Folgende  muss  auch  die  AbbUngigkeit  einer 
GrUäse  von  zwei  and  vou  mehr  als  zwei  venlnderlichenGrÖsfleQ 
ins  Auge  gefasst  werden.  Die  abhängige  GröSHC  beisst  daiin 
eine  Funrtion  dieser  veränderliclieti  Orösaen,  in  UobcreinstimniUDg 
mit  dem  im  §  22  des  Abscbnittc»  II  eingeführten  Ausdrucke 
einer  rationalen  Function  von  mehreren  veränderliehcn  Orössoo. 
Bei  einer  gegebenen  Function  von  /wci  vcriiudcrücbeu  Grtissca 
X  und  V  fiebürt  iuiiuer  *m  drr  Vrrbindung  eines  Wertbes  von  x 
mit  eini-m  Werthe  von  y  ein  Werth  der  Function.  Diese  Vor- 
stellung wird  LTleicbtcrt,  iudcui  man  die  beiden  veründerliehea 
GrliHKcn  ;r  und  y  als  die  rechtwinkligen  Coordinatcn  eine« 
Pniikte8  einer  Ebene  anfTasst  nnd  sieb  denkt,  dass  der  ftlr  die 
Wertbc  der  Variabehi  a-  und  y  gegebene  Wortb  der  Function 
XU  dem  Puukte  der  Ebene  gehllrc,  dessen  Coordinatcn  x  nnd  y 
sind.  Hieraus  entspringt  die  Vorstellnng,  da«»  die  Function 
fllr  einen  Tbcil  der  Ebene  oder  für  Tbeile  der  Ebene  gegeben 
sei,  in  denen  sich  die  bczcicbuelcu  Punkte  befmden.  Wenu 
eine  Functjon  von  x  und  y  Ülr  alle  Verbindungen  tou  je  zwei 
Wertben  gegeben  ist,  bei  denen  x  zwiHulicn  den  Grenzen  a  und 
by  y  zwischen  den  Orcuzcn  c  und  d  Hegt,  so  erkennt  man,  dass 
diese  sämmtlicben  Verbindungen  die  Coordinatcn  von  Punkten 
Bind,  die  innerhalb  eines  leicht  zu  constniircnden  Recbteckä 
liegen.  Ist  eine  Fonction  vou  x  nnd  y  lllr  alle  Verbindungen 
der  Werthe  x  und  y  gegeben,  bei  denen  die  Qnadratsninnw 
3:'  +  y'  kleiner  ist  als  eine  Grftssc  11*,  so  befinden  sicii  die 
Punkte,  deren  Coordinatcn  x  und  y  sind,  innerhalb  eines  Kreise«, 
der  am  den  Coordinatenanfangspunkt  mit  dem  Radios  R  be* 
Bebrieben  ist.    Der  Inbegriff  der  Wcrtbverbindnngen  von  x  und  J^ 


\ 
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fUr  welche  eine  Function  gegeben  ist,  wird  nach  der  Anftlogie 
des  Tbciles  der  Eb^nc  ein  Gebiet  genannt. 

Eine  für  ein  (ftnvisfttut  Of^tift  ron  Wt^hverhindungm  der 
Variabeln  x  und  y  gegebene  Ftimtion  f{x,if)  fteisst  eine  stetige 
Fttnciitm  ton  x  wtid  y,  nfibald  der  absolute  Werth  der  Di/ferens 
voti  je  zwei  w  dß»»  Cdnete  vorfummienden  IVert/unt  der  Functitm 
/"(x+A.y+i*)  — /"(a-.y)  bei  stets  aufnehmender  Grösse  der  Werihe 
h  und  k  sich  beliebig  der  Ntdl  näfiert.  Wenn  man  x,  y  als  die 
Courdiunteu  eines  Tunkte«  der  Ebene,  ferner  x+h,  y+k  als  die 
Cüorilinatcu  eines  zweiten  Punitteä  der  Ebene  ansieht,  so  nähert 
sieb  bei  der  Aboabme  der  Orüsscn  h  and  k  der  /weite  l'uni^t 
dem  ersten  Punkte. 

Eine  rationale  ganze  Funetton  von  zwei  Variahein  x  nad  y 
ist  gleich  dem  Aggregat  einer  bcKcbHinktcu  Zahl  von  Gliedern, 
deren  jede»  durch  MuUiplieatio«  einer  gsuizen  jiositiven  Potenz 
von  X,  einer  ganzen  positiven  i'otenz  von  y  unii  einer  constan- 
ten  Griissc  erhalten  wird,  wobei  die  Null  unter  den  PoteuÄeacpo- 
ncuten  zugelassen  ist.  Durch  die  Anwendung  ilcs  binoniiHchen 
Lehrflnt7.es  auf  jedes  einzelne  Glied  j4  3:"y'' ergiebt  fliirli,  das«  die 
Differenz  vC(a:  +  A)"(y-i-Ä!j''  —  a3!"y^  bei  abnehmenden  Wertben 
von  h  und  k  nnmeriseh  beliebig  klein  wird,  nnd  darauH  folgt 
vermüge  dcrsßlben  Schlll«se  wie  sie  bei  einer  gan«cn  Fnnction 
einer  Variable  Iwuutzt  Bind,  duss  jede  ratiosude  ganze.  Ftmctüm 
von  jnceJ  Variabeln  x  und  y  ohne  Einschränhing  der  {ienselbeti 
betjndegtnden  Werthe  eine  stdigc.  FuneÜMt  vrm  x  und  y  ixt. 

Sobald  man  in  eine  rationale  ganze  Function  einer  Variable 
£  statt  e  eine  complexc  Grijsse  x+iy  snbstituirt,  so  wird  der 
reelle  Theil  gleich  einer  ganzen  Function  von  x  und  y  und  der 
durch  die  iinuginäre  Einheit  i  dividirtc  iuiagtnUre  Theil  eben- 
falls gleich  einer  ganzen  FuiicIIdu  von  x  und  y  mit  reellen 
Coefficienten.  Wie  wir  so  eben  fanden,  sind  l«ide  Functionen 
stetige  Funetionen  von  x  und  y.  Die  Coefficienten  der  ursprung- 
lich angcnouinienen  Function  von  s  dUrfeu  beliebige  feste  com- 
plcxe  GrÖtD^en  sein.  Wenn  man  dabur  die  Bedeutung  derCoef- 
(icienten  a„,  a„ . . .  a„  in  (3)  dahin  erweitert,  beliebige  complexe 
Griisscu  dantustellcu,  so  liefert  dieselbe  ftlr  das  Ergebniss  der 
bezcicbneten  Operation  den  Ausdruck 


k 


^a„(x+ty+Ä+f*)"+a,(a:+«y+A+tÄ)" 

hervor.     Statt  der   in    (8)    vorkommendcii    complexcn    Grösse  i 
a;  4- iy  ist  in  (9)  das  A^regat  der  complexeu  GrBssc  x+tfj 
and    der    complexen    Grßsse   k  +  ik   getreten.    Wir    erblicken' 
hier  denHctlieQ   Process,    der  jd   g  63  vorgenommen  int,  als  t» 
Rieh   am    den    Nacliweis   der    Existenz  ciuer  Wurzel    fUr  jede 
algebraische  Glciehong    handelte.     Der    in  (fl)   definirte  Aus- 
druck  f(x  +  iy)    wird    eifu  rationale  gmizr.  Funriitm   des  nlm 
Orade$  i*o»  der  compiexen  Grosse  x-\-i ff  genannt,  und  die  Eigeo* 
ftchaft  derselben,  duös  sowohl  der  reelle  wie  der  imaginäre  Thcil 
der  Differenz  f(x  +  i  i/  +  A  +  lA)  —  /"(*+  iy),  Itlr  eine  be«tandige 
Aluahme  der  GrUinDou  h  und  h  gegen   die  Null   uumeritteb  be- 
liebig klein  wird,  bat  die  Uozeiebuung  crlialten,  das»  f\x  +  i!f). 
eine  stetit/e  y-imcÜon  der  complcren  Grösse  x+itf  sei. 

Ein  ähulicfaes  Veibatten  zeigt  die  Summe  (H)  dc8  vorigen 
§,  die  wir  jetzt  so  bezeicbneD, 

(10)  s,(ii:4-iy}  =  &„  +  6,(a:+*y)+ft,(i+»yr  +  ...+6,(x+»y)'. 

Sic  convcrgirt  bei  unendlicher  Ausdehnung  fUr  eine  eomplexe^ 
GrOHse  x  +  «y,  deren  Betrag  unter  der  durt  eingeführten  Griisse 
ü  liegt,  und  man  sagt  alitdann,  dofis  (10)  aitui  F\mction  der  com- 
plexen Grösse  x+ iy  darstelle.  Mit  zwei  complexen  Griissra 
x  +  iy  \iad  x  +  iy  +h  +  ikt  i'Ur  welche  die  Summe  convcrgirt, 
wird  die  Differenz 

(u)         v#.  c*+^y +*+*'** -Vt^*+*** 

all  ige»  teilt,  wo  t  undt,,  wie  oben,  beliebig  grosse  positive  game 
Zahlen   sind.     Wofern   der  reelle  und  der  hna^tyiärc  Theil  w» 

(11)  ftet  stets  ahmhmimilen  Werthen  vim  h  und  k  numerisch  bdiehi$ 
klein  tcerde»,  so  sind  der  reelle  uiid  der  imaginäre  ThcU  der  k»- 
nidUck  ausgedelmteti  Summe  (10)  stetiffe  l'^unetioncn  der  Variabel» 
X  und  y,  oder  die  unendlich  mtsgedehde  Summe  (10)  ist 
stetige  Function  der  complexen  Grösse  x  +  iy. 

Wir  werden  jetzt  die  Differenz  (11)   ontcr  Terscfai 
VoraDsselzuugcu  prliren.   Wie  die  Differenz  (^>)  iu  das  A^;reeat 


(6)  aufgelflst  worden  ist,   so 
Differenx  (U)  die  Gestalt 

(12)         s,  (x+iy  +  h  +  ih)  -  »,  (a?  +  »y) 

+  (*,+!,  (x  +  iy  4-  A  +  ik)  —  s^  (ar  4-  iy  +  A  +  ik)) 
—  («,+t  (^  +  '»  —  ^  (^  +  »y))- 
die  zweite   und  die   dritte  der  in   (,12)   enthaltenen 
zu    beurlbeilen,   wurde   t  +  iy  so,   wie    in  (I5J 


und  x-^iy  +  h  +  ik  dem  entsprechend  ansgedrllckt, 


ferenzen 

VüriKfcu  i 
so  daes 

(I3)a:-Hy=sr(co8i/>+tßini/J),  a:+ty+Ä+iX'=r,  (cosi^.+isini//,) 

i»L  Offenbar  nilhert  sich,  sobald  h  und  A'  nnnicrisch  gegen  die 
Nnll  abnehmen,  der  Betrag;  r,  dem  Betrage  r  nnd  gleicliKeitig 
der  Winkel  i/*,  dem  Winlsel  »/'■  l^ies  wird  naraentlith  durch 
die  Benutzung  der  (r<raf4.«ö''»chen  Inter))rctRtion  der  eomplcxcn 
Grüssen  klar.  Für  den  Punkt  x  +  iy  ist  r  die  Länge  der  uacb 
demselben  vom  Nullpunkte  aus  gezugenen  geraden  Linie,  i/' 
der  Winkel,  den  jene  Linie  mit  der  positiven  Uatbaxe  der 
reellen  Werthe  bildet.  Fllr  den  Punkt  x  +  ty  +  Ä+tÄ  haben 
die  Griiiwen  r,  nnd  tf>^  die  entsprechende  Bedeutung.  Wenn  sieb 
nun  x  +  h  dem  Werthe  x  und  y  +  fc  dem  Werthe  y  nähert,  so 
rückt  der  Punkt  x  +  iy-i-h  +  ik  auf  den  Punkt  x-i-iy  zu,  nnd 
dann  niibert  sieh  auch  der  Abstand  f,  detn  Abstu^ndo  r,  nnd  der 
Winkel  i/',  dem  Winkel  i/f.  Eine  coinplexe  Orösne  x4-iy,  deren 
absoluter  Betrag  r  kleiner  oder  bczicbungsweiBc  gleich  einer 
GrSsse  Ji  ist,  wird,  wie  schon  erwähnt,  durch  einen  Pnnkt  der 
Ebene  vertreten,  der  beziehungsweise  innerhalb  oder  auf  der 
Peripherie  eines  Kreises  liegt,  welcher  am  den  Nullpunkt  mit 
dem  Iladius  R  beschrieben  ist,  und  nur  complexc  Grössen  von 
der  bezeichneten  ßesebafrcnheit  kommen  demnUehst  zur  Erürte- 
rung.  Wir  nehmen  bei  der  üiBcussion  der  ÜiffcrenK  (12)  zuerst 
an.  dass  die  Voraussetzung  des  in  dem  vorigen  §  anfgcstcliten 
Satzes  (III)  bestehe,  naob  welcher  die  sümmtlicheti  Orvs-tan 
6,,  ft,  Ä,  fr,  B', . . .  numerisch  unter  einer  fr^m  Ortifse  iS  lietjm. 
Dann  l>efinden  sich  vcrm(l|;;e  der  dortigen  Betraehtungeu  der  reelle 
nnd  der  imagiimre  Thtiil  der  Differenz  ä^^,,  (a:  +  ly  + /» +  ti) 
—  »^(ar  +  iy  +  A  +  iÄ^J  tUr  jeden  Werth  von  i,  uuiu&risch  unter 


R 

Zahl  q  beliebig  klein.  Nachdem  aber  die  Zahl  q  diesem  Zwecke 
eubiprecbend  gewäblt  ist,  kaun  bei  der  in  (12)  vorbaudeueD 
er&tea  Differenz 

(12*)  s^{x  +  iy  +  h  +  ik)  —  8^ix+  ly) 

der  numerische  Wertb  von  h  nnd  k  mit  dem  GrfAlge  beständig 
verkleinert  werden,  daas  der  reelle  wie  der  imaginäre  Tbcil  von 
(12*)  sich  bclicl>ig  der  Null  nähern.  Unter  der  erwähnten  Vor- 
aiisRctznng  gilt  dien  also  fUr  jede  der  drei  in  (12)  vereinigten 
Differenzen,  iiiitbiTi  auch  f(lr  ihr  Aggregat.  Darum  ist  alsdann 
die  unctiälich  ausi/eitehttte  Summe  (10)  für  aUe  complczen  Grössen 
x-^iy,  dorm  Jktray  r  kleiner  Isl  a/.v  die  Orössr  ß,  eine  stetigt! 
Function  von  X  +  i  1/.  Der  Angeordnete  Punkt  der  Ebcncx  +  iy  darf 
dann  alle  Ocrter  innerhalb  des  Kreises  einnchmeu,  der  um  den 
Nullpunkt  mit  dem  Radiu»  72  be»chriobeu  ist,  die  KroiKi>enphcne 
an«gesf.hli.)»»en. 

M:in  hat  die  Differenz  (12)  zweitens  nnter  der  Voraus- 
setzung zn  erörtern,  die  dorn  Satze  (U)  des  vorigen  §  zu  Qruude 
Uegt|  (blas  nämlich  die  Summe 
( 1 4)  s,  ( J2  (cos  1// + *  Hin  \{t)) 

=  6,+    bJtcoHtfr+b^B*  coß  2i// +...+&,/?*  cos  5  V 
+  t(Ä,7i*sin(//+A,J2*8in2i/'+  -.-+&,  ß*8iuj(//) 
bei  unendlicher  Äusdehntit^  für  jeden  Werik  des  IftnAels  iff  tm- 


8e«tigkrii. 
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vcrgire.  Die  Vorau^etzcug  des  Satzes  (III),  dass  die  8ämmt- 
lichen  Grössen  &„  &,  Ä,  6,  /i',.. .  noter  einer  festen  Grüase  liegen, 
ist  infolge  einer  in  §  105  entlialtenen  BeuK'rkung  in  der  gegen- 
Mrilrtig  wiederbolten  Vorausaetzung  des  Satzes  (II)  eingeschlos- 
sen. Wir  kijnncn  datier  aus  dem  so  eben  gelieferten  Beweise 
da»  Ke«ultat  nbleitcn^  dass  der  reelle  und  der  imaginäre  Tlieit 
der  Differenz  (12)  buHübig  klein  werden,  wiil'eni  die  in  (13)  de- 
finirten  Beträge  r  und  r,  kleiTKr  aU  die  Grösse R  sind.  Dagegen 
gestattet  das  angewendete  Bcweiaverfahreii  nir.ht,  dtm  Beirag  r 
oder  den  Betrat/  r,  der  Grösse  B  yhidi  wirden  eu  lassen. 

Unter  der  gegenwärtig  geltenden,  zu  dem  Satze  (II)  de» 
vorigen  §  gehlirigen  Voranssetznng  convergirt  die  Samme  (14) 
auch  fhr  die  Substitution  des  ans  (13)  entnonimcnen  Winkels  i/'d 

(15)  s^  (^(coßV^  +  taini/'i)) 

=^&a  +    hjRcostp,  +  b^R* co82ip^  + . .  +  6,  i?*  cos 5 1/;, 
+ifi,JJsim^,  +6,Ä*sin2i;',  +..  +  &,  jR' sing  i^,). 

Es  kommt  nun  darauf  an,  vermittelst  der  an  der  betreffenden 
Stelle  de»  vorigen  §  auftgci'Ubrtcu  Hetrachtuug  einen  Wcrth  zu 
erhalten,  welcher  den  reellen  nnd  den  imaginären  Tbeil  der 
Differenz  ä  .,  (x -\- iy  +  h -i- ik)  —  s Ax  +  iif  +  k  +  ik)  unmerisch 

Ubcrtrifft,  nnd  einen  Werthj  welcher  den  reellen  nnd  den  ima- 
ginliren  Theil  der  Differenz  *,+,(« -l-*y) — s^ix-^iy)  nnmerisch 

übertrifft.  Für  die  letztere  Differenz  wird  ein  solcher  Wertb 
dareh  den  mit  (21)  notirten  Ausdruck  des  vorigen  §  dnrgeijtellt. 
Wenn  Ö  eine  bdiehigf.  kUine  gegebene  Grosse  bedeutet.,  so  hat  man 
die  Zahl  g  so  gross  eu  ttefitnen,  dass  hei  der  in  (14)  dargestellten 
Summe  .9  (jR(cosi/' +  isim/'))  weder  der  reeUe  noch  der  imagi- 
näre Theil  numerisch  um  mehr  als  die  Grösse  0  wachsen  kann^ 
sobald  fitaii   der  /.ahl  q  inne  beliebige  grössere  Zahl  q  +  t  einge- 

/r  V*' 
ßihrt  wird;  dann  ist  jener  Amdruck  gleich  dem  Product  ^  i  ^  I    ■ 

Um  fttr  die  Differenz  s^^j_  (jc+iy  + A  +  ii)  — »,(a;+iy  +  Ä  +  U) 
danselbe  zu  leisten,  nehmen  wir  an,  dass  dieselbe  Zahl  g  ausreiche., 
damit  heider  in  (15)  dargestellten  Summe  S,  CR(cobVi  +»*'dV'.))> 
wie  sehr  aitrh  der  Winkel  t//,  detn  \Vinkd  i/'  gmühcrt  itrrden 
ntögCi  weder  der  reelle  noch  d^   imagmäre  Tlieil  numerisch  mn 


«SS 


itgicmt. 


Mt'hr  als  die  Qrötae  8  wachse»  kimne,  sobald  statt  der  Zahl  q  e\\ 
hditifige  grössere  Zahl  q  +  t^   eingefühti  mrd;  thnn   ist   der 
dieser  Diffcrem  gehörende  cni^trcdtende  Ausdruck  gleich  dem 

tr  V"*"' 
dwt  ^\  j.\     ■  Aof  diese  Weise  worden  jetzt  ebenfalls  der  roel 

ttnil  der  imii^iiiüre  Tlieil  in  der  zweiten  und  der  dritten  in  (12] 
fiitliultcncn  DitTcren/,  beliebig  klein,  wobei  es  frei  stebt,  über 
und  1/r,  ir^nd  wie  zn  verfugen,  femer  den  Betrag  r  oder  den 
Betrag  r,  an  tlie  GrilKge  U  beliebig  bcran  zn  rtickon,  nud  aocli 
die»e  Gritssc  erreichen  zu  liujsen.  Für  die  erste  in  (12)  vor 
kummcndc  Differenz  bewirkt,  nachdem  die  Zahl  q  in  der  ange- 
gebenen Weibe  be»ttnimt  worden  iitt,  die  ntuuerisohe  Abnahme 
vun  h  und  A,  bei  der  r,  gegen  r  und  i/',  gegen  rf>  genähert  wird. 
doMH  der  reelle  und  im:iginäre  Theil  beliebig  klein  wcrdeu. 
f^  nähert  sich  daher  oNch  unter  den  gegenwärtig  hesäeknetm 
Vorauasftzungm  der  rpcJh  und  der  inrngitiärc  Theü  der  Differetts 
(12)  der  NuU,  vnd  fvhßirh  ist  die  unaullich  ausgedehnte  Suttme 
(10)  für  alle  complexen  (J rossen  x-i-iy,  deren  Jietrag  r  kleiner  als 
die  (irössfi  It  ist  und  auch  der  Grosse  R  gleich  werden  darf, 
nnt'  steige  Fufirtion  vnn  ;/  +?y.  Der  zugeordnete  Punkt  der 
Ebene  x  +  iy  darf  dann  alle  Oener  inncrbulb  dca  Kreises  ein- 
nehmen, der  nm  den  Nailpnnkt  mit  dem  Radius  R  be«cbriebci 
ist,  die  Krci^jieripbcrie  eingeschlossen. 

Man   hat   häufige   Veranlassang,   solche   Poteuzreihcn 
untersuchen,   bei   denen   die  CocfßcicDtcn  von  einer  bc^om 
veräiKlerlicben    Grosse  abhängen.    Es   seien  die  redien 
cienien  i„,  fi,....    dar  Reihe  (10)    als  Funcfioneti    einer 
Variable  w  für   ein    geivisscs  Intervall   derselben  gegeben,  a 
zwar  als  stetige  F)iiicti(men  von  w.    Demgeniiiss  bezeichnen  wir] 
6„,  fi,, . . .  rcBpective  mit  h^  (tu),  fij  (w), . . .  und  setzen 

(16)  fi,(a:  +  iy,iü)=ft,(w)+ t, («?)(» +  iy)+6,tw)(a;  +  i»«  +  .., 

+  B,(«-)Cx  +  iy)'. 
Die  Fnntitionen  h^A»>),h^(w),. . .  sollen  so  beschafTcn  sein,  da« 
für   alle   vorkommenden  Werthe  der  Variable   w   die  absolutea 
Werthe  der  mit  der  positiven  Grösse  R  gebildeten  Ausdrucke 

bjtc),  b,<w)R,  b^Uv)R%... 
numerisch   unter  einer  und  derselben  testen  GrttBsc  ^  bleibeoi 


5  loa 


Sifltigkeit. 


«n 


DAnn   lehrt  der  Beweis  des  im  vorigen  §  betindlicbcn  Satzes 

(III),  (lasR  die  Differens 

(17)  s,^,  (x  +  »y,  w)  —  s^(x+i  j*,») 

fiir  jede  comple^e  Orönse  x-hltf,  liercn  Jitrtrag  r  lieiiter  als  R 
ist.  und  ßr  Jedm  vorkommendm  Werfh  dtr  VariabU:  w  in  ilireiii 
reellen  and  ihrem  imaginäron  Tbcil  (IrösHen  enthält,  die  naaie- 
risdi   kleiner   sind    nie    der  beliebig   zu   vcrklciucrnde  Wertb 


Aus  diesem  Gnindc  i^t  die  unendlich  ausgedehnte  Itähc 


I  — 


R 


(IR*)  ftlr  die  crwäbnlOD  VoratiKHcLzuDgeii  conrcrgetU.  Das»  sie 
tfiMc  stftif/e  Function  der  cmnpUxcn  Grösse  x  +  itf  darateUt»  folgt 
aus  dem  Vorhergehomlen.  Wir  werden  jetzt  noeli  den  Nachweis 
hinzufügen,  diiss  ihr  reeller  und  imaginärer  Thcil  suyhAch  8teii{fe 
funcHoncn  der  Variable  tc  sind. 

Wenn   man    mit   einem   von  w  verHchiedenen  KnIäKsigen 
Werihe  u>  +  l  die  Differenz 

bildet,  80  liegt  ihr  reeller  und   imaginärer  Tboil  ebenfalls  nu- 

r 


merisch  anter  der  Grösse 


Nan  hat  man  llir  eine  DifTe- 


1  — 


B 


renz  Ä^,_(x+ ly,  w  +  f)  —  s^+,(ic  +  ty,  lo)  wieder  den  Ausdruck 


«„     (^  +  •>»  w'  +  0 —  K  (^  +  ifj>  tc) 


— («,+r  (^  +  »>'  «■)      — «,  (^  +  «y.  '"))• 

Die  beiden  letzten  hier  autltrctcndcn  Differenzen  erteilen  die 
Forderong,  dass  ibr  reeller  und  imaginärer  Theil  ttlr  eine  ge- 
nügend groshc  Zahl  q  numerisch  beliehig  klein  werden.  Wofern 
von  der  cratcu  Differenz.  Oir  die  Voraussetz  au  g,  dass  der  Wertb 
l  sich  beständig  der  Null  nähert,  dasselbe  gezeigt  werden  kann, 
so  gilt  dicH  nach  einem  mebrfnch  benutzten  Sc^hlusoe  auch  tllr 
die  in  (19)  dargestellte  Diftcrcnz 

«-*e.(^  +  »y."'  +  0— ««+((«  +  •>»«'). 


"«+(> 


9*1' 


m 


SleU^kott. 


nnd   die  aus^esprm'.hene  Behauptunf;  Ut  gerecht  fertigt.    FQbiti 
man  die  crwHhntc  t^nttc  Differenz  folgen dermaitseii  aus 
(20)    s,(aj  +  iy,w  +  0-«,(^  +  »y) 

=  (&,(«.  +  /) -6,(11-))  +  (6,  fw  +  i) -fi.  (w))  (x+i*)  +  ..J 

so   «icht   m&n,  das»  jede  der  DifTcrenzen  b^{te  +  t)  —  b,  (ir), 
ft,(tP  +  /)  — fe,(w), . . .   ftlr  die  Voraossetzong,   das»  der  Werth  I 
»icb  beständig  der  Null  nähert,  bcliehig  klein  werden  moü«,  weil 
die  Coefficicntcii  l^  (w),  h ,  (tf ), . . .  stetige  Fanctioucn  der  Variabl«) 
w  Bind.    Dnrch  die  vorher  getroffene  Wahl  ist  die  Zahl  q  be- 
Btinimt;  doshalb  wird  auch  der  reelle  und  der  imaginäre  Theilj 
der  reehtcii  Seite  von  (20),    wo  jc<lo  der  {q+  \)  DifferenKen  in* 
eine  bestimmte  Potenz  der  coinplexcn  Grösse  (a:+  iy)  mnltipli- 
eirt  i8t,  hei  abnchmeudeni  l  beliehig  klein.    Das  aber  sollte  bfr-J 
wiesen  werden. 


glOO.    Addition,  Sabtraotlon  und  Knlttpllotitlon  von 
uneDdlloliaii  SoniBiMk. 

Die  EigeuBchnt)  der  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  OrUsaeo] 
ge,bildeten  Summen,  nach  einfachen  Vorschriften  addirt,  *»nbtri 
hirt  und  muUiplieirt  werden  zu  können,  läi^t  sieb  unter  geeignet 
Moditicationcn  auf  nneudlichc  Summen  (Ibcrtragcn.    E^  sei,  wie' 
in  J5  105,  eine  Reihe  Ton  reellen  (irüssen  gegeben  c„  c,,  c, 
und  die  aas  denselben  gebildete  Snmmo 
(l)  J,  —  c,  +  c,+c,+...c^ 

convergire  bei  unendlicher  Ausdehnung;  es  sei  femer  eine  zweite 
Reihe  von  reellen  Gr(l«80n  gegeben  c\,  c\,  c\, . .  ,j  und  die  au«^ 
dcn8elb(^n  gebildete  Sumnie 

convergire  ebenfalls  bei  nncndlicber  Ausdebniing.  Alsdann  ver« 
urHaebt  die  Anweudnng  der  Operationen  des  Addireus  und  de« 
Subtrahtreus  keine  ticbwierigkeit.  Wenn  man  durch  AddUvM 
der  ghicftstdligm  Glieder  der  beiden  g^ebenen  Hethm  mm 
tunte  Reihe 

(3)  Co +CV  C, -HC*.,  c, +*?'„.. . 

wui  durch  Sitbiradion  der  gXeichädligen  Glieder  der  heidm  ff»- 
^efrenai  Reihen  eine  »weite  neue  Reihe 


8  IM 


Addition  ond  Suliiractioo  von  unondlicbDii  Summuii. 
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(4)  Co— c'„  c, — e'i,  c,  — c'„... 

Aenwrfcri»«/^,  w  convergirt  sowohl  die  Smnme  der  Heike  (3)  iük- 
aucA  die  Summe  der  Ucihe  (4).  und  swar  ist  dtr  Urmzwerth  der 
erstem  gleich  der  Sumnie  des  Grctuwerthn's  von  s  und  des  Grats- 
wcrtJtes  von  «'^,  ferner  der  Orenewerth  der  letztem  gleich  der 
DifferenSf  die  durch  Subtraction  des  Grenzwcrthes  d^r  Suttime  s' 
von  d'tn  Grenswcrthe  der  Sumtuß  s   crhalteti  wird. 

Sobald  man  fUr  eine  bcitehig  {;e(?ubene  kleine  Grösse  w 
die  Zahl  7  so  gross  wiLliIt,  dasB  sowohl  <Iic  Piffcronz  *,+j— *- 
wie  auch  die  Diffcrcn»  *',+,—  *',  fö«*  jeden  Wcrth  der  Zaiil  t 
DQmerisch  kleiner  bleibt  als  o),  was  nach  den  getroffenen  Vor- 
auKsct7,iii]gcii  iit<)glich  iBt,  so  wird  sowohl  der  uunicri»clic  Wcrth 
des  Ausdruckes 


fl+ 


-*.+*',-K-*; 


(5) 

wie  aueli  der  numerieche  Werth  des  Ausdrucke« 

numerisch  kleiner  als  2m,   mithin    beliebig  klein  bleiben.      Die 

Summe  der  Ueihe  (3)  und  der  Ucihe  (4)  werde  j'olf^ndermaiwen 

bezeichnet 

(3*)  8^^  c„+  &„+  Ci  +  c*,  +  . .  .+c,+  e\, 

dann  gelten  die  Oleichung'en 
(5)  'S,  «*,+  «', 

(«)  D^^s^-s'^, 

nnd  der  Anadmck  (5)  ftllit  mit  der  DifferiMiz  S^_^^,—  S^,  der  Aas- 
druck  {G)  mit  der  Differenz  D  ^^  D  zusammen.  Daher  (!on- 
veiprl  sowold  die  Summe  S,^  wie  auch  ilic  Summe  D^  bei  un- 
endlicher AoHdehnunf^,  und  venortge  der  GleithnnRen  (5)  und  (G) 
entsteht  der  Greczwertb  von  S  durch  Addltiou,  hiugcgcn  der 
Grenzwerth  von  I)^  durch  Subtraction  aus  <Len  Grcnzwcrthen  von 
j»^  und  s'^,  wie  behauptet  worden  war. 

Die  Ausdehnung  der  Multiplieation  auf  zwei  unendliche 
Sammen  erfolgt  dadurch,  dass  vermittelst  der  Glieder Co,c,,c,,... 
der  ersten  Reihe  nnd  der  Glieder  c',,  «*„  C,,..  der  zweiten  Reihe 
die  folgende  Reihe  von  Grü»sen  dargestellt  wird, 


Muhiplicatioa  vod  unendlicli«a  Summen. 


f  »9. 


daK   fillicd   g^  ist  ein  Aggregat   aller   derjenigen  Prudacte 

c'mciu  Glicdo  der  ersten  and  ciitem  Glicdc  der  xweiten  Reihe, 
hol  denen  die  Summe  der  beiden  Zeiger  der  Zahl  q  gleich  ist 
Zu  der  Ftedingnng,  datiis  die  Summe  s^  und  die  Suiume  5'  con- 
vcrgiren,  wird  jetzt  uoch  die  Bedingung  /uneugefugt,  rfoss,  wo- 
fern e^,  Ci>  •  •  •  ^^^  alßolutm  Werthe  der  Grössen  c„,  c,, . . .,  ihm^ 
e\t  e',,...  die  ahsohUen  Werihe  der  Grössen  &„,  c\,..  bedeiUenj 
auch  die  Summe 

(8)  P.+^+... 

und  die  Summe 

M  imendlirher  Ausdehnung  conKergtren.  Unter  dieser  VoraHB- 
setmmg  ist  auch  die  unetuüich  ausgedehnte  Sutnme 

(10)  P,=  i7o+?i  +  --+J, 

ctmvergent,   und  ihr  Grenncerth  gleich  dem  Trodud  der  Grow-J 

fc^he  von  s^  wurf  s'^. 

Das  Prodoct  der  Samme  8^  mit  der  BntDme  s'^  (Ur  einea] 
bestimmten  Werth  der  Zahl  q  ist  gleich  der  Summe  aller  Pro- 
dnctc  an»  je  einem  Oliede  der  einen  und  je  einem  Gliedc 
der  andern  Summe.  Man  kann  diese  Producte  so  anordnen, 
daas  diejenigen  zujiamrocngcfaaat  werden,  bei  denen  die  Samroo 
der  hciden  Zeiger  denselben  Werth  hat,  und  zwar  durchläuft 
der  betreffende  Werth  die  Reihe  der  Zahlen  von  0  bis  2q.  Bei 
dem  Werthe  0  erscheint  das  eine  Prodnct  c,  c',  =  po,  bei  dem 
Werthe  l  Hie  Summe  der  beiden  Produetc  c<.c',  +  c,  c'^  =  i;,, 
und  so  fort  bis  zu  dem  Werthe  q,  hei  dem  die  Summe 
fo  "',  +  Cj  c'^,  ••-...  +  c,_i  C,  +  c,  c\  =  17,  auftritt ,  der  in  (7)  ge- 
gebenen Definition  gemitfis.    Von    hier  ab  erscheinen  Summen, 


4 


welche   nur  ciueu  Tbcil  der   in  g^^^^  g^^„ 
Prodnete  umfassen.    Es  findet  sieb 


g^     cuthaltcnen 


I  109. 


Mulliplicftlion  Ton  unoudliobuii  Siiaimfln. 
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k 


Zieht  man  aUc  Ausdiitckc  zaeaniincn,  weli;hc  auf  der  rechten 
Seite  der  vorstehenden  Gleicbuii(|;cn  zu  snbtraliireu  sind,  80  eot- 
steht  filr  den  Uehcrschuijs  der  Suiiiuo 

Py-  ffo  +  9i  +  i/^+    ■  +  ff,  +  ff^^i  +  ■  ■  +  % 
(Iber  Ans  Product  s  3'   die  DarstelluDg 


Hier  sind  die  abt^oluteii  Wcrttic  von  5, 


•v  "i 


g,,.. .  s^  ,  kleJDer 


c 


als  die  Hunime  Po  +  e,  +  ■  •  +  e„_,,  forner  die  absoluten  Werthe 
von  s'j,,  s'„  . . .  a'j_,  kleiner  als  die  Sumnic  q'^  +  q',  +  ■  ■  +e',_i' 
mithin  ist  die  rechte  Seite  von  (11)  numoriacb  kleiner  als  der 
Ausdmt'k,  bei  dem  statt  der  Grüssen  s„,  «,,..  and  *'„  «'j,... 
die  bezeichneten  oberen  Grenzen,  und  statt  der  andern  Factoren 
ihre  absolnten  Werthe  selbst  gesetzt  sind, 
(»3)         (^u  +?,  +  ■•■  +  Vi>  'e',+,  +eVa+  ■■•  "^P'a,) 

+  (e\ + f ',+...  +  ^;_,)  (ß,^,  +  e,^,  + . . .  +  e„). 

Die  Snmnien  (9)  nnd  f9)  sollen  bei  nncndlicher  Ansdcb- 
nnng  ronverjjent  sein  nnd  f^cstatten  deshalb,  vermöge  der  in 
t;  105  aQfp>^tclltcn  Deünition,  die  Zahl  q  so  gross  anzunehmen, 
dass  die  Snmmcn 

e,+,  +  e,+a +  •■■  +  ?„ 

beliebig  kleine  Werthe  erbalten,  während  die  Summen 

Po  +  e,  +  •  ■  ■  +  e^i 
und  ß'^  +  p'^  +  . . .  +  p'^j 

stets  unter  feston  Gri^ssen  enthalten  bleiben.  Aus  diesem  Grunde 
bleibt  der  Wcrth  von  (12)  ebenfalls  beliebig  klein,  mithin  auch 
der  numerische  Wertli  d(,'r  Differenz  l*  —  s  s'^.  Die  tiumme 
P^  ist  daher  bei  unendlicher  Ausdehnuni^  convergcnt,  nnd  ihr 
Grenxwcrlh  stimmt  mit  dem  Produet  der  Grcnzwcrthc  von  s^  nnd 
5'j  ttberein,  wie  behauptet  worden  war. 


OB» 


Mnltiplicotion  voo  unpodliobea  Saaunea. 


§  IW. 


Die  SuDimc  der  Reihe,  wck^he  nach  der  Vorschritl  der 
Glcicliungeii  (7)  an»  zwei  gc^bcncn  Kuilien  ab^'Ieitct  ist,  kann 
auch  dann  coiwvrgcni  sein,  urf^i»  diese  beidni  lieihcn  £Uhv  «m- 
vcrgentc  Summen  htihen,  jedoch  nicht  die  Eiffensclmfl  he^Um,  dasx 
die  altsolutcn  Wcrthe  der  cimdnm  OliaUr  convcrgenic  Summm 
liefern.  Für  die  Voraussctrrmfj ,  dasti  s^,  s'^  u$id  P^  bei  utiend- 
licher  AusiieitHUHff  üfierhaupt  amvergirm,  ijili  aber  der  Sattj  dass 
der  Grenewerth  der  unendlich  auegedehtUen  Summe  P  gleich  tlem 
Prodiict  der  Grenneerifte  ist,  gegen  wdche  die  tmemüich  aus- 
gedehnic  Stimme  s^  und  die  unendlich  wtsgcdehnfe  Summe  s'^  eon- 
vcrgxren. 

Der  Hewei«  iJUst  sich  vcrmittfilst  der  vorhin  entwickelten 
Eigenüclüifli'n  der  Ptstcnzreihi'u  lielern.  E»  sei  x  eine  unab- 
hängige reelle  variable  (Irrisne,  die  die  Werthc  von  der  Null 
bis  zu  der  positiven  Rinhcit  durehlänft.  Mit  derselben  werden 
die  Poienzrcihen 

(13)  c^+c,  Ä  +  c,  X*  +..., 

(14)  c'„  +  c',a:  +  c',j:'  +  ... 

(rebildet,  ans  diesen  cntülclit  durcli  Anwendnnp;  des  in  den 
Gtciehtingcu  (7)  angegebeucü  MultiplicalioDsverlabreDD  dit;  I'o- 
tcnzrcilie 

In  der  VorausHctzung,  dass  die  Summen  «^,  s'^  und  P^  bei  an- 
eiidliubcrAuHdcbiiiingconverf^ircn,  ist  nach  g  105  die  Bodingiing 


mit  enthalten,  da«8  sowohl  die  Grössen  c..  e^ 


wie  auch  die 


OrüHsen  c'„,  c' 


wie  auch  die  Grüascn  i;«,^?,,.-.  ihrem  ab- 


Boluten  Wcrtho  nach  stets  unter  einer  testen  Grösse  bleiben. 
Daher  crgiübt  sich  aus  dem  Satze  (111)  des  §  107  bei  der  An- 
nahme R^=\,  da88  ftir  jeden  positiven  unter  der  Einheit  be- 
(tiidtichcn  Wcrth  der  Variable  x  sowohl  die  Summe  (13)  wie 
auch  die  Summe  (14)  coDvcrgli'CD,  und  das»  ttlr  den  gleieben 
Dmfang  der  Variable  x  auch  die  mit  den  absoluten  Werthen  der 
einzelnen  Glieder  gebildeten  Summen 
(13')  e,  -fp,  ar+c,  a:'+..., 

(14*)  e'„4-p'.:r  +  p',*'+... 

convcrgiren.    In  Folge  des   zuletzt  bewiesenen  Sattes   ist  alw 
Itlr  die  Vornui^sctzuiig  Q<.x<il  der  Grcnzwcrtb  der  oouvergcD- 


S  109. 


Holtiplioation  tod  aniuidliclieD  SutnmML 


tonSnmme(l5)  gleich  dem  Trodact  des  Grenzwerthcs  der  Summe 
(13)  aml  de«  Grenz wertlieö  der.Sunimc  (XA).  Nnn  lelart  uos  Uio 
im  vorif^en  !}  mit  der  Summe  (4)  aii<;»8tellte  BctrHcbtan^,  indem 
der  Werth  x=  1  angcnommoD  wird,  dase  die  Summe  einer 
nach  den  positiron  Potenxen  der  Variable  J^  geordneten  Keilte, 
die  nir  alle  Werthe  von  x  =  0  bis  ;c=l,  den  tetztern  Wertli 
eingesclilosscn,  ctmvcrpirt,  eine  Function  der  Variable  x  darstellt, 
die  für  diesen  ganzen  Bereich  der  Variable  z,  denWertha!=l 
tiingesclilosBCD,  stetig  ist.  Weil  also  die  Summen  s^,  s'^  und  P^ 
convei^nt  sind,  Rn  drüekon  snwobi  die  Summe  (13)  wie  aacih 
die  Summe  (14),  wie  aucb  die  Summe  fl5)  Fuuetiooen  der  Va- 
riable X  auK,  die  für  alle  Werthe  der  Variable  x  voq  Null  an 
bis  zu  der  Einheit,  diese  aelhut  eingeschlosBcn,  vollständig  bc- 
,Btimmt  uud  stetig  sind.  Da  ferner  festgestellt  ist.  dass  für  einen 
jeden  unter  der  Einheit  liegenden  Werth  von  x  der  Grcnzwerth 
der  Summe  (15)  gleich  dem  Produet  des  Orenzwerthes  der  Summe 

(13)  uud  des  Greuzwcrthca  der  Summe  (14)  ist,  uud  da  jeder 
dieser  Grenzwerthc  «ieli  stetig  verhJilt,  da«  heisst,  nich  um  be- 
liebig wenig  ilndert,  sobald  die  Variable  x  von  einem  beliebig 
wenig  unter  der  Einheit  liegenden  Wcrtbc  äu  der  Einheit  selbst 
llbergelit,  so  gilt  die  abgeleitete  Gleichung  auch  ftlr  die  Voraus- 
fictzung,  dass  der  Werth  x  gleich  der  Einheit  selbst  wird,  wo- 
durch sieh  die  Summe  (13)  in  den  Grouzwcrth  von  s  ,  die  Summe 

(14)  in  den  Grenzwcrtb  von  s'^,  die  Summe  (15)  in  den  Greox- 
wertb  von  P^  verwandelt;  mithin  ist  der  Grcnzwerth  der  Summe 
P^  gleich  dem  Produet  der  Grenzwcrthe  der  Summe  s^  und  der 
Summe  «Y    Das  aber  sollte  bewiesen  werden. 

Reiben,  deren  Glieder  eomplexo  Grössen  sind  und  deren 
Summen  bei  nncndliclior  Ausdehnung  cotivergireu,  küuncn  io 
entsprechender  Weise  durch  AdiÜtiou,  Subtraction  und  Multi- 
pliraticn  verbunden  werden,  und  ans  den  eo  eben  IHr  Keihen 
mit  reellen  Gliedern  bewiesenen  Sätzen  folgen  i^r  jene  Reihen 
giciebartige  Sätze.  Man  habe,  indem  in  ilen  einzelnen  Gliedern 
von  zwei  gegebenen  Reihen  das  Reelle  vom  Imagiuären  ge- 
trennt wird, 

(16)  *,  =  (c,  +  »rf„)  +  (c,  +  id,)+  .. .  +(c^-H'<i,), 

(17)  »•=(c',-f,Vj+(c'.  +  «d',)+. ..+(.:' +id'V 


UQ 


Multiptiüatiuo  vod  uuendliclioii  Summca. 


^  109. 


dann  hcdarf  die  Anwendung  der  Addition  nnd  der  SubtrartJon 
keiner  Krortcrung.  Für  die  Anwendung  der  MuItiplieatiQU  folgt 
aus  dem  Schema  der  Citeicliangen  (7)  das  äcbema 

ml 

'  +(c,-».td,)(c'„+id'J. 

Hier  Ucrert   die  Trennimgr   des  RecUcn   vom  Imaginären 
die  Relationen 
(19)  r/^  =  c„c',  +  ...  +  C,c'.-frf„d\  +  ...  +  d,r2'.), 

(2U)       A,  =  c„d;+  ...  +  c,d'.  +  (rf,  e',  + ...  +  d,o. 

Üa  alfto  jede  Grt'^KHe  g^  gleich  der  Differenz  von  zwei  Atu* 
drücken  und  jede  Qräase  h^  gleich  der  Somme  von  zwei  andern 
Ausdrucken  ist,  welelic  vier  Ausdrucke  nach  einander  entetc- 
hcn^  indem  daä  Multiplieationfiivärrahren  auf  die  Coinbination 
von  jeder  der  Ijcidcn  in  &■  entliaUeiieu  reollen  Reihen  c„+c,  +  . .. 
und  d^4-d,+  . . .  mit  jeder  der  beiden  in  s'^  enthaltenen  reellen 

Reihen  c\  +  c', +  .. .  und  d',  +  d\ +...  angewendet  wird,  m 
leuchtet  ein,  dass,  wenn  die  reellen  Theilc  der  Glieder  von  s^ 
und  die  imaginUren  Theile  der  Glieder  von  s^,  absolut  genom- 
men, convcrgcntc  Samiucn  tiefem  and  wenn  lUr  s'^  dasselbe 
gilt,  die  -Snmme  {g„-i-ihj  +  {ff, +ih,)+  . ..  bei  nnendHcher 
Ausdcbiiung  couvergirt  und  gleich  dem  Prodoct  der  Gronzwertbc 
von  s^  und  s'^  sein  muss.  Ebenso  Ubcraeugt  man  sich  durch 
eine  Betrachtung,  wie  sie  vorhin  flir  reelle  Reihen  benutzt  worden 
ist,  dass,  wenn  s^,  s"^  und  die  Summe  {g„  +  i\)  +  (y,  +  tÄ,)  +  . . . 
T>ei  nnemUicber  AnKdehnung  convei^ren,  der  Grenzwerth  der 
letztem  .Snuinie  uotbwcndig  gleich  dem  Prodacle  der  Greu«- 
wertbc  von  s,  und  s'    ist. 

Wenn  bei  einer  Reibe  von  eomplexcn  Grössen  sowold  die 
Summo  der  reellen  Theile,  absolut  genommen,  wie  auch  die 
Summe  der  imaginären  Theile,  absolut  genommen,  convcrgirt, 
so  couvergirt  auch  die  änmme  der  absoluten  Fleträge  der  eiu- 
2clucu  Glieder,  und  wenn  die  lotztgcnaonto  Summe  couTorgirt, 
HO  cwnvergirt  auch  jede  der  beiden  zuerst  genannten  tinmmcn. 


I 


lÖT  RffonHichen  dar  ujnvepgeiiB  Ton  Prodwäöit. 

Diese  Thatsacbe  hat  io  dem  Umstamle  ibreti  ürond,  das«  bei 
Jeder  coinplexeu  Grosse  e  +  äi  tlcr  al)»<oliitc  Betrag  l/c*  +  (i* 
kleiner  oder  lilvelistcnH  ebenso  f^ros»  ist  wie  die  Kuintue  der  ab- 
solaten  Wertbe  der  Grrtsse  r  und  der  GröUHe  rf,  nnd  das«  der 
absolute  Werlb  tud  jeder  dieser  leUteni  kleiner  oder  biJelmtcus 
ebenso  gross   Ist  wie  der  Betrag  \^c*  +  d*, 

%  110.   K«iuisttlohftii  für  die  GoBTers;«»  tiBttndlloher  Produote. 

Fllr  die  anendliclicu  l'roducte,  deren  Convcrgeuz  jetzt 
nnterauoht  werden  tioll,  wird  vorausgesetzt,  da»^,  naiilideni  ibre 
Factoren  k^,  Ä:,,. . .  in  die  Gestalt  gesetzt  sind 

die  reellen  Grüssen  c„,  e,, . . .  von  ciueni  bestimmten  Zeiger  ab 
siinimtlirb  entweder  djis  ponitive  Vorzeicbcn  oder  das  negative 
VorKciclicn  helialtcn  und  numerisch  kleiner  als  die  Kinbcit 
bleiben.  Dass  eine  der  Grössen  li„,k,,  ..  gloic^U  Null  sei,  ist 
»übou  l>ei  der  Dutiuitioii  (II)  in  §  100  autigesubIoK»en.  Uiiter 
dieiien  Be^tebrUn klingen  gelten  die  folgenden  Sätze: 

(1)  Wenn  die  ans  den  (rrössen  e„,  e,,  . . .  ffeftildeie  Summr 
bri  unettdiicfter  Ausdehnung  fofivurffirl,  so  conveiffirt  auch  bei  un- 
emUicher  Ausdehnung  das Product  p^  =  i\  +«,)(!  +e,) . ..  (I  +fl,j 
ffegen  einen  f&tten  von  der  Null  verschiedenen  (iretistvnih. 

(lll  Wenn  die  fTrHasm  «„,  ^i)---  *'"**  ^nir  bestimmten 
Sidlc  alt  sämmllich  positiv  sind,  und  die  aus  denselben  yeinldetp. 
Summe  bei  unendlicher  Atmlehmmg  über  jede  positive  Grösse 
hinaus  sunimmt,  so  uwh.'d  auch  der  numerische  Werth  des  Pro- 
ÄMf^s  p^  — (I +6^,)(1 +cj  . ..  (1 -t-«^)  bei  unentUicher  Ausdeh- 
nung über  jedes  Mass. 

(III)  Wenn  die  Grössen  e«, «,,...  von  einer  bestimmten 
Stdle  ab  sünmifiirh  negativ  sind,  und  die  aus  densdhn  gebildete 
Stimme  bet  uneniüicher  Ausdehnung  numerisch  ohne  J-jmie  wüelist, 
90  eonverffirt  das  l^aduct  p,  =  (l  +  «g)Cl +ö|)-*'0 +c,)  W 
unendlirher  Ausdehnung  gegen  den  GrctirwtTth  Null. 

Wir  erörtern  zuerst  die  Anuabmc,  dass  die  Gnlssen  e^,  ?„  . . . 
von  einem  bestiiinnten  Zeiger  ab  sämmilich  negativ  seien   und 


Mft  KenniAiclien  d«r  CooTergenz  von  Productao.  §  11( 

drücken  dieselben  beziehungsweiiie  doreb  die  absolnten  WertUe 
JL',,  ii', , . . .  ans,  die  nnter  der  Einheit  liegen.  Dann  (o\^  ver- 
mt)(^  einer  Belraolituug,  wolclic  der  scbon  in  §  19  aogcwcnde* 
tcu  ähnlich  ist,  danä,  wenn  q  gri)S8er  ist  al«  jener  Zeiger,  das 
Froduct  von  zwei  Faotoren 

{1  -  ■^;..)  (> -E„J=  1 -i:,,.  - -B,^, +  /?,,.  £,^, 

einen  grü^^gcm  Werth  hat,  als  1  —  £j^,  —  £^^,.  Es  sei  die 
Snmme  IC^^^  +  E^^^  +  . . .  +  £^^,  flir  jeden  Werth  der  Zahl  i 
gleich  einer  unter  der  Einheit  liegenden  Ortisse,  so  ist  zunächst 
£^^, +  £^2<:1;  das  Verfahren  kann  nun  auf  das  Product 
(1  —  £  ,  —  -^',^.5)  (1  —  J^„+:)  augewendet  nnd  fortgesetzt  werden, 
und  »eine  Wiederholung  ergicbt  die  Ungleichheit 

Bei  der  Vorauasetzang  des  Satzes  (I),  dasa  die  unendlich» 
Sanimc  f;„  +  c,  -i- . . .  convergirc,  läset  sich  die  Zahl  q  so  gross 
annehmen,  das«  die  Hummc  £^^,  +  /i-^^j-f-  -  ■  -  +  £',+,  nicht  nur 
kleiner  als  die  Einheit,   sondern  anch  kleiner  als  eine  beliebig      ^ 
kleine  gegebene  Grösse  m  bleibt.     Das  auf  der  linken  Heits^H 

von  (2)  beßndlicbe  rroduct,   welches  mit  dem  Auadrackc  -^' 

bezeichnet  werden  darf,  besteht  ans  Unter  positiven  Factoren, 
die  unter  der  Einheit  Hegen,  und  hat  deshalb  selbst  einen  nnter 
der  Einheit  liegenden  Worth.  Dasselbe  ist  aber  gleichzeitig 
griisscr  als  die  Grüsse  1  —  rn,  nnd  weicht  «leebalb  von  der  Ein- 
heit am  weniger  als  um  die  Grösse  m  ab.  Ilieniach  folgt  aus 
der  Voraussetmng  dea  öatüos  (I),  wofern  die  Grössen  c^^,,  «^^j . .  ,^H 

gämtntUfh  negativ  sind,  die  in  §  105  aufgestellte  Bedingung  för^^ 
die  CoDvergenz  des  Prodact»  p^,  und  zwar  ist  der  Grenzwertli 
desselben  von  der  Null  verschieden,  weil  das  mit  einem  be- 
stimmten angenmssen  gewählten  Werthe  der  Zahl  q  gebildete 
Product  /»^  aus  lauter  Faeloren  besteht,  von  denen  kein  ein- 
zelner gleich  Null  ist 

Für   die  Voraussetzung  des  Salzes  CHI),   welche   sich  w 
aussprechen  lUsst,  dass  die  Sanimc 

bei  wachsendem  t  jede  gegebene  Grösse  llbertreffCj  kann  mno. 


RennE«iofaeD  der  Converiren«  TOn  Produetea. 
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da  l— £ 


't+i 


1  + 


Ä' 


ist,  tL8.  f.,  den  rcciproken  Wertli  des 


•+i 


l—E 


iti 


Products  (2)  in  die  Gestalt  bringen 

'')    (-i^)(-i^:r,)-(-.^)- 

In  jedem  der  auftretenden  Factoren  irird  zu  der  Rinbeit 
eine  positive  Grösse  addirt.  Folglich  hriugt  die  obcu  (.Twabnte 
8eblu98wei8c  de»  g  19  unmitt<:lbar  die  Ungleichheit  hervor 

(^>     ('-ii)-('-Ä'-) 


■1  + 


E. 


'i+r 


f+» 


l—£. 


+ 


E. 


>+» 


E. 


Da  niiD  die  Sonune : — ^ 


J5. 


1— R 


"f+i 


1-^. 


+  ...+  - 


»+' 


ans 


lauter  positiven  Gliedern  besteht,  die  grosser  sind  al«  die  be- 
treffenden Glieder  der  Summe  /i'^^,  -f  -£^^.3+  -  •  ■  +■??,+,>  uud  da 
der  Wcrth  der  letztem  mit  der  Zahl  /  Über  jedes  Mass  blnans 
wächst,  80  hat  um  ■«(>  mehr  die  entere  und  gewiss  das  Prodnot 
auf  der  linken  Seite  von  (4)  diese  Etgenschafi  UusselUe  mt 
gleich  dein    in   die   Kiiibeit  dlvidirteii   Wcrtbc    des  Quotienten 


-'-',  das  ist  gleich  dem  Quotienten  — '- 


das  endlose  Wachsen 


dcsi^clbcD  bewirkt  aber,  dass  das  Produet  p^^^  gegen  die  Null 
convergiren  mass,  womit  der  Satz  (III)  bewiesen  ist. 

Es  bleibt  jetzt  die  Diseutision  der  zweiten  AnnabmCj  nach 
welcher  die  Grössen  €,,e^,...  von  einem  bestimmten  Zeiger  ab 
sämmilich  positiv  sein  sollen.    Das  Product 

bei  dem  wieder  q  griigser  ist  als  der  IhetrefTende  Zeiger,  ent- 
hält alsdiinn  laut«r  positive  Factoren,  die  llbor  der  Kinheit 
liegen,  uud  hat  deshalb  ebenfalls  einen  positiven  Ul>er  der  Ein- 
heit liegenden  Wcrth.     Mit  HliUc  der  Umformung 


i  +  ^...= 


. 


»+I 


6U 


Itttm^idoheii  dar  CottTWgmi  von  ProditotaD. 


die  aur  alle  FaL'torco  zu  tibertm^^cn  \»tj    erhält  der  reciproke 
Wertb  dea  Products  (5)  den  AusMlruek 


(6) 


In  jedem  Factor  wird  von  der  Einheit  eine  positive  mit 
der  Einheit  befindliche  GHisse  atgezogen,   und   dabei  hat 
Hnmnie 


"t+i 


I  +«„ 


+ 


"«+» 


l  +  «„ 


"  +  ...+ 


!i±L 


einen  kleinern  Werth  als  die  Summe 


1+«, 


1+* 


+  € 


t-t-r 


welche^  sobald  die  VorAURttetzuug  des  Satze«  (I)  in  Kmh  trit 
fUr  cincu  biureichend  grossen  Wcrth  von  q  bei  jedem  Wcrtlic^ 
der  Zahl  t  kleiner  gemacht  werden  kann  alH  eine  beliebig 
kUMiie  gegßl>ene  Orüsse  w.  Unter  dor  Vor-msset/ung  des  Satzes  (I) 
findet  daher  alles,  was  vorhin  in  Itetrcff  des  l'roducts  (2)  navh- 
gcwicitßD  tat,  anf  das  IVotluct  (G)  Anwendung,  das  heisat,  der 
Wertb  des  letztem  bleibt  bei  der  Über  die  Zahl  q  gelrofTcuen 
VerllUgUDg  stets  grSfiscr  als  der  Wcrth   l  —«}.     Mithin   bleibt 

das  Pmdnct  (5),  welches  gleich  dem  Quotienten     '-'  und  gleich 

Pf 
dem  reciproken  Wertbe   des  l'rodncts  (6)  ist,  stets  kleiner  al 
1 


der  Wertb 


l  — w 


Da  uuu  nach  einer  eben  gemachten  Bemer- 


and  autcrscheidet  sich 


kung  der  Quotient    ^^'  grösser  als  die  Einheit  ist,  so  Hegt  dt 

selbe  zwischen  den  Grenzen  1  nnd  , , 

deshalb  fllr  einen  beliebig  kleinen  Wcrth  der  GrCasc  tu  von  der 
Einheit  um  beliebig  wenig.  Also  ist  gegenwärtig  ans  der  Vor- 
auMjCtiung  des  Sat»«  (I),   w(^em  die  Gröe^en   c^^,,  e^^,,  .  .  . 

stimtntlich  positiv  sind,  die  Convergtiiz  des  ProductB  p,  abga- 
leitet,  während  der  Gremwcrth  aus  demselben  Grande,  der  oben 
bezeichnet  ist,  nicht  die  Nnll  sein  kann. 

Die    Voranasetznng    des    Satzes   (H).   dass    die    f^innie 
«...+  ...-(-  e...  bei  stet«  zimehmeodeoi  t  jede  g^cbene 


-<+i 


"*+* 


9*1 


§  in. 


Anwenctangoh. 


ur> 


Grn»tc  llbcrechreitet,  hat  zur  Folge,  (lni5B  das  Prociuct  (5)  eltcn- 
falU  Ul)er  jedes  Mnss  hinaus  wilch^l,  weil  tmcb  dem  wiederholt 
benut7.teu  Motiv  fiir  das  letztere  Product  die  Ungleichheit 
(7)    (l+e,.,)(l+c,,.^..(l+c, 


"•!*'■ 


I-i-Vi+Va+ 


+  e 


,+  » 


bestellt.     Auf  diese  Weise   sind  jetzt   die  HUtzc  (I),  (11),  (111) 
vollständig  bewiesen. 

Die  allgemeine  Lehre  von  dcu  unendlichen  Summen  und 
Prodttcten  verfolgen  wir  an  dieser  Ktelle  niebt  weiter,  iniicheii 
aber  darauf  aufmerkt; am,  dafts  eine  Fortj^ctzmig-  des  hier  Mit- 
getheilteu  in  der  AhUandhiuj;  vntifiauss:  ilisquisilionfit  yniu^tUt-s 


(itrra  fKnem  infimtam  \  +  ,  --x+    ,    „       T—rt{  ^  + 
^  1  .>■         l  .2.y  (y+t) 


nnd   in 


der  Abhandlung  von  Weirrstrass:  Uebcr  <Ue.  Theorie  der  anahitiarkm 
Fat'uiUitfiii,  rVfWfl's  Journal  fttr  Mntbematik  lid.  r>l,  pag^.  1  ent- 
halten i»t.  Von  der  letztern  Abbaudlang  rührt  auch  der  Inhalt 
des  gegenwärtigen  §  her. 

%  Ul.    ABwendnngen. 

Die  Summe  der  rcciprokcn  Werthc  der  auf  einander  fol- 
genden natürlichen  Zahlen  bat,  wie  in  §  U>.')  gezeigt  worden 
ist,  die  Ei^^enschaJ't,  bei  waehscuder  Oliederzabl  jede  gegebene 
Grösse  xu  Ubertrcflfen.  Wcnu  man  dagegen  die  auf  einander 
folgeiitk-n  iiatlirliehcn  Zahlen  auf  einen  bc»tinnnten  die  Kinhclt 
HlwrtrefTenden  ETcponcnten  I  +  a  erhebt,  und  dann  die  Suiinne 
derrcvipruken  Wertlie  bildet,  so  cntjjtebt  die  convergente  Summe 


Um  die  Convcrgenz  zu  bewei»en,  tbcilen  wir  die  Znlileu 
in  ähnlicher  Weise  mittelst  der  Potenzen  der  Zahl  Zwei  eiu, 
wie  in  §  105,    fassen  sie  aber  anders  /usaniuicn.     Offenbar  int 

jede  der  zwei  Griiasen  -j^^  und  -^^  kleiner  oder  gleich    -^^„, 

2         1 
mitbin  ihre  Summe  kleiner  als     ,^^=  „-,  jede  der  vier  Grngsen 


6M 


Anwendunf^. 


Oll 


Demnacti  beKteben   fUr  ir^nd  xwei  Z»lilen  X  und  //, 
dcDen  ft  die  grüßserc  ist,  die  Uuglcichiieiten 

l     .     l     .  l  -.  .  1    .    X  .  1 


1  + 


,i+« 


s 


U" 


+  ...+ 


.<i+|.+^+.-.+ 


tii-l| 


4- 


1 


:+...+ 


.+  ...+ 


Auf  der  recbten  Seite  vou  beiden  Ungleicli bellen  befind« 

flieh  f^ometrisclic  Rcitien,  tou  denen  wir  die  7,weitc  durcEi  deu 

Ausdruck  suuiinireu 

1  1 


(4) 


1 


Da  o  eine  feste  gegebene  |M>sitircGr<it«se  bedeutet,  bo  li< 
der  Werth      ^  anter  der  Kinbeit,  und  der  Wertb  (4)  ist  kleii 

6 

als  der  Wertti 


«to 


(ft) 


1  — 


2* 


Za^leiirb   liiiiiii  l>ei  dem  letztem  die  Zahl  k  »n  gross 
wUblt   werden,    das8    derselbe   kleiner   wird   als  Je<le    be1ieb{ 
kleine  gegebene  Grüuse.      Für  einen  solcbcu  "Wertb  der  Tahl  l 
bat  deHhn.lb  die  auf  der  linken  Seite  von  (3]  bclimllicbc  Sui 

klein  z»  werden,  wie  auch  immer  die  Zahl  ft  gewählt  wcrd< 
niir^e.  Die  Zahl  fi  kann  man  aber  so  gros»  »nncbmen,  daiut  Ak 
l*oten7,  2''  grÜHHcr  »usnillt  nis  jede  {^ejccbcne  [cjuize  Zahl  if. 
Weil  alsci  Itci  der  untjegebcucn  Wsibl   der  Zuhl  ).    die   lielifliig 

11 


weit  fortgesetzte  Sonunc 


+ 


+ einen  bcli< 


big  kleinen  Wertb  bcliält,    so    ist    die  unendlich   nii8^edelmte1 
Summe  (1),  bei  der  a  ciuen  festen  imsiliveu  Wertb  bat.  in  der 
Tliat  convergent. 

Vei-mit^e  de8  Umstnudefl,  dann  die  Summe  (1)  ffir  ein 
gebeut^  pQsitivefl  «  eonvergirl,  dagegen  f)lr  tf=0  nicht  w: 


sin. 


AnweDdaagen. 
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gilt,  liefert  uns  die  bctrelTciKlc  Iteilic  HcittEiiele  für  die  drei  im 
vorigen  S  nnfji^stelltfTi  Sätze.  Ks  sei  «  o'ino  lioliolii^c  pnsitivc 
GniRttc,  Hn  haben  die  Glieder  der  durcli  Miilliplieation  mit  n 
entfitcbcndcu  Rcilic 

^    '  »i+f»    0'+*'    ni^ö  t  •  '  • 

ftlr  jedes  positive  a  wie  ouch  fUr  (T=0  die  ResehafTenlicit,  von 
einem  tiOfiinimtcD  Zeiger  ab  kleioer  alfi  die  Kinbcit  niid  posi- 
tiv zn  sein;  ihre  Summe  convcr^irt,  so  lange  <t  ponltir  iRt,  nnd 
converf^irt  nicht  ftlr  a=0.  I>ie  entsprceliende  Ueftchaffeiihoit 
einer  Reihe,  bei  der  die  sÄnimtlielien  Glieder  f^lcieh  den  ncgn 
tivcn  Werthcn  der  rcspcctiven  Glieder  von  (6)  sind,  ergicbt 
fiieli  von  «elbst.  Mithin  folgen  ans  den  drei  Sätzen  des  vorigen  § 
die  [(esiiltnte : 

und  dos  unmdlicJK^  rrorhict\\  -  ji"  „j('  -  ^i+jl^^  ."+X  ■■'*'<' 

rt  ein^  pnsilwe.  Griissfl  und  a  fine  positive  Gi-öxsfi  hfdeutef^  fimd 
txmf^ergtnt,  und  jethr  der  htUlrn  OmurwcrOtr  ist  von  dtr  Null 
verxehiedm. 

Das  unmdUrhr.  ProduH  ||_'iVi_^j/l  -  " j  .  . ., 

eine  positive  Oröase  f/etlettM,  ronvergiri  ffgm  dir  Nnil. 

TMä  unmdlirjy.  Prodtui  /1+-*' j|n-*^\^+ *J  .  . 

eine  positive  Grwtfie  hedrtäd,  tcäcfi-si  ührr  jedes  Mass  hinaus. 


tvo  a 


tPO  tt 


Capitel  II. 

Polciizreiheii  zur  EiitwJckeluiig  voii  riitHlamontnlPU 
Kanctionon  i\^T  AniilyxiK. 

%  112.    Anffitellangr  der  Binomln&lrelhe  nnd  der 
ExponentlalretlLe. 

Nnclidcm  erkannt  w<vnleii  ist,  iIjiks  die  SunHric  einer  un- 
iriidliehcii  nach  den  positiven  l'otenxcn  einer  vcrUiHlcrlit-heti 
Grii«i8e  t£  fortschreitenden  [leihe  eine  Fiinetinn  der  Variabit*  je 
däTEUsfellcn  vermag,  wird  es  wHnschenswertb,   v.ii    bcurtbeileu, 


ß48 


Binomiilrenie  ttnd  ExponmUftlreihe. 


ob  filr  eine  Iw-Htiminte  gegebene  Function  einer  Variable  x  ci 
snlclie  Darstellung  möglich  sei,  und  fiills  diciK:ll>c  möglich 
sie  nu8lUbren  zu  kiinnen.  Allein  die.  Mittel  zu  der  LJVhu 
diefier  allgenieiiieu  Anfgalw  «tehen  gegenwärtig  nicht  in  nnse 
Gewalt  Wir  werden  vielmehr,  indem  wir  eine  lieseliränktc 
Aufgabe  willilcu,  den  umgekehrten  Weg  einschlagen,  und  von 
der  Hetracbtnng  gcwiHJ<er  Potcnxrcibcn,  die  eine  t'nndanienulc 
Bedeutung  in  der  Analyt^iK  gewonnen  haben ,  ausgehend,  die 
Fnni-tioncn  nufsnrhen,  welche  durch  die  Reihen  dai^cstctlt  wer- 
den. An  dieser  Stelle  möge  auch  erwähnt  werden,  dnt^s  häutig, 
wo  von  der  unendlich  auftgcdclmtfin  Summe  einer  Reiht*  gt;- 
H]iroßben  werden  scpII  uud  keine  Verweehttelung  r.a  l>ei)lrc)iten 
ist,  die  uucudlichc  Kcihe  genannt  wird,  und  dms  namcutlieli 
stjitt  dcR  Ausdruckes,  die  nncnillieh  ausgedehnte  Summe  eine 
Reihe  ftci  eonvcrgent,  der  Ausdruck  gchräiichlich  tat,  daK»  d 
iincndlicbe  Kcilie  convergcnt  sei.  ' 

Vor  der  Anstellung  der  ersten  von  den  zu  erörternden  Pi 
lenzreihen  bemerken  wir,   dasä,    nachdem   in  der  neueren  Ana- 
lysis  die  Fomtulirung    mathematischer  »Sittze    durch    Iieotimmtc 
Zeichen   Eingang  gefunden    hat,    der    Forbtchritt    »ehr    hUulig 
mit  der  Frage  zng.iramcnb;lngt,   ob    ein   unter  einer  bestimmt 
Vnrausselzung  abgeleiteter  Satz  noch  gttliig  bleibe,  wofern  eini 
in  dem  Aiisdrui^ke  don  äalzcs  vorknuimeuden  Zeichen  eine  Bc- 
deutnng  beigelegt  wird,  die  in  der  ursprünglichen  Voranssotzii 
nicht  enthalten  ist 

In  g  46  ist  die  EntwicJcclntnj  einer  beliebigen  posUiven  gart- 
gm  Votms  ciw:s  Binoms,  oder  der  binomitchc  Lehrsati  a))gcleitcl. 
und  später  vielfach  benutzt  worden.  Für  die  positive  gan/x 
»te  Potenz  des  Binoms  (1  -f  ^)  hat  der  binomische  Lehrsatz  die 
Gestalt 


I 

a- 
..jtc 
ulig     I 
ite^ 


(1) 


^  tt(n-!)(n-2]..(ti-g+l)^,  ^ 


+  s' 


1.2. 3.. .5 

nnd  gilt  in  Bezug  auf  jeden  reellen  oder  comploxcn  Werth  d( 
GrOsse  f.     Die  Coefticieuten  der  auf  einander  folgenden  posit 
ven  Potenzen  der  Grösse  e  sind  unter  <ler  VoraiissetxDng,  welctie 
der  Deductinn   zn  Grunde   liegt,   dsxnn   «   eine   i>ositive   gan» 


Binomiiil  reihe  und  Ri^cnentiaLreihe. 
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Zahl  sei,  gleich  positiven  ganzen  Zahlen,  wie  an  der  crwüliiiten 
tSWllc  licrvur^cboheu  ist.  Die  Ausdrücke  der  auf  einander  (ol- 
gendcu  Cüct'ticicuti:u 

.  u    Hfw— 1)        n(«-l}fii— 2)..(i»  — g+l] 

^•'^       »   l'       1.2    ••   '  1.2.3. ...9 

ttebalten  aber  aorh  iliuiu  einen  bcstininitcn  Sinn,  wenn  ituü 
Zeichen  n  tliv  Btilctäimy  einer  beliebigen  besiimmtttt  reellen  Grösse 
erhält;  sie  werden  raiionale  gmitc  FunciioticH  der  Grösse  n. 
Nur  zeigt  sieb  sogleieh  der  Untori^hiocl,  diiMA  diu  t^roduct 
«(»  —  !){«— 2) ...  tn  —  g+ 1),  welches  dcu  Zilhlcr  nusiuacht, 
iUr  keinen  Wcrth  von  »^  der  nicht  gleich  einer  (wsitiren  g:inzeD 
Zahl  ist,  jemals  gleich  Null  wird,  wahrend  diiKKclhc  t>lr  den 
Fall,  dass  n  gleich  einer  [»ositiveu  gnnzcn  Zahl  ist,  verschwin- 
det, »cliald  die  pusitive  ganze  Zahl  </  dcu  Werth  n+\  oder  irgend 
einen  Wertli  annimmt,  der  griiHser  als  n  +  1  ißt.  Demnacli 
liefern  die  Augdrllcke  (2)  eine  Reihe  von  Grössen,  die  noth- 
wendig  abbricht,  wofern  n  glc{di  einer  x^ositivcn  yatijgcn  ZiJxl  istj 
die  dagegen  öÄMc  Ende  forfschreiifiy  sobaJä  n  nicht  gleich  einer  po- 
ftitiven  gatiscn  Ziüd  tut.  Wenn  man  dalier  niiter  der  Voraussel/.nng, 
das»  n  gleich  einer  beistimmten  rcelicu  Giiisüe,  nber  nicbt  gleich 
eiucr  positiven  ganzen  Zahl  «ei,  die  Ausdrucke  (2)  zu  den  Cocfä- 
cienten  der  auf  einander  folgenden  Potenzen  einer  Grüsse  s 
macht,  HO  entsteht  die  ifts  Unendliche  fortertscUendt:  Iteüte 

welche  die  Binoniialreihe  genannt  wird. 

Newton  hat  djefic  unendliche  Reihe  zuerst  aufgestellt  und 
erkannt,  dass  sie  zu  der  Darstellung  der  Grtls&e  (1+^)"  dienen 
kann.  Den  Beleg  bildet  der  Brief  Newton'»  an  Oldenburg  vom 
13.  Juni  1G7G,  der  in  g  19  angeführt  worden  ist.  Im  FoigendoD 
wird  untersucht  werden,  wann  die  Summe  der  unendliehcn  Rciho 
(3)  couvcrgire,  und  tUr  diese  Voraussetzung  ihr  Werth  bestimmt 
werden. 

Eine  andere  fnodamentale  Reihe  der  Analysis  entsteht  da- 
durch, daäs  in  jedem  oinzoluen  Gtiede  der  Ueihe  (3]  die  Grüsse« 

dnreh   dio  Orösso  —  ersetzt,   and  etatt  jedes  naomchr  crlialtc- 


nen  Cocfficienten  eiucr  Potenz   von  e   der  Grenzwerth  gonom- 


tfiH 
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§  m 


incn  mrd,  dem  sich  der  IwKügltcliü  Cüetticient  lUr  ein  Über  Jedw 
Mobs  biiinu»  wacliseudue  n  iiälieiL      Au»   duo  aul'  einander  fol-i 
geiidou  Gliedern 

wcrdcu,   4la  der  Zähler  des  DDnieri»L'hcn  Bruobcs    soricl  Vmo^ 
tiircii  als  der  TotenKcxponont  Einliciton  enthält,  rcspee-tivc  die 
Ausdrucke 

1  /.      i\  /.      a\       /.     q  — 


(4»)   p 


l- 


(■  :)(-D( 


1.2 


1.2.3. ...ff 


liier  näbcra  sich  die  Brllche 


1    2      ff  — l 


bei  denen  di< 


»    N  n 

ZUhtcr  fiMt  bleiben,  jedoch  der  Kenner  n  Übcv  iedeis  Mastt  bin- 
.-iiix  wiiehKt,  der  Null,  mitliin  nälieni  sich  die  Zähler  der  bei  den 
l*«tenzcii  <lor  UrÖBse  j  auttretciidcn  Coefficicnlen  ääniuitlich  der 
b^iuheit.    Daher  ergiebt  das  mit^ileu  einzelnoit  ('licderu  der  un-' 
CDdlicbeu  lleihc  (3)  ausKuillbrcnde  Verfahren  die  nncndJiche  Reihe 


1+-'  +  ^  +  -^ 
^1  ^1.2      1.2.3 


'^'  *  '  1  '  1.2  ■  1.2.3  ■  •••  '  1.2.  3...  ff 
Sie  heilst  tiie  Kcponctttialreihe.  Eb  eniplichlt  sieb,  die  Ertir- 
teftni^  der  Couvergeuz  nnd  die  WcrthbeKtimmuQg  bei  die 
Reihe  frllher  vnr/.niielmien,  alH  bei  der  Hiuouitidrcihe.  Oic  Ho- 
liuudliiug  wird  sieh  der  Lftitertjuuliuiig  Abd'»  Ul»cr  die  Biiiuuiial- 
reihe  anHehlieHsen,  die  iu  dtjr  GcHaniimtausfcahc  seiner  Werke 
H(L  I,  png.  ßn,  und  in  Crelte'a  Journal  Hlr  Mniliematik  Rd  1,,J 
[cig.  311  orsehieiien  ist,  und  die  Über  die  Theorie  der  Rcihenj 
ein  neuen  Licht  verbreitet  hat 

%.  113.    Untemnohuiig  d«r  EzpotiBiiii«lT«Uie. 

Es  sei  72  ein  beliebiger  IwstimiuLcr  reeller  |Hwiliver  Wcrth.J 
SeUcl  luau  iu  der  in  uutcrbuidtoudeu  Kciho 


(l) 


+• 


+  ... 


1.2. 3... ff 

die  Variable  s  gleich  li,  so  ergiebt  eich  die  Iteihe 


^1  ^1.2^ 


+ 


£r 


*^'         ■ "  1  ■  1.2 1 .2.3...« 

deren  Sonime  bei  uueudlicher  Aiisdchnmig  nach  dem  E^atsc  (U) 


§118. 


ExpoDODtialroihe. 


m1 


de»  g  KKJ  oijpvurgirt  Dio  Glieder  der  (iortigcn  Reihe  (1)  vcr- 
wundelii  sieb  in  die  Glieder  der  vurlicgcndcu,  indem  jede  der 

(irüssen  e^,  c,,...  gleich  dcf  Eiubeit,   ferner  e„  =  I,  e,  =7, 

und  allgemein  e,  ~ gesctat  wird.   Der  Qnotient   '*- 

p 
bekommt  dadurch  den  Wcrth       .;  da  aber  die  GrOsse  H  fest 

HngenoHiiueu  ist,  daj,'egCD  der  Nenner  i+1  mit  wachsender  Zahl  t 

fortdauernd  wÄrhut,  so  nimmt  der  Werth  stets  ab,  und  nä- 

hert  sieb  der  Js'ttll  ala  Gritisc,  wie  ^rms  aucli  iiinncr  clie 
Grüsac  A*  gewühlt  sein  möge.  Weil  nnu  diu  im  iSutzt:  (llj  dea 
§    lOG    be»eiclineto   Saiunic    convergirt,    wofern    der   Quotient 

-^  sieh  einer  unter  der  Einheit  liegenden  Grenze  nähert,  und 

e, 

weil  dicHC  Bedingung  bei  der  obigen  Reihe  (2)  crnUll  ist,  ao 
moss  deren  Summe  convorgcnt  sein. 

Wenn  die  Variable  rgicieb  einer  beliebigen  bcbliaimteu  reellen 
negativen  Grösse  —  li  genommen  wird,  liaiin  <iie  Cupvurgeii/. 
darch  die  gleiclicn  .Schlüsse  bewiesen  werden,  Die  Zurück- 
nihrting  auf  den  Satz  (II)  des  §  106  erfolgt  dadurch,  dass  nuan 
die  durtiguu  GrüHscn  e,,  e,,..  durch  die  Gleicbuugou  «0  =  ^» 
«,  =  — 1,  allgemein  £,=(—1)'  bestimmt.  Die  Glieder  der 
Reihe  haben  jetzt  abwechselnd  das  positive  und  das  negative 
Vorzeichen.  Nimmt  man  die  absoluten  Wcrlhc  der  einzelnen 
Glieder,  so  geht  die  Reihe  hervor,  die  ans  (1)  durch  die  Be- 
slimmnngi'— ß  erhalten  w^urde,  nnd  deren  Convcrgenz  so  eben 
festgestellt  iot.  Die  Suvitne  der  U7i4,-7tdlicfmi  Iteihe  (I)  converißrl 
mUhin  für  jeden  bdieOiytn  bestimnUtm  m-Ucn  Werth  der  Variable 
x,  und  die  Summe  der  absoluten  Werthe  der  cimchtcn  Glieder 
COftvcrgirt-  chmf(dls. 

Wir  Dubutituiron  in  (1)  statt  der  Variable  s  eine  beliebige 
ticstimmte  comidcxc  Grösse  x  +  iy,  wodurch  »ich  (1)  in  die. 
Reihe 


(3) 


'+    i-  +  -~t:2^ +  ■■■■*■  räXTTs-^-- 


verwandelt.   Welche  bestdtnniton  reellen  Werthe  die  in  die  com- 
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plexe  Grösse  x  +  iy  eingebeuden  reellen  GrSsseD  x  und  y  auci 
enipfan^n  nittgen,  »teU  uuwh  der  u)>Ku]nte  Betrag  r=l/j:'+y" 
eine   bcfttiiuiutc  positive  GruUKC  sein,  and  man   kann  dctahalb 
zweifellos  eioc   andere  l)cstiinmte  poshtvo  OrOiMfO  Ti  angclkea, 
welche  grOäscr  ist  aU  die  GrDssc  r.    Uic  äanune  der  Reibe  (2)j 
convergirt  fllr  jeden   bestimmten   positiven    Wcrth    fi,    niitbini 
liegen  die  einzelnen  Glieder  dcrselbcD  natcr  einer  fcäten  Grijsso. 
Dcsbalb  sind   fttr  die   vorliegende  Hciho  (3)  die  Bedingungen 
befriedigt,  welche  der  Satz  (III)  des  §  107  vorscbreibt,  nnd  ihre 
Hummc   convcrgirt.     Die  lieihc  (3)  lesU^l  datmach   die  augye-, 
xmhnete  Eifjenschaßy  für  Jeden   bcUehitfen  fte^iimrtUai  Werth  der\ 
contplcxen  Crrösse  x  +  iy  nne  cottvcrt/entc  Summe  gu  haben. 

Die   auf  einander  folgenden  Glieder  der  Keibc  (3)  Uel'er 

die  absoluten  ßctrSge   1,  r,  -p-  ,  .  a~9}"'i   deren    SunmM 

r         r* 

1  +  Y  +  -r-g  +  . . .  sieb  von  der  Summe  (2)  dem  Wesen  nacl 

nicht  nntcrKcbcidct  und  il^'shalb   fllr  jodcs    hcstimmio  r  convei 
girt.     Fohjlkh   convertjirt  vermi'tge  einer   vm  Schlüsse  des  g  107 
gcmaehteti  Bcnurhtng  mwohl  der  reelle  wie  der  imaginört'  Thcil 
dtir  Samtne  (3)  auch  dann   noch,   tven»   in  jedem  dcrsdhen  tUatt 
der  eineelnen  Glieder  ihre  ahsdufen  Werihe  genommen  werdett. 

In  §  108  ist  nachgewiesen  worden,    dass   die  daselbst  mit 
(10)  bezeichnete  Summe 

3,  ix  +  iy)  =  K+h,  (x  +  iy)  +  &,  (r  +  iyf  +  .  .6,  (x  +  iy)" 
bei  ancndlichcr  AnsdehnuDg  ftir  alle  complcxcn  Grüssen  x+iy, 
deren  absoluter  Betrag  r  kleiner  ist  als  eine  positive  Grtlsee  R, 
eine  stetige  Function  von  x-i-iy  darstellt,  wofern  der  absolate 
Werth  der  sUmmtlichen  Grt^sscn 

best^indig  unter  einer  gewissen  festen  Grösse  liegt  Vorbin  bati 
sich  gezeigt,  dnss  in  Bezog  nuf  die  gegenwärtig  za  dtscutirendc 
Reihe  (!)  ftlr  jede  beliebige  bestimmte  Grösse  Jl  diese  Bedin- 
gung erfUltt  ist  Man  kann  also  bei  jeder  beliebigen  bestimic- 
ten  complexen  Grösse  x  +  iy  eine  bestimmte  reelle  Gb-Osse  S 
za  Hulfe  iiebmcD,  unter  welcher  der  abHolute  Betrag  r  der  GrOese 
x  +  iij   enthalten   ist.     Aus  diesem  Orunde  steUt  die  Reihe  (3)  i 


»poDcnthtrcihe. 
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für  jaicn  hesümmieti  Werth  der  complcxen  Orösse  x  + 1  y  01*10 
slefige  Furu-tion  der  cuntpifxen  Orrksc  x  +  iy  dar.  Diese  Function 
werden  wir  durch  dus  Zeichen  0{x  +  iy)  andeuten,  nnd  inso- 
fern die  conipicxc  Grusso  x  +  ii/  mit  s  notirt  wird,  dorch  das 
Zeichen  a>(r). 

Eine  charaktfristiRche  Eipcnschaft  der  Reihe  (1)  findet  sic-h, 
sohald  man  zwt-i  Iteiiien,  hei  denen  die  Wcrtlic  des  Ar^mcnts 
s  beliebig  gewühlt  sind,  mit  einander  nitdtiplieirt  Werden  zwei 
beliebige  hcstimmtc  reelle  Argumente  s^=x  nnd  r'=a;'  ge- 
nommeu,  so  folgt  naeh  ^  109  aus  dem  vorhin  beryor{;chobenen 
Umstände,  dass  fl3r  beide  Reihen  die  ahwolutcn  VVcrthe  der  ein- 
zelnen Glieder  eonvergeiitc  Summen  liefern,  dfts  Resultat,  daes 
die  Summe  der  durch  die  Multiplit-ation  cr7.cu{;tcn  Reihe  con- 
vcrgirt.  Wenn  zwei  beliebige  bestimmte  eomplexe  Arguinunto 
jr=x-4-iy  und  a'i^x'+iy'  gewählt  werden,  so  ist  nach  dem- 
selben S  a"s  <tcr  vorhin  erwiesenen  Thatwachc,  daas  in  jeder 
der  beiden  Reiben  rowoIiI  die  Glieder  de«  reellen  Theiles  wie 
auch  die  (ilii-ilcr  des  iiiiayiuiiren  Thcilen,  absolnt  genommen, 
convergcnte  Summen  bähen,  tn  sehliesaen,  dass  die  Summe  dor 
durch  die  Multipliratinn  her^'or gebrachten  Reihe  ebenfalls  con- 
vcrgirt.  Die  ftleicbungcn  (7)  des  g  100  geben  Dir  die  (Jlieder 
der  Reihe,  welche  durch  die  Multiplicatiou  der  beiden  Samraen 


..  + 


..+ 


x 


1.2.. .q 

1.2. 3. ..7 


+  ■■, 


+  ... 


ontstcht,  die  Aosdrüekc 

(4)  1,-  +  ^;-, 


a 


2  ■*"  1 


*""' 


I  ■'■  1.2' •■• 


-T-' 


1.2. 8. ..3    »1.2.3..(g— l)  l  "^■"  1.8.8. .(^[—1)  1    '    1.3.3..^ 

Bringt   man    die  Ausdrdekc   beziehungsweise  auf  die  ge- 
meinsamen Nenner  l,  1 .2,  1 .2.3, ...  so  nebnien  sie  die  Uustalt  an 

(5)  h 
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leotialrvib». 


5  "8. 


Hier  fallen  aber  die  in  den  Zählcni  befindlichen  ganzen 
Fnnetiuiiun  vnu  x  tind  x'  veniiiigo  de»»  hiuuuiiitelivn  Lehrsatzes 
mit  ileu  aui'  eiiimulor  loI^eiiiJeu  t;unztii  puijiiiveii  J*uU:uAen 
Aggregate  xf'^x  zuäanimen.    Die  tiaiiimc  der  Ülieder 


C6) 


•       I     '       1.2     '■"  1.2.9...0* 


ist  aber  die  Snmnio  der  Itcihc  (1)  ftlr  das  Ar{;:umcnt  z==X'¥3f.' 
Folglich  bestellt  lllr  die  Saiumc  (1)  oder  für  die  Fouetion  «0(j)' 
die  ülcieLmig 
(7)  0iir)O(T')=0{x+jt^y 

Bei   zwei    beHebigcn   eomplcxcn   Argamenten   jr  =  xH|~»y 
und  «'  =  ar'  +  »y   folgt  durch    die   MuItipliculIoD    der    bdäMt, 
Reihen 

nach  den  Gieiehungcn  (18)  des  g  lOU  eine  Keihc,  deren  Gliedei 

diese  »ind 

/ft\  I  *^+»/ .  *+**   (.«'  +  1/)'  .  (ar'  +  iy)(j+iy)  .  (■ü+iy)* 

Da  der   binurninehc  Lehrsatz   nnidi    die    pwitiven    gaiirxn' 
PoteiixiMi  eines  Aggregat«  aiifidrUckt,  dessen  lle«tandlhrile  irgtuid 
welche  complexc  üri'msen  sind}  so  hat  mau  ftlr  die  aufeinander 
folgenden  Criisi^en  (8)  (dicnfalls  die  DarMlcllong 


i  +  iy+Ä^  +  iy     (^  +  »:^ +  *'+»*')' 
1,  ^  ,  |-j  -,. 


Die  Suuinie  derselben  gebt  aus  der  Summe  (3)  hervor,  ii 
dem  iTian  ,/-  +  iydnr«'h  das  Aj^rcgal  x  + iy  4-a:'+ i'y' erselÄl, 
iiiul  dtislialh  besteht  für  diu  Function  *i>{.c+iy\  welche  durch 
die  äumme  (3)  ausgedruckt  wird,  die  Oleiubung 
(10)  tit{x-¥uj)  0{x'+  iy')=0{x-¥  iy-¥ 3f-^ip% 

Dan  Product  vot^  xtvti  Werihm  der  Function    <D{x+  iy),  dcmtl 

ArtjtoiuytUe  ewci  helictnge  rohtpicxe  Grössen  sind,    ist   also  gldA 

dttnjatiyen  Werthe  derseihcn  Furtcttott,  tkssen  ArffotncrU  tfieüA 
der  Sumtne  jater  beiden  Argumente  ist.    • 
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%  U4.    Forttetxong.   Reibe  mit  T«ell«m  Argrtuuent  stur 
D&Tstellang  der  Exponentlalfunotioii. 


i „^ 

■     ihr  Aij;anicnl   vcrethwiDdct,   gleich   der   positiven    Eiiilieit   r.a 

'      werden.     Wenn  iiiiii)   de«lialb  iü  der  (Ucicliuii^  (7)  des  voripin 

§  die  i-ticilcii  Ar^nnientc  x  uud  x',  und  in  der  Hll|L;ciiiciuekCii  Glei- 

ubuQ^  CIO)  i\e»  vorigeu  SS  die  coraplexen  AriJiinientc  x  +  iy  aud 

1      j:'  +  iij'  m  wühlt,    iladH    dns   betreffende  Aggregat   gleich  NuU 

wird,  so  bckoiniut  mnii  die  Glcichnngcu 

(1)  0  {x)  0(s:)  ^  </>  (0)  =  1, 

(2)  0ix  +  ijf)  0(-a:— iy)=tfUfl)  =  l. 
Da  nun  ein  I'roduct  von  hcAfinuiiten  rcelK^n  und  ein  Prndud 
von  hestiinnilon  e^miplcxcu  Grüsiscn  uoliiwrndig  versrliwindet, 
sühald  einer  seiner  l)uidcii  Faetorcn  gleich  Null  iat,  so  lehren 
die  vurtitchüDdcn  Gleichnngun,  vernvöge  deren  das  I'nHlact  von 
zwei  Functionen  <tHc)  von  ciitgegfngenctztfn  Argunieiiti'n  wtots 
gleich  der  Einheit  ist,  da-ss  die  Fttnrtion  *i'(e)  tvctlcr  für  irgend 
ein  bcstimmks  rvtUcs  Ärtjumcnt  s  —  x  nvch  ßr  irgend  «»  he- 
»timnUvti  Cirtnjilcsüs  Arfßitncni  j=sx  +  iy/  fflfiirJi  Ntdl  tpcrtthi  hann. 
rtlr  ein  reelles  pOMitivcs  Argument  x  tcslchl  die  uneudlicbe 
Sumiuc 


(3) 


«>(,)^.^|^_^ 


+  ... 


ans  lauter  positiven  Cllcdem,  und  hat  dcxhnlh  gewiss  einen 
poKitiveu  Werth.  Weil  aber  das  VurÄcichen  von  xwei  reellen 
GrÖsHcn  duKKelhc  sein  niuss,  claiult  ilai<  Pividuet  positiv  nufli'alle, 
so  Ist  in  Folge  der  Gleichung  (l)  die  Fimttion  '/'U)  aueh  fiJx 
jedes  reelle  negative  Argiiuiont  z——x  gleich  einem  positiven 
Werthc.  Mithin  tiimnü  die  FunHimi  '/>  (z)  für  tdlc  rerlltn  Wfirfhc 
(fcat  ArfftttHetila  z^x-  nur  positive   Wcrflw  an. 

Die  Gleichung  (10)  des  vorigen  §  gestattet,  den  Wcrth  der 
Function  tf>  (x  +  ty)  als  daw  Prodnct  von  /.wci  Wertben  dereelbon 
Function  darzustellen,  wobei  die  eine  Function  das  reelle  Argu- 
ment X,  die  andere  Function  das  rein  iniaginilrc  Argument  iy 
bat^  denn  ans  (10)  folgt  allgemein  die  Gleiobang 
m  0 (x)  0 {i-fj)  =  0 {x  +  itf). 

Mau  kann  de^^halb  zu  einer  voUstandigeu  WcrtbbcstimninDg  der 
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DuttoiluQg  der  ExponeaUalfuDclion. 


S  ili. 


Function  0(x  +  i'y)  gel»Ti;;en,  indem  man  zuerst  den  Werth  der 
Function  ftlr  reelle  Argimicnle,  und  dann  den  Werth  der  Function 
für  rein  ima-^inärc  ArKUiuente  crnuttelt. 

Wir  bcj;innen  mit  dem  ersten  Falle  nwi  sttltzon  nnn  auf] 
die  Gleichung  (7)  den  vorij^en  §,  die  ho  lantct 
(5)  m  (x)  0  ix-)  =  fl>  (x  +  X-). 

Wird   EU   den   beiden    reellen  Argumenten  x.x'  eiu   belietrigHi'' 
drittes  rocllcit  Arf^ment  x"  liin7.ii(^ofI)gt,  so  fnl^  durch  die  wie- 
derboltc  Anwcnddiig  von  (ö)  die  Glcicliung 
(5*)  (lf{x)  W(a')  WU"}  =  ^{x+x''^x"), 

ond  Q»  ist  klnr,  dtwit  dieselho  auf  jede  bcliebii;e  hcstimnite  An- 
zahl von  gcgcbcacn  Argumenten  nusigcdchnt  werden  darf.  Wenn' 
inKbrsnndcre   dieselbe  Function  0ix)  die  Anzald  M  von  Malen 
mit  ttich  8elb8t  luuUiplicirt  wird,  ho  ontütebt  die  Gleichung 

<5**)  {0(x))''=0iMx). 

Ea   eci   nun  das  Arg%onci4  x  gleich   einem  häichigvn  raüomäai^ 

l^FUclm  ^  der  vcnnöye  der  Division  der  positwat  oder  negOtieta^ 

gangen  Zahl  G  durch  die  positive  Zahl  M  vrhaHefi  wird.  Dann 
folgt  aus  (5**)  die  Gleichung 

Die  Function  0(0)  wird,   sobald  G  eine  positive  gansc  Zahl] 
ist,  in  derselben  Weise  durch  die  Gleichung 

(7)  0(G)^i0i\)f' 

bestimmt.  Wenn  G  eine  negative  gair/c  Zahl  ist,  hö  kom" 
Kunitclist  die  Gleichung  «/)(G)  =  (<Pf— 1))  ';  da  aber  nach  {I) 
0^—1)^  {0{+  1))^'  ist,  80  gilt  die  Gleichung  {")  auch  fllr 
die  negative  ganze  Zahl  G.  Mitliiu  fllhrt  in  beiden  Fällen  die 
Vcrbiuduug  vou  (B)  und  (7)  zu  der  Gleichung 


(9) 


(^(^)y-'^ 


=  {0[\]) 


Der  Wcrtb  0  (I),  auf  den  ijicb  Jetzt  die  Aufmerksamkeit  richtet,  ist 
gleich  der  dem  Argument  x^l  entsprechenden  unendlichen  Summe 

1     .      1 


(9) 


a>(i)=i  +  i+-,+^^3^3 


+  ... 


m 
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und  iHjcrtriffl,  du  alle  Qlicder  positiv  sind,  offenlmr  den  Wcrtli 
der  Zahl  Zwei.     DtTacUw  wird  mcistetiB  iiüt  dem  Hiielistjilieii  r; 
liezeicliiiet.    Die  niinierisctie  Beruühiiung  ergiebt  den  Wertb 
(10)  0)  (1)  =  e  =  2,71828182845904523536028  . . . 

Die  Gl(^iehung  (3)  sagt  ans,  ilass  tiieGrimc  ol      l  welche 

riuen  positiven  Wetih  fiaben  nitiss,   weil  nach    tiom  Obiym  0(x) 
für  jedra  reeüe  AryMmpni    nincn  positwm  Werih   annimmi,  nne 
Wurgd  (kr  reinen  GlcirJumy  des  Mteti  Greidcs 

(U)  «"=(0(1))" 

istj  deren  rechte  Seite  ebenfalls  einen  positiven   Wcrth  hat.     Eine 

solche  GIcioImng  liat  nach  g  29  immer  nur  eine  einzige  positive 

Wurzel.   Folglich  ist  die  Grli38c<'/'[   '  J  als  die  einzige  positive 

Wiirecl  der  Gleichung  (II)  vollständig  be»tinimt,  und  wird  ver- 
initteUt  des  in  ^  V.)  ciugutUhrtcu  Gclirauchcs  der  gebroehenen 
Pntonzcxprmontcn  fnl^ondemmsKen  als  eine  I'ntenz  der  priKilivcn, 
die  Einheit  IthcrtrcfTtiiiden  Basis  (/»(l)  =  ß  ausgedruckt 


(12) 


«'(^)=(«'(1))* 


Narhdem  auf  diese  Weise  der  Werth  der  Function  0(x) 
ftlr  jeden  rationalen  Werih  des  Arguments  x  gcfandcn  ist,  er- 
gicht  nich  die  Bestimmung  des  Werthes  der  Function  filr  ein 
helieltiges  irrationales  Argument  .e  mit  Hlllfe  des  Ikgrifftis  der 
Stetigkeit.  Die  Fufidion  */*(.rJ  ist  eufohje  des  vorigen  §  für  jeden 
redte»  Wcrth  des  Arguments  x  eine  stetige  Ftmction  de^s  Argu- 
ments X,  das  heisBt,  der  numerische  Werth  der  DifTerenz  zweier 
Wprihe  der  Function  0(j ■+ A)  —  *(a)  wird  hol  ahndinieudem 
A  bciichig  klein.    Nun  kann  nach  §  2U,  indem  x  an  die  Stj^lle 

ö 
des  Zeichens  G,  und    _,  an  die  Stelle   eines  Bruches  ans  der 

Keihc  /,  ^"■•-  tritt,  fllr  einen  bestimmten  irrationalen  Werth 

X  stete  ein  rationaler  Bruch  -z^  angegeben  wenicn,  für  welchen 

die  PifTerenz  x — —  nnmerisch  beliebig  klein  austalU.  Alsdann 
muss  aus  dem  angerührten  Grunde  die  DificrcnK  (P  (x)  —  ^(w) 
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ebenfallR  nninnrisdi  Iielicliig  klein  sein.  Ferner  erinnern  wir  iin« 
der  Art  und  Weise,  wie  in  §  100  die  ExponcntialtUuetion  von 
der  l>eliel)igen  positiven  Häsin  C  delinirt  worden  ibL  An  die 
Stelle  von  C  komme  jetzt  die  in  (10)  angugel»ene  positive,  die 
Einheit  Übertreffende  Basis  (/i(l)  =  c.  Uic  in  §  HXi  angestellte 
Dnd  in  ^  101   fortgesetzte  Betrachtung  r^igt  aUdann,  doss  flltj 

einen  beliebig  kleinen  uumcriscben  Wcrtb  der  Differenz  x — ^1 

n 

die  Differenz  {0 {\))'  —  {0 {\))  ,  fllr  einen  beliebig  kleinen  nu- 
mcriscben  VVerth  der  zwiscbcn  irgend  zwei  bestimmten  GrUsgi 

X,  und.T  genommenen  Differenz  dicDiffci-cnz  (</*(!))''  — (<P(1))' 
nnnicriscb   beliebig  kiciu    werden  inusä.     llicmil   i»t  die  Tbat- 

Baclie  anKgctiproclicn,  dass  die  I'Jxpintaitialfutitiion   (<&(!))' /?« 
jüdf^t   Wnrih  des  retüen  Atgummiii  x  eine  xtrtige  Function  des 
Argumenta  x  iil.    Da  also   bei  einer  Corlgcsctztcn  Annäberang 

des  Brnebes  -^  an  die  bestimmte  irrationale  Grüsso  x  die  linke 

M 

Seite  der  Gleicbiin;;  (12)  von  dem  Wertbe  der  Fimetion  '/»(H 
und  /.iigicicb  ilio  rof:htc  Seite  derselben  Gleiebniig  von  dem 
Wertbe  der  ExjKincntlall'unctiou  e'  beliebig  wenig  altweiebt,  so 
cntKtebt  diu  Hlr  )edcn  beätimmlen  reellen  rationalen  oder  irratio- 
nalen Werlb  vou  x  gllltige  Gteicbung 
(13)  <Ji{x)  =  e'. 

Durch  di^  ctt  untrr/awjimde  Jieihe  icird  dniwr  bm  eitu^m  brlMtiffm 
ref:Uen  Arffumeni  x  die  Exjjomtäüüfmiriion  f*  darffrsteUt 

Die  Basis  einer  Exponentialiiinetinn  bildet,  soliald  man  za 
der  zugcbiSrigeu  umgekehrten  Fiinetion  llbergcbl,  die  Basis  de« 
bctreffcudcii  Log-aritlituensystenis.  Die  Lngarttlimcn,  wclebc  durcb 
die  GK'.iebnngen 

(lü)  «  =  e',  a:=logi* 

definift  sind,  fUbrcn  den  Namen  der  vfüHrlielmi  l^garitftmnt. 
Mit  KUekHiebt  liit^mnf  pdegt  man  die  CoiiüLinte  r  al»  dir  BaxU 
des  nuiiirlicften  LoyariihmcnsyHttim  zu  bezeichnen. 


i 
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DaritellunA  der  FonetioiWD  Siana  und  CMinua. 


L 


8  US.    Fortietznng.     Reihe  mit  rein   Imag^inärem  Argument 
xur  Sarstfllltuag^  der  trlgonometrlsohen  Fnnotlonen  Sinns  nnd 

Oosinoa. 


Ein  rein  ima^cinilres  Artruiiient  ip  ist  mit  tliMii  crtscpen- 
geset/tcn  Argument  ~-ii/  conjnjrirt.  Da  nun  die  niigeracUii  Vo- 
tcuzcn  der  iiiiagiuüreu  Eitilieltcn  +»'  aiKl  — *  cinmidur  eotgtigen- 
gcwtxl,  die  gcrndeit  Pnlciizcii  einander  gleich   sind,  ho  iHt  der 

Weitti  der  Function 


(1) 


0(ij,)    =l+,y+    ^j-^-^' 


1.2.3 


mit  dem  Wcrthe  der  Fnnction 
(2) 


«(-»-'-'»-^^-^ 


+  ... 


in  Bezug  auf  den  reellen  Tlicil  A  gleicli,  in  Bezug  auf  den 
iniagtnUreu  'l'ln'il  iV^  gleinU  uiui  cntgfgiMigi'setzt,  lolglii-li  'lf(itf) 
=  i4  +iB  mit  0{—iy)^ A-~iH  ehenfalls  conjngirt. 

Die  GleicUiing  (2)  dos  vorigen  §  gcLt  Rlr  ein  rein  imagi- 
näroH  Argununit  in  die  OIciebung 

(3)  0(iy)  0(-t»=I 

über  und  zeigt  dalier,  das«  das  Prndcict  {A  +  iß)  {A  — ijff),  das 
ht'isHt,  dir  Summe  der  Qwidrtt/e  (Us  rrdlcn  Thriirs  nntl  <h:ji  rmi 
linn  Factor  i  hrfrrifm  imat/initmt  Theitrs,  odfr  {lie  Norm  <ifr 
complexm  Gröajie  ^(iy)  gleich  der  pomtivnx  Hinhnt  ist. 

Üic  Trennung  des  Reellen  vom  IniagiuJlren  bei  dor  Func- 
tion (f  (t^)  wird  dureb  die  Gleichung 

(4)  «•(••*)=>-i^+  172*^3.4  +-  +  "(>'-,TO+-) 
dargesk'lU,  «n  dass  der  reelle  Theil  nnr  die  geraden,  der  ima- 
ginärc  Ttieü  nur  die  ungeraden  r()teu7.eu  der  Grflsse  y  cntliült. 
JcdecompIcxcOnwse^  +  i  U  kann  in  dieGcHtalt  /'(eosfl  +  isinfl) 
gesetzt  werden,  wo  V  den  absoluten  Beitrag  J/^«  +  i?*  Iiedeii- 
tet,  und  der  Winkel  M  inncrbalb  einer  Krcisperiplicrio  vollwtjin 
dig  beRtinimt  ist.  Ans  dem  [Imstande,  das«  tiei  der  Kom;ti(in 
(li(iy)  =  A  -¥ili  die  Norm  j4'  +  JB*,  und  dcnhalb  ancli  der  ab 

Bolote  Betrag  1^4' +JJ*  den  Werth  der  positiven  Binlicit  bat, 
l'ulgt  deuinneb  die  Gleichung 


(5) 


ü*(iiy)  =  coe»  +  i  sinö. 
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DtTfidloiii;  der  Fanctionen  Sinua  uad  Bintu. 
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Es  bleibt  also  zu  crmittclu,  nuf  wcicbc  Weise  der  WiDk< 
0  von  der  reellen  OrüAfle  y  abhängt. 

Die  Gleicbang  (10)   des  §  113    bringt  ftlr  zwei   beliebig 
Argamuntti  iy  und  iy'  die  Gleichung 
(G)  fU  (ly)  0(iy)  =  </>(»> -f  ly') 

hervor,   welche,   auf  das  Prodnct  von  M  gleich  </'(*y)  geiMHii-^ 
menen  Fiietoren  nngcwcndet,  zn  der  Gleichung 

m  {0{iy))''=0{iMy) 

fllUrt.     Wir  botracliten  nun  wieder  die  Vorannsetzang ,  ^ass^ 

Arifttmnü  y  gleirJt  eitlem  Brwhe  --  sei,  dessen    ZältUr  IT 

poaitive   oder   negative  gmue  Zahl,    und  Hessen  Xcnuer  il/   riiwj 
ganse  ZaJtl  M  ist.      Der  Nenner  M  mrA   aussertitvt  ajiHirr 
Besehränhmg  uniertrorfen  tcerihn,    U^ner  su  sein   als  ein£  it 
merkm  (frosse  aber  Ifcstimmi  ffewäfMe  ganze  Zahl  N.      Wie  wei 
Kieb   nun   anch    die   bis  za  der  gegoltenen  Zahl  JV  furtgeseut 
Ileihe  der  Zahlen  1,  2,...  JV— 1  erstrecke,   immer  kann   nJu\ 
g  D  die  kleinste  ganze  Zahl  bestimmt  werden,    in  welche  di( 
silmnitlichcn  Zahlen  aafgehcn,  oder  das  klaubte  ffcmcinschaffUH 
VidfaeJte  derAclhm,  unil  diese  Zahl  werde  ii  genannt.    ZngleickJ 
leuchtet  ca  ein,    dass,  wenn  der  Zahl  N  nach  und  niicb   iainien 
griJaacrc  Werthc   beigelegt  werden,   H  ebenfalls   griitwer  wird. 
Wir  erKctzen   in  der  Olcichnng  (G*)  die  ganze  Zahl  M  diircli| 

die  Zahl  LI  nnd  die  (irSsse  y  dareb  den  Bruch  -j^,  so  dm»  dioj 

Glcichnog 


(7) 


(-(^)f- 


=  ©(.-) 


entspringt.    FUr  den  Werth    0{i)  darf  vermöge  der  Gleiebni 

(.'i)  mit  einem  innerlialh  einer  Krcispertpbcrie  be»timmfeQ  Winkel 

c^  der  Aasdruck 

(8)  0  (i)  =  008  (T,  +  i  sin  ff, 

gebildet  werden. 

Offenbar  hat  die  Gleicbnng  (7)  den  Inhalt,  dasa  die 

eine  Wurzel  der  ränen  Gleichung  des  Siten  Grades 


(9) 


a 


V    SÄ  0(i)  ==  cos  o,  +  i  tiin  ff, 


?nB. 


DarvUllang  d«T  FanctioDen  Sind  und  Cofinat. 


Stl 


ist  Eine  »olclic  GIctcbung  ist  in  §  33  bcluindclt  worden,  unil 
ea  ist  dasclbät  nacLgcwicsen,  ilass  sie  Si  von  einander  verschie- 
dene Wiir/eln  liat,  welclie,  da  die  GriSssc  cos  «j  +  *  siu  t»,  den 
absoluten  Betrag  Ein»  besitzt,  durch  die  Formel 


(10) 


C08  -'— Q —  +  I  sm    —fy  — 


dargestellt  werden;  fUr  k  ist  sncccssive  eine  der  ganzen  Zahlen 

0,  1,  2,...  ß— 1  zn  setzen.    Die  Grösse  Ö*(^i  ist  vermOge 

ihrer  Definition  durch  die  Reihe  (4)  vollständig  bestimmt  und 
kann  deshalb  nur  einer  einzigen  nnter  den  Q  Warzcln  gleich 
sein.  Fnr  dici^c  enipHingt  die  ganze  Zahl  7:  einen  eindeutig 
bestimmten  Wertb,  und  mit  diesem  Wertbe  von  k  werde  die 
GIcichuBg 

fonnulirt.  Dann  ist  pob  a,  +i  sin  o,  aneh  gleich  cos  a+i  sin  ff, 
und  09  gelten  die  Gleiehnngen 

(12)       0{t\—  cosfl  +  isin  a,  '^(i)  — *«>8^  +  *  f^i»  "ö- 

Aus  der  zweiten  derselbtm  kann  jetzt  der  Wertb  der  Funetion 
Q>  (iy)  fUr  jedes  Argument,    bei  dem   y   gleich  dem  rationalen 

ßracho    ^  nnd  die  Zahl  M-<:N  ist,   dnrch  Rrbcbnng  anf  eine 

positive  ganze  Potenz  aljgeleitet  werden.  Nanh  der  flir  die 
ganze  Zahl  S2  gegebenen  Dctiuition  gebt  die  ganze  Zahl  M  In 
ii  auf,  das  heisst,  es  giebt  eine  ganze  Zahl  M\  mittelst  welcher 
JI/JI/'=ß  ist  Wenn //eine  positive  ganze  Zahl  ist,  so  ergicbt 
die  Erhebung   auf  die  Potenz   von   dem  Exponenten  UM'  bei 

derFunctionOf  '  \nach{fi*)  die  Function  ^f»^^)"^!«^} 

und  bei  dem  Ausdrucke  cos^  +  i  »in  ^  vermöge  seiner  Grand- 
eigcnschal^  das  Kcsnltat 

^^r    .  .     hm'  h    .  .     it 

cos  o  -  „    +»8in  «-„-==  cos  rr  --  +  i8in  o  ^7. 
ii  ii  Ja  sL 

Wenn  TI  eine  negative  ganze  Zahl  ist,  so  ist  znerst  eine  Er- 
hebung auf  die  positive  ganze  Potenz  von  dem  Eximnenten 
—  i/J/' vorzunehmen,  und  dann  die  aus  (3)  folgende  Gleichung 


fittl  Dnrttellang  der  PanoUonco  SJou«  ond  Coiiau*.  §  IIS. 

%n  rcrbioden.    So  crbätt  man  nir  boidc  Filllc  die  Oleicbauf 
,fin\  an      .  .   oll 

Die  Ueätimmung  der  GrüBse  a  ist  aus  der  ßetrnchtang  dcrj 
Reibe  (4)  zn  acbfipfcu.    Wird  von  tfM'y)  die  Einbcit  sabtraliirt 
80  li&sat  sieb  tf  als  Factor  horuuszichon ,   tuid   e»  entsteht  die 
üIcicbuDg 

(.4)    «Oj)-,=,(--»-  +  ^-J!l^T...) 

wn  die  in  den  KlHtnniern  l)ofmdlielicn  uucndlicben  ncihen  nimH 
dtiu  cutwickelteii  Kegeln  noch  couvcrgcnt  sind.    Die  crvtc  der- 

selben  —  r^  +  r"a  a"Ti  +  *  ■  •  ^**^^rt  sieb,  sobald  der  Werth  y 

niiTnerlscb    gegen    die   Null    aboimmt,    der  Null,    die    zweite 

1  —  Y«—*-  °iitcr  dereelbcD  Voraassctzung  der  Einheit    Uithii 

gilt  (tlr  ein  numerisch  gegen  die  Nnll   abnclimendcs  f/  das  Bo-i 

saltat,  dasfl  der  Qnotient  — --— in   seinem  reellen   Tlieile] 

I 

die  Null,    in   wcineni    imn{j;inäron  Tlieilc  das  Product   von  i   inj 
die  po»itivu  Einbcit  zur  Grcn/,c  hat,  oder  tn  Zeichen  die  Gleicht 

(16) 


lim  — ~ =  ♦. 


Eä  hat  sich  aber  in  §  L03  ergeben»  dass  Air  einen  not 
liegenden  positiven  Wcrth  y  die  dort  mit  (7)  bezeichnete  Ün-J 
gleich  beit 


vT— iin'y 

t,  dnss  der 
zwiitchen  der  Einheit  nnd  dem  Wortbc  |/l  — sin^y  li<%t}  niiUiin 


beatcbt,   and  aus  derscIlKtn   folgt,  dnss  der  Quotient  "'"  *  slettl 


■rfteltnng  der  FaneLioiKm  SinDS  nod  Cosinas. 


S6fl 


für  einen  gegen  die  Null  abnclimcndcn  positiven  Werth  y 
die  Einheit  znr  Grenze  hat.  Dieses  Resultat  ist  auch  fltr 
einen  unmcrisch  abnchincndun  negativen  Wertb  y  gültig,  da 
sin  (— y)=  — »inj^  ist.  Die  Function  cos  y  nähert  sieb  bei 
einem  nnmeriKeh  gegen  die  Null  abnehmenden  Werthe  y  der 
Einheit,  nnd  «war  so,  dass  der  Quotient 

coB^ — 1 wn' y        Biny       riny 


y(coty+l) 


_  y      coiy  +  1 


Bin  V 


die  Null  7,ur  Grenze  bat,  da  der  Factor  "'" ''  gegen  die  Kinliett, 

der  Factor -^  geeen  die  Null  convergirL      Mithin  nilhcrt 

CO«  y  +  1 


sich  der  Qnotient 


coi^  +  inny  —  1 


bei  nnmeriflcb  abnehmendem 


V   in   seinem    reellen  Theile   der   Null,  in   seinem   tmaglnürcn 
Tbcile  dem  IVoduete  von  i  in  die  positive  Einheil,  und  es  ist 

(16) 


,.      eosy  +  isinj/  —  1 
hm  — ' = ». 


y 

Da  nun  die  Zahl  Sl,   sobald   die  Zahl  N  fortdauernd  zn- 
niinmt,  nrieh  und  nach  immer  grilssere  Werthe  erliillt,  ho  bekommt 

in  Folge  dessen  der  Bruche  immer  kleinere  Wcrtlie,  und  für 
solche  Wcitbe  moss  sich,  wie  der  Anblick  von  (14)  gelehrt  hat, 
der  reelle  Tb  eil  der  Function  '^(o)  ^^^  Einbelt,  der  Imaginäre 
derNidl  nilhcrn.  Die  zweite Gleiehung{  12)  «>f  *  |=cos  -y+tsin^ 

liei'crt  also  flir  das  Argument  ,,  die  Forderung,  dass  der  Cosi- 

DDS  desselben  sich  der  Einheit,  der  Sinus  desselben  der  Null 
zn  a&bcru  habe,   und   dieser  Forderung  wird  genügt,    indem 

das  Argument  ^    selbst   numerisch   kleiner   nnd   kleiner  wird. 

Wendet  man  auf  dsä  abnehmende  Argument  ,,  die  Gleichung 

(16)  an,  so  kommt 

OOB  Q  + 1  Bin  ^-  —  l 

(17)  lim  -    "      ^-^ ^  i. 

i2 
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nantollui^  der  Fanctionen  Sinua  and  Cottmi«- 
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I 


Setxt  man  Jagcgen  in  (15)  statt  y  den  Wertli  j. ,  ond  stal 

Mfl)  ^'*^  ^^^  Fnnetinn  gleiche  Grösse  c<»ß  ^  4-i  sin  ^,  si 
giebt  sich 


(18) 


Um 


cofl  ^  + «  sin 


fi 


Q 


DerQnotient,  der  naf  der  linlcen  Seite  von  (17)  st 
ahcr  durch  Multiplication  mit  der  GrtrssQ  a  in  den  Quotienten 
iilier,  welcher  sicli  auf  der  linken  Seite  von  (18)  befiDdct^  die 
rechte  Seite  von  (17)  ist  der  rechten  Seite  von  (18)  gleich,  folg- 
lich kann  der  Wcrth  der  GrösRe  a  flDr  ein  hinreichend  grosse» 
i}  von  der  positiven  Einheit  nur  um  beliebig  wenig  abweichen, 
nnd  daher  hat  fiir  einen  wadiscnden  Wcrth  vott  ii  die  gesuchte 
Grösse  a  tien  Wertk  ihr  positiven  Einheit.  Die  Gleichang  (13) 
verwandelt  sieh  hierdurch  in  die  Gleichung 


(19) 


K^)= 


//  ,  .  .   n 


J 


11 


* 


m  dasB  der  Wcrth  der  Fanction  tf'(»y)  fllr  jeden  Werth  y=  «^ 

bcstinmifc   ist,   bei  dem   der  Kenner  M  unter  der  Zahl  N  HcfffV 
Man  sieht  aber,  tlaas,  da   der  'AahX  N  nach    und   nach   immer 
grüsscre  Werthc  beigelegt  worden  sind,  die  der  Zahl  M  auf- 
erlegte Beschränkung  keinen  Einfluss  mehr  ausübt. 

Ans  der  Gleichung  (19)  folgt  die  Bestimmung  der  Fnuctio» 
fti(iy)   fElr   einen    beliebigen   bestimmteu  Werth  y  durch    eben 
solche  Betrachtungen,  durch  welche  ans  der  Gleichung  (12)  des 
Torigen  §  die  dortige  Gleichung  (13)  dcducirt  ist.    Die  in  §113 
erwioflene  Stetigkeit  der  Function  0  (x  +  iy)  iu  Bezug  auf  das 
Argument  x  +  t^  scblicsat  in  sich,  dass  die  Function  ä>(iy)  in     i 
ihretH  reellen   utul   tmaginäreti  Theile   citm   Selige  Fimetion  det^M 
Grösse  y  ist    Ferner  wurde  iu  §  103  gezeigt,  dass  filr  die  tripr-^l 
nometrischcn    Functionen    Cosinus   nnd   Sinus    der  numerische 
Wcrth  der    Diflferenz   cos  (y  +  *)-^cosjr  und  der   Diffcrci 
sin  (y  + 1)  —  sin ;/,  sobald  die  Groeac  h  gegen  die  Null  abnironif,' 
beliebig  klein  wird.    Demnach  ist  die  I'\mctum  cos  y  eine  däii 


81W. 


Dantcllun^  der  Kunctiooini  SlnuB  usd  Cosiniu. 
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I-\ttictitnt  lies  Arfftamtäs  ff  tuid  die  Function  sin  y  eine  steUtje 
itmctim  des  Ärgummts  y.  Daher  bleiU  die  Gleicbußf^  (l'J) 
noch  gltltig,   sobald  iu  beide  Seiten  dergelbcu   statt  des  ratio- 

nalcu  Brucbcs  ^   cino  beliebige  bestimmte  Qrüssc  y  gesetzt  wird, 

und  dadareb  eobHieht  die  Oleichnng 

(20)  O  (ty^—  cosy  +  (  siny. 

Vennittelst  der  Trennniig  dea  Reellen  and  Imaginären  ge- 
winnen wir  also  r(c«  Heiken^  wtIcJw  htmchunffsiveise  die  trigo- 
nometrischen I^tnctionen  cos  y  und  sin  y  /mV  jaics  beliebige  Ar- 
gumati  y  austlriichen,  nämlich 

y*    .      y* 


(21) 


cosy  =  1 


amy  =  y 


1.2 

y* 


+ 


1.2.S.4 

y* 


+  . 


1.2.8       1.2. 8. 4.5 


+  ... 


§  116.    Fortsetztuig^.    Werttibe Stimmung'  dar  Exponentlalrelhe 
mit  beliebigem,  oomplexem  Argument. 

Die  WcrtbiicwtimmuHg  der  Fiuictioii  0{z-¥%y)  mit  belie- 
bigem (jumj^lcxcm  Argiuucul  crgiebt  sieh  aas  der  i^r  dieaeu 
Zweck  gebildeten  Gleichnng  (4)  des  §  114,  der  Gleicbutig 

(1)  Üt{x)  0(iy)^fJi(x  +  iy). 
Nocb  der  Gleichnng  (13)  deBselben  §  ist 

ferner  nach  der  Gleichung  (20)  des  vorigen  § 

0  {iy)  =  eoe  y  +  i  sin  y, 
deshalb    kommt    Hb-    die  Function  0>(x  ^iy)   der   in  JksUQ  auf 
j&ies  hesÜmnüe  amplexc  ÄrytintetU  x  +  iy  geltende  Ausdritck 

(2)  0{x  +  iy)  =  e'  (cos  y  -f- 1  sin  y). 

nkwU  ist  dia  Wtrthbcstimmitng  der  Jirponentialreilw-,  die 
für  jedes  bestimmte  compkxe  Argument  convergirl, 


©(x-hty) 


^  ^j:  +  iy  ^  (x->fiyy  ^ 


1  1.2 

vollendei. 

Die  augestcUte  Untersuchung  hat  uns  !Heihen  keuuen  gelehrt, 

welche  dazu  dienen,  die  ExponentialfunctioH  e',  die  trigonom*)- 

trischc  fimction  cos  y  und  die  trigonomGtriixJie  FwKtitm  siu  y 


Igeranae  WfrthbestiraniuDj):  dar 


/«>  jedoi  gegebene  Argmncnt  cowßcrgirttul  dursaatiMat.  AucL  kaun  I 
man  (laH  f^tniulciic  allfiemcinc  Kr^hntsg   sn   aiudiilcken,   dass 
die  mit  einem  beliebigen  ['aar  von  Wertben  x  and  y  gebildete, 
Vcrbiodiuig  e'(cusy  +  i  siay)  durch  die  Reihe 

dargestellt  wird,  indem  statt  des  Af^uments  s  die  complexel 
Grosse  z  +  ty  substituirt  wird.  Hierauf  grtliidct  sich  die  im! 
Gehraach  stehende  Dezoiebnung 

(3)  c'  (eos  y  + 1'  sioy)  =  e'*", 
welche  die  Uezeivbnnng 

(4)  CO«  y  + 1  sin  y  =  ^' 
in  sieb  scbliessL 

Die  Verbindung  e*  (coay  +  t  sin  y)  =  c'*'' ist  mit  der 
bindnng  e'  (c^sy — isiny)=e'~'''  oonjugirt,  und  da  die  Gros 
e'  nur  positive  Werthc  annehmen  kann,  so  stellt  sie  den  abso- 
loten  Betrag;  von  jeder  der  beiden  genanuteu  Verbindnn^n  dar. 
Hieraus  folgt,  daas  llir  jede  gegebene  complexe  GrOsse  t-^iu 
die  reellen  Gritssen  x  und  y  sich  so  bestimmen  lassen,  dass  die 
Gleichung 
(6)  t-k-iu-=  c'  (cosy  +  •  sin y) 

crfllllt  wird.  Der  absolute  Werth  V^i' +  u"  mnss  dem  Factor«' 
gleich  werden.  Naoh  §  102  ist  dies  immer  nnd  zwar  nur  aal  eine 
einzige  Wet»e  luDgüch,  da  bei  einer  gegebenen  Basi^  zu  jeder 
reellen  positiven  GrOs^e  ein  und  nur  ein  Logarithmas  gcliCrt 
Die  Itosis  wird  gegenwärtig  dnrch  die  Coustantc  «  vertreten, 
der  bctrefTeiulL!  Logarithmus  heisttt,  wie  schon  er^vHhnt',  der  na* 
tUrlicbe  Logiirithmu»  und  bestimmt  die  reelle  Or()sse  x  eindeutig 
wie  folgt, 
(6)  X  =  log  l/F+^V 

Für  die  reelle  Grösse  y  hat  man   die   beiden   stets  mög- 
lichen Gleichungen 

(7j  coe  y  = -->^  -^-,  siD  y  " ,  ^ >-i 

welchen,  nachdem  ein  Werth  genitgender  y  gofhnden  ist.  äilcl 
Grössen  und  nur  die  Grössen   geoligea,   welche  in  der  Foruwl] 


BiDomtalreihe. 


Btr 


(8)  y+2ft;r 

ciitlialU'n  »m\,    in   der  /.;  jede  beliebige  positive  oder  negative 

ganze  Zahl  bedeutet. 


■ 


9  117.    üntermohuiff  der  Blnomlftlrellie. 
Die  in  §  112  definirte  OiDomialreihe 

^i;  ii-j*+      j  2     #  +..+  1.2.3....}  '^••* 

bei  der  n  gleioJi  einer  bcliobigon  bc^timuiteii  reellen  Grüsso  sein 
Boll,  lässt  »ich,  wenn  statt  £  eine  comptexe  iiTii»»üx+iy  substituirt, 
und  dieKcH)R  wie  in  (Injdesg  107  in  diedestaltrfcoü  i;'4-isin  »(') 
gesetzt  wird,  folgend  er  mosBen  in  einen  reellen  und  einen  ima- 
ginären TLcil  verlegen 

-^     — 1.2.3../       *•  «^''a^  +  -- 


+ 1 


M-.  rsini/f+^^-g — ^r'8in2i//  +  ... 


fif»— l)...{n— fl  +  1      ,    .        ,    ,        \ 


Die  Coefficienten  ^.  *^^*^~x^, 

1  1  •  ä 


haben   die  neschaffen- 


bcit,  ilass  jeder  aus  dem  Vorhergehenden  dnrch  Hinzufttgang 
eines  Factors  entsteht.  Der  letzte  Factor  bei  dem  mit  2'  multi- 
plicirten  Gliede  ist  ^~-^+  ^  /.      «  +  1 


— =— jl j  und  wird  daher, 


9  \  ? 

sobald  der  Fall  eine»  positiven   gaazzahligen  n   ausgeseblossen 
bleibt  r  für  hinreichend  grosse  Werthe  der  ^hl  q  stets  negativ, 

weshalb  die  Vorzeichen  der  Coefficienten  ^,        *  n    *  •  •  ■    ^**" 

einem  gcwtgscu  Oliedo  ab  Ibrtwährend  abwecbsolude  Vorzeiehen 
haben  mllsscn. 

Die  ConvcrgeoÄ  des  reellen  und  des  imaginären  Theile« 
von  (2)  IcaiiT)  mittelst  der  Süt?.c  (I)  und  (11)  des  §  IOC  beurtbeilt 
werden,  indem  man  in  beiden  Fälle»  statt  der  dort  mit  po,  C,t?vf 
bezeichneten  reellen  positiven  Grössen  die  Frodnctc  der  aufeiu- 
ftnder  folgenden  Potenzen   der  positiven  GrüHse  r  und  der  ab- 


ses 


Binomialrcüio. 


i  in. 


Bolaten  Wertho  der  zugeordneten   Gooflßcienten 


«    11  (« — l) 


V       1.2    ' 

sabstitnire.  Die  dort  mit  «,,  e^,  £„..  bozcichnctcn  GrUsseo 
wcrdtiD  dann  in  dem  Falle  des  reelleu  TUeiiea  durch  die  mit 
der  positiven  oder  oef^ativen  Eiolicit  Qiulliplieirten  GrßHfwn 
1,  cos  tp,  cos  2i//, . .,  in  dem  Falle  des  imaginilrcD  Tlieiles  durch 
die  mit  der  positiven  oder  De^ativen  Einheit  moltiplicirteo 
Gri>ssen  sin  ip,  slu  2 1/', . .  vertreten.  Sowohl  die  einen  yne  dia 
aiulem  haben  die  in  dem  Satze  (I)  des  §  106  erwähnte  Eigen- 
schaft, da^s  sie  sich  fUr  einen  wacbsonden  Zeiger  nicht  der  Null 
nähern.      Der  mit   der  ganzen  ZabI  /  zn  bildende  Quotient 

— —   ist  hier  gleich  dem   absoluten  Wertho   des    Quotienten 
^( 

bei  der  Division  des  Gliedes     "^r^l*  "/'/"7^'^     r'**  durcb 

welcher   letztere  gleich  dem 
grosses   t  negativen 


daH  Glied 


1,2.3.. .#  '■' 


flir    ein    hinreiehend 


Ansdmcke    -. — -  r 


/  +  l 


wird.     Uemnaub  ist  der  Quotient    '**  =(l— ^^- — -\r  nnd 

9,       \        t+lf 


COD* 


vcrgirt  bei  einer  stets  wachsenden  Zahl  t,  da  1  — 


«+1 


sieb  der 


Einheit  nähert,  gegen  die  Grenze  r. 


(+1 

Je  nachdem  die  Orüsse  r 


über  der  Einheit  oder  unter  der  Einheit  liegt,  sind  daher  die 
Hedingungcn  des  Salzes  (I)  oder  des  Satzes  (II)  des  Jj  106  er* 
fallt.  Folgiich  convergirt  sowohl  der  reMe  teie  der  imagmäre 
Thcü  der  TiinomüdreOie  (2),  so  lange  der  ahsoluU^  Betraff  r  der 
compiexen  Grösse  x  +  iy  unter  der  Einheit  liegt,  und  es  cottwrffirt 
weder  der  reelle  noch  der  inutgittäre  Theil  dersdben  Heike,  90 
lange  der  absoltde  Betrag  r  der  complexen  Grösse  x+ig  über  der 
Einheit  liegt.  Aus  einer  gegen  das  Ende  des  §  106  gemachten  ^J 
Bemerkung  ergicbt  sieh  leruor,  dasv,  wofern  r<i\  isi,  sowohl  der  ^M 
reMe  wie  auch  der  imaginäre  Theil  von  (2)  aud*  dann  noch  con- 
vergente  Sumtnen  liefern,  icenn  statt  der  eingehten  Glieder  die  o&- 
soliden  Wertfie  derselhert  gesetM  werden.  Der  Beweis  berabt 
darauf^  dass  die  aus  den  absoluten  Werthen  der  Grössen 


m 


1, 


i*^'    1.2    ' 


§117. 


Binomialreiba 


W9 


ffcbilddc  unettdlkhe  Summe,  warn  r  einen  unter  der  Einheit  He- 
genden }wsitiven  Wctih  erhalt,  convcrgent  ist.  Wio  Cö  eich  mit 
der  ConvergcDZ  des  rcclltu  und  des  iuiasiuären  Tbciles  von  (2) 
unter  der  Voraussetzung  verhalte,  da»K  der  absolute  Betrag!:  r 
der  Grösse  x+iy  gleich  der  Kinbeit  ist,  bleibt  vorläufig  unent- 
scbic<lcQ,  und  muss  später  crürlcrt  werden. 

Eine  im  8  113  angewendete  Erörterung  des  %  108  lehrt, 
dass  vermrigc  der  so  eben  erwähnten  Eigenschaft  der  GröRfiC  (3) 
die  Binoniialrciho  flir  jedes  Argument  x-^-iy,  dessen  Betrag  r 
kleiner  als  die  Einheit  ist,  eine  stetige  Function  von  x+iy  aus- 
drliekt.  Die  Uiuomialreihe  gehört  aber  auch  zu  derjenigen  Gat- 
tung von  Reihen,  die  in  §  108  unter  (16)  dargestellt  ist.  Durch 
die  Substitution  e-=x+if/  erhält  die  Biuomiatreihe  die  Gestalt 


(4) 


1+^(X4-I3t)  +  *^^^^a:+»y)'+ . . . 


Tliro  CoellßcicDton  sind,  wie  schon  in  §  112  bemerkt  wor- 
den, rationale  ganee  Fumtionen  der  Grösse  n,  nnd  weil  jede 
rationale  ganze  Fuaction  einer  variabcin  Grösse  eine  stetige 
Function  derselben  ist,  stetifje  Functionen  der  Grösse  n.  Die 
Reihe  (4)  ist  ferner  so  beschafTen,  dass  die  absolnten  Werthe 
der  vorhin  unter  (3)  angeführten  Ori'i^sen,  sobald  r<Cl  ist,  für 
jedes  gegebene  n  eine  couvcrgeute  Summe  bilden,  nnd  daher 
auch  unter  einer  festen  Grösse  bleiben,  wofern  nur  von  vorne 
herein  bestiinmt  wird,  bis  za  wie  grossen  numerischen  Werthcn 
die  GrUsse  n  erstreckt  werden  soll.  Demnach  crftlllt  die  Reihe 
(■i)  alle  in  §  108  der  dortigen  Reihe  (IG)  auferlegten  Bedingun- 
gen, und  hat  vermöge  des  dnsclbst  bewiesenen  Satxes  'die  Eigen- 
Sühai^,  dass  ihr  redler  und  »7w  imaginärer  TluAl,  so  lange  r<:l 
ist,  stetige  Functionen  der  reeUen  Variable  n  sind. 

Wir  lUbrcn  Jetzt  fUr  die  eunvergcnte  Summe  der  Binomial- 
reihe  das  Zeichen  F(x+itj,n)  ein,  und  bezeichnen  die  Coeffi- 
cieoteD  folgcudermasscii 

1.2     — Va/'--- 

l.i.Z...q 

dann  ist 


BVO 


Blnoratulreibe. 


S  irri 


+  (j){x  +  iy/+     ,. 

Es  rnJIge  mit  demselben  Werthe  x+iy  und  einem  andern 
rcüUoD  Wertbe  n'  die  Fundion  F(«+iy, «')  gebildet  werden. 
Bei  beiden  Functionen  conver^rcn  die  aua  den  absoluten  Wertben 
der  (Glieder  des  reellen  Theiles  wie  aucb  die  aui?  den  abfluten 
WcrtbcD  der  Glieder  dos  imag:iDHi'en  Thciles  bestehenden  änm- 
nicn,  mitbin  ergiubt  die  nneli  den  Vor^chrif^n  de«  §  109  anage- 
fllbrte  MultiplicatioD  der  beiden  Reihe  eine  couvergeute  Reibe, 
deren  Werth  gleich  dem  Prodnct  der  Werthe  der  beiden  lunlti'. 
plieiricii  Reihen  ist.  Die  Glieder  der  durch  Multiplication  ber- 
vorgchendcu  Reihe  werden  vcnnögc  der  Gleichungen  (IS)  des, 
§  109  diese 

(7)   1.  ({",') +(';))  (^+»>).  ((';')+(";)  (^)+(?)){^+iy)\  - 

Nnn  erwäge  man,  dass  dieselben  Glieder  aueh  in  dem! 
Falle  erseheinen,  dass  n  und  »i'  irgend  ein  Paar  positive  ganze' 
Zahlen  bedeuten,  und  dass  unter  dieser  V'oraossctzuug 

Fix-i-itf,H)=(l+X'i-iy)\  J'(a;+iy,n')  =  (l+a:+iy)* 
ist  und  die  Gleicbting 

(8)  (l+x+iiff  {X+x+iyf^iX+x+iyf*"' 

besteht  DicrechtcScite  istabcr  gleich  der  Function  F{x-i-iy,n+W) 

oder  der  Humnic  der  Glieder 


(9) 


1.  ('*+»')  (x  +  »y),  ("+"')(*+»»"•  •• 


Die  Summe  der  Glieder  (7)  nnd  die  vorliegende  Snm»e 
sind  jctxt  rationale  ganze  Functionco  der  rariabeln  Grösse  ;r+iy 
von  dem  Grade  n+n'  und  kOunen  einander  Ittr  unbestimmte 
Werthe  der  Variable  nach  Satz  (1)  des  §  44  nur  dann  gleich 
sein,  wenn  die  C'ocl"6cientcn  der  gleich  hoben  Potcmfcn  der  Va- 
riable einander  gleich  sind.  Mithin  bestehen  für  jeden  Paar  vat 
positivai  qansen  Zahlen  n  und  n'  die  Gleichungen 

CO)  (?)+(■;')=(»+"').  (j)+(T)('!V(«;)=("t»')."^ 

(•;)+w(".vw(";)+"+{;)(.";)+(:)=(":"')- 

Nun  befinden  sieh  auf  den  beiden  Seiten  von  Jeder  dieaer  | 
Gleichungen  rationide  gcoise  Functionen  der  beiden  Klemenit  u 


8117. 


Btoomislraiho. 


«U 


miä  h'.  Eb  iat  aber  in  §  &8  bewiesen  worden,  daea,  wenn  eiae 
rfttionalc  gnnzc  Function  von  zwo)  Elementen  für  eine  hin- 
reichende Anzahl  von  veracbiedenen  Würtbpaaren  der  Kiemente 
verschwindet,  die  »ttmnjtlicheD  Coeflicicntcn  der  Potenzen  und 
der  Prodncte  von  den  Potenzen  der  Klcmcutc  vcrsehwindcn 
müssen.  Hieraus  folgt,  dnss  wenn  xwei  rationale  ganze  Func- 
tionen von  zwei  Elementen  Hir  eine  hinrciehende  Anzahl  von 
WcrthpaareD  der  Elemente  einander  gleich  sind,  die  CoeOicienten 
der  eotsprci'h enden  Potenzen  nnd  Produete  von  Potenzen  noth- 
wendig  einander  gleich  sind.  Die  rationalen  ganzen  Functionen 
der  Elemente  n  und  «'  in  jeder  der  Glcichnngen  (10)  sind  ein- 
ander gleich,  sobald  flirn  und  »'  irgend  ein  Paar  von  positiven 
ganzen  Zahlen  genommen  wird,  und  man  kann  die  Anzahl  der 
verschiedenen  /ahlenpnare  so  gmK8  machen,  als  man  nar  wilL 
Hithin  müssen  in  den  entwf^^keltcn  Ausdrücken  die  Toeflicienten 
der  entsprechenden  Potenzen  und  Produete  von  Potenzen  gleicij 
sein,  nnd  deshalb  gelten  die  Gleichungen  (10)  für  bfliehige  Wcrihc 
der  Grüjisen  n  und  »'.  Auk  dieser  Ursache  hringt  die  Summe 
der  Grössen  (7)  bei  unendlicher  Ausdehnung  die  Function 
F(x  +  ip,H  +  tt')  hervor,  folglich  besteht  für  helif^ge  reelle 
Grössen  «  und  n'  die  Gleichung 

(11)  F(x  +  i!f,n)  P(x+iy,  n')  =  Fix+iy,n+n'). 

Die  Function  F(x+iy,n)  wird  fUr  n=:0  gleich  der  posi- 
tiven Einheit,  daher  folgt  ans  (11)  die  Gleichung 

(12)  F(^+  »y,  n)  F(x+iy,  — n)  =  1. 

Da  der  Wcrth  der  Function  F{x+iy,n)  fllr  jede  positive 
ganze  Zahl  n  bekannt  ist  nnd  durch  die  Potenz  (l+jc+iyj'dar- 
gestcllt  wiril,  s«  ergifbt  sirh  in  Bezug  axif  jede  negative  ganee 
ZaJd  —  n  die  Werthbcstinwivng 

I 


(13)        F(x+iy,--n)^~~ 


=  (l+x+ty)' 


(I+x-f-f-y)" 

Diese  Gteichnng  löst  ein  in  g  99  gegebenes  Versprechen, 
die  Convergonz  der  auf  der  rechten  Seite  der  dortigen  Gleichung 
(2)  befindlieben  Summe  zu  beweisen.  Au»  der  angetlthrten 
Gleichimg  iat  die  Gleichung  (G)  des  Jj  107  abgeleitet  worden, 
nnd  es  genügt,  die  Convergenz  der  anf  der  rechten  Seite  von 
dieser  bcündliclien  Summe  zu  begrtlndcDr  da  die  betreffenden 
Gleichungen  in  der  Beziehung  der  Gegenseitigkeit  zu  einander 


itt 


^Dotni&lreihe. 
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Btehen.    Die  Cocflicienlun  der  Uinomial reihe  (1)  nclimcn,  soljulü 
Btatt  tt  die  Grüsae  —  n  g&mirX  wird,  die  AasdrUt-kc  an 

H(»+  l)(»+2) 

1.2.3 


(U) 


1         »      ,    w(w+U 
'•        1»"^        1.2 


(x+iy)»+..., 


mithin  hat  dio  Olcichaog  (13)  den  Inbalt 

(15)    (l+^+,-y)-  =  l-|(a:+.»+*^j'^;^^ 

wo  der  Itetrag  r  der  coniplexen  Grösse  z+iy  a\a  nnLcr  dci 
Kinhcit  befindlich  vorausgcectxt  wird.  Dividirt  man  (»eide  Seiten 
der  Gleichung  (6)  de«  g  107  durch  dio  Grösse  (—1)"  f,  so  geht^ 

der  erst«  Bcstandthoil   der  linken  Seite  in  den  Bruch 


und  die  rechte  Seite  in  die  Keihe 


i..|.i(i=_y- 


►(f)V...1lber. 

Worem  uQD  statt  der  hier  vorkommenden  positiven  ganiea 

Zahl  Q   das  Zeichen  n,  und  statt  des  dortigen  Quotienten  vt 

der  reelle  und  wmplcxc  Werthc  annehmen  darf,  das  Zeicheo 
—  (x+itf)  ^aetzt  wird,  so  verwandelt  sich  die  Reihe  in  die 
rechte  Seite  der  obigen  Gleiehiing  (15).  Die  letztere  convergirt, 
wie  wir  sahen,  sobald  der  absolute  Betrag  r  von  x+ty  kleiner 
als  die  Kinheit  ist,  niid  stellt  dann  den  Ausdruck  (l+x+i»"" 
dar.  Diese  Bestiumiungea  übertrugen  sich  auf  dio  bezeichnete 
Keibe  des  §  107  in  der  Weise,  dass  der  absolute  Betrag  de 

Grösse       kleiner  als  die  Einheit  sein  rnnss.  und  daae  alsc 

mittelst  der  Keibe  der  Brnch  (l~f)    ausgedruckt  wird.     Us 
aber  war  an  jener  Stelle  behauptet  worden. 


$  118.    Fortafttzttni:. 

Um  den  Wcrth  der  Binomial reihe  fllr  eine  reelle  OllteWi 
zu  bestimmen,    die    nicht  gleich   einer  ganzen  Zahl  igt,  halten 
wir  uns  an  die  Gleichung  (11)  des  vorigen  §,    und  wenden  sie 


§  "R 


Binom  ta)  reihe. 
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auf  ein  Prodact  von  M  Fiictoren  an,   die  gleich  der  Fanction 
F{x+ip,n)  »Ind.    So  enUttcht  die  Gleichung 

(1)  {Fix+ii/,  n)f=  Fix+iff,  Mn), 

und  legt  man  der  Grüsse  n  den  Wcrth   des  rationalen  Brnches 

—  bei,  80  kommt,   da   die  Fnnetion  Fix-^\y^\)  den  Werth 

JB. 

l  +  7+(V  hat,  die  Gleichung 

(2)  (^F{x^iy,  l)j  =  i  +  a:  +  iy. 

Die  rechte  Seite  derselben   kann   in  die  Gestalt  gebracht 
werden 

(3)  1  +x+»f/  =  I/  (l4-.T)''+.v'  (e09  X,  +t  Bin  A,). 

liier  bedeutet,  indem  die  Quadratwurzel,  wie  Üblich,  als  positiv 

stets  positiv  ist,    da  in  Folge  der  ßcdingnng  r=l/x*  +  i/' <:! 
der  numerische  Werth  von  x  unter   der  £inlieit  liegen  muss; 


aufgefasst  wird,  X^  einen  Winkel,  dessen  Cosinus ->-:^^^=^^— 


der  Sinns 


hat  das  Vorzeichen  der  Grlisgc  ^  nnd 


wird  gleich  Null,  atihald  y  versehwindet.  Man  kann  deshalb 
den  Winkel  Ä,   so  wählen,   das»  derselbe    fllr    ein   positives 

y  zwischen  o  und  -,    flir   ein    negativcR    t/    zwischen  0    nnd 

"  rt  liegt,  und  für  y  =  0  verschwindet;  er  wird  dadurch  ein- 
dentig  beBtimmt.  Die  Tangente  des  Winkels  X,  hat  den  Werth 
i^~- :  mitbin  ist 

l+JB 

und  zwar  fUllt  die  Bcsühräukung,  dass  l,  zwischen  den  Greir/en 

—  •=  nnd  4-7:  liegen  soll,  mit  derjenigen  Beschränkung  zosam- 

men,  durch  welche  in  g  104  die  Function  Arcus  taugcntis  /u 
einer  eindeutigen  Function  gemacht  worden  ist. 

In  Folge  der  Gleichnng  ^2)  ist  die  FwKiion  FXx+iy,  -j-A 


BtDomiBlreibe. 


«tie. 


eine  Wurgd  dar  reinen  Gleichung  des  Mien  Grades 

jf 
(6)  «?   =  1  4-  .r  +  T  y. 

Die  Bänimtlichcn^f  Wurzeln  dieser  Gleichnng;  werden  nacb 

§  as  vermitgc  der  Antt/iobung  der  |>ottitlvon  3/teQ  Wnrzel  fttta 

dem  absolatea  Betrage  K(l+a:}"+y",  der  Tbeiiiuig  des  Win 
kels  Ä,  in  Jl^f  glciclie  Theile  und  derTheilnng  der  Kreinperipberie 
iu  M  gleiebo  Tbcüc  dargcatellt.     Wenn  man  aber  mit  Anwen- 
dung der  nuttlrlicben  Logaritluneu 

(6)  l/cT+"x)'+,'=«  "^  *'*^'^*' 

aotzt,  so  crbäU  die  Gleichung  (3)  die  UcHtalt 

(7) 


i 


I-(-z+iy=6 '"*''"+"'*"•  (COB  X,+i8in  X.), 


Aw.  Ausziebung  der  pOHitiveu  3/ten  Wnr/^I  aus  der  Ex|MuoutTaP 
fnncüou  mit  reellem  l!^xpoucntcn  wird  vemiittcUt  einer  Diri- 
Bion  dpH  Exponenten  dorcb  die  ZabI  M  bewirkt,  und  die  M 
Wur/j^ln  der  Glistcbung  (5)  sind  die  folgenden 


)• 


(8)  «  1 008  -  + 1  sin 

wo  k^  die  Uolhe  der  ganzen  Zahlen  0»  1,  %...  M—\  dareh* 

läuft.     Die  Function  Fix  +  j  y,  —  J  ist  gleicb  ciucr  bestimfi^m 

von  diesen  Wurzeln,  und  es  fragt  sieb  nur,  welchen  Wcrtb  die 
gan%e  ZabI  k^  ethaEtcn  muüti,  um  gerade  dicac  Wur/.cl  dar- 
zuKtellen. 

IJei  der  Beantworinng  gehen  wir  wie  in  §  115  zu  Werke, 
bencbräiiken  die  Zahl  M  niif  die  Iteihe  der  Zahlen  1, 2,  3, . .  N—  1, 
wo  N  beliebig  grdRS  aber  fest  gewählt  ist.  Von  den  Zahlen 
1,  2, 3, . ..  JV^  1  sei  wieder  il  dafl  kleinntc  gemeinaame  Viel« 
fache.    Bei  der  Anwendung  der  ZabI  il  nnf  die  m  eben  aosge- 

nbrte    Uctracbtung    erhält    die    Function   l^fx  +  «y,  ^)  den 

Ausdruck 


C-J) 


Die  Grösse  Ä  =  A,+2Jbn:  ist  mit  derjenigen  ganzen  Zahl  k 
gebildet,  welche  genommen  worden  mnftH,  damit  die  auf  der 
rccbten  Seite  befindliche  Wurzel   der  Gleiebung  w^Wi+j+iy 


§  118. 
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Hülfe 


der  bcsliniiiiien  Gritese  Flx  +  iy,  jA  gleich   aci.     Mit 

der  Gleichung  (9)  lässt  sich  die  Fuuctiou  F{x+iy,n)  Hlr  jedea 

rationalen   ganzxaUli^tiii  Hruch  ^-  al»  Wcrth  von  n  darstellen, 

bei  dem  M  ans  der  Iteilie  der  Zahlen  1,  2, 3, . .  .JV^— I  gcnom- 
racn  ist;  denn  man  hat  wie  in  §  115,  da  Jif  ein  Tlicller  von  Si 
ist,  eine  ganze  Zahl  M',  ITIr  die  ^fM'  =  S}  ist,  und  erhalt  des- 
halb durch  Krhehung  der  Gleichung  (^))  nnf  die  gau/c  Potenz 
von  dem  Esponenteu  O  M',  indem 

ist,  die  Gleichung 


(10) 


F{.^i,,  I)  ^ 


jjt  'OB  Vi}**fhi* 


Gl      .  .     GX\ 

cos  ^  +  .  sin  j^ 


Für  den  Wcrth  G—l  iat  in  derselben  die  Glciehnng 


(10*)    J'(x  +  iy.  ^)=, 


„  logfCl+^P+Z/ 


OOB 


+  i8in-i) 


enthalten.  Ihre  rechte  Seite  stimmt  der  Form  nach  mit  dem 
Ausdrucke    (8)     llbercin,    welcher    vorhin     fUr    die    Function 

Fix  +  iy,       j  aufgestellt  worden  ist,  nnterscheidet  sieh  aber 

insofern  von  dem  Angdrnckc  (8),  als  dort  fUr  jeden  einzelnen 
Wcrth  der  Zahl  M  die  in  dem  Winkel  A, +  2fc„7t  auftretende 
Zahl  h„  niihrkamit  war,  mithin  niöglichcrwciftc  anch  difFcrireu 
konnte,  während  hier  die  in  dem  entsprechenden  Winkel 
A  =  A,  +2kTr  erscheinende  Zahl  k  ein  fUr  alle  Male  duieh  die 
Olcichnog  i^X)  bestimmt  ist.  Die  Kcnntniss  dieser  Zahl  k  bildet 
aber  gerade  das  zu  cij^trehcnde  Ziel. 

Um  dasselbe  zu  erreichen,  verfolgen  wir  den  in  §  Ilö  ein- 
gescblagenei)  Weg.  In  dem  AuE^drucke  der  mit  der  Binomial- 
reibe  gebildeten  Differenz  F{x+ii/,  «)  —  1  werden  alle  Coeffi- 
cientcn  durch  die  Grösse  n  theilbar,  und  cr  entsteht,  indem 
durch  n  wirklich  dividirt  vdrü,  die  Gleiehang 

(") 


(1-1)  («-2) 
2.8 


(x+iy)»+... 


vn 


Binomulreibe. 


Weno  Duu  die  Grösse  n  fortwührcud  numerisch  abnimmt, 
so  njltiern  »ich  die  aaf  einander  folgenden  Cocfficicntcn  liezic* 
liuDgswciuo  dcu  Wcrtliou 


(11-J 


11         I 


die  hervon;ehende  Reihe  l)Ieibt  vcrmrige  der  anfgcRtelltcn 
gclo,  80  lange  der  lletrng  r  der  Grtisse  x  +  iy   kleiner  als  die 
Einheit  i«t,  noch  coavergcot,  nod  man  erhält  fUr  dcu  Orenzwcrtb 


de»  Qaoticntcn 


die  ßestiniinnng 


(z  +  .»V(*  +  iy)»._ 


Die  Zahl  ß  wird,   wenn  die  Zahl  N  fortdaacrad  wächst,! 
wie   schon   buuierkt,  immer  grosser,  DDd   der  Brach  »  immer 

kleiner.     Der  Werth  der  Function  Fix-^iy,  ^j  nähert   sich 

hicl>ci  in  seinem  reollcu  Thcilc  der  Einheit,  in  Hcincni  imaginärcni 
Tbcilc  der  Kall.  Man  siebt,  wie  in  dem  Ausdrucke,  der  sichi 
in  der  Gleichung  (9)  auf  der  rechten  Seite  befindet,  der  Kxpo-' 
ncDtialausdmck,  der  den  absolntcn  Betrag   darstellt,  gegen  didj 

Einheit  convergirt,  nnd  scbliesst,  dass   der  Winkel  ^,  dessen] 

Cosinus  sich  der  Einheit  nnd  dessen  Sinus  sich  der  Null  n^crt, 

numcrisctt  gegen  die  Null  abnininit     Wenn  der  Kürze  halber 

(IS)  log  l/(TT«r+y'  =  x 

gesctzl  wird,  so  niiumt  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (9J  dio 

Gestalt 


(U) 


[cos^  +  'sin  ^1 


an  and  darf  deshalb  nach  der  Gleichung  (2)  des  vorigen  §  darcb 
die  stets  coiivergirende  Esponcntialreihe  dargestellt  werden 


(15) 


ßi 


.r/)8 


Q 


+  1  sin 


ß 


1  + 


Ji . 


m 


1    h+iX] 
1.2\    fi 


+ 


Hieraus  lolgt,  dass  die  Differenz  c    I  co8  ^  + 1  sin 


Sii 


1,  dorcb 


9  118. 


Binomial  reihe. 


m 


die  Griisse    -^—  dividirt,  indem  ^  und         numerisch    abnob- 
men»  sich  der  Einbeit  als  Grenze  uilhcrt,  oder  iu  Zeicheo 

(cos  ^+»8111    ^)-l 


m 


Um 


ß 


=  1. 


Die  Gleichnng   (12)   liefert,    wenn   »=  o   gesetzt  und 
Flar  +  iy,  -^j  nach  (9)  durch  den  AiiHdrnck 

e    (coB^  +  tam  ^J 


vertreten  wird,  die  Gleichang 


£17)  lim  — 5— ?1 


+  »ain 


ß 


.,^i,^i^y)\i^^^. 


Der  Quotient  auf  der  ÜDkcii  Seite  vdd  (16),  der  sich  der  Einheit 
nähert,  wird  dnrch  Multiplication  mit  der  Grösse  n+il  gleich 
dorn  Quotienten  auf  der  linken  Seile  von  (17),  dessen  Grenzwerth 

die  Summe  der  unendlichen  Reibe  x  +  iy ^~-  ±  .  . .  ist. 

Folglich  convergirt  die  Grosso  x  +  H  bei  wachsendem  ß  gegen 
die  Summe  dieucr  Reihe,  und  in  Rezug  auf  einen  wachsenden 
Worth  von  Q  wird  x  + « i,  wie  folgt,  anagedrflckt 


(18) 


K+a=^+i,-f^M^T 


Nun  woiBs  man,  dasa  x  =  logV^(l+a;)'+y',  iL=Ä,  +2kn: 
ist,   wo    die    GruBso  A,    naub   (4)   den   zwischen   den  Orcn/cn 

— —  und  -V  liegenden  arcus  tang  —^—  bedeutet;  mithin  kommt 

»  £  l-rX 

(19)      x+jA==lDgl/(l+a:)'+y«  +t(arctg  ^v:-  +2ftA 

Die  auf  der  rechten  Seite  von  (IS)  lietindliche  Summe  stellt 
nach  den  entwickelten  Grnndsilt7/en,  flo  lange  der  Betrag  r  der 
Grösse  x  +  ii/  kleiner  als  die  Einheit  ist,  eine  stetige  Function 
der  Grüsse  x  +  iy  dar,  und  der  rein  imaginäre  Tlieil  dcrsellien 
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nähert  sich  der  Null,  wenn  die  Grüsse  y  sich  der  Kall  nähert. 
Der  in  (19)  ang^cgcbcnc  Ausdruck  der  Grösse  x  +  ü  igt  cbco-j 
l'altft  in  »eiaeiu  reellen  und  Keinem  iniftginUrea  Theil  eine  stetif 
Funetion  von  den  Variabchi  x  und  y.  Wofern  y  sich  der  Kall 
nilhcrt,  so  nähert  sich  der  reelle  Theil  dem  Grenzwcrtbo 
l/(l+a;)'=  l-t-a:  ond   der  imaginäre  Theil,   da  die   FanctioBj 

'"     vermöge  der  gctroffcDcn  Voraussctzong  psgcn  di< 


arctg 


H-x 


Null  convergirl.  dem  Oren7.werthß  »2Ar(.  Aus  derGleiehnDg(l9)' 
üt  zu  scbliesscn,  dass  die  Orenzwertbe  suwohl  fUr  den  reellen  wie 
lllr  den  imaginären  Theil  einander  gleich  8in4L    Folglich  nmtt 
die  Grilssc  Sit/r  tmä  ilahr  dk  '/a}d  k  glncJi  der  Xtäl  s«'«.     I)it 
Jkstitnmtmg  der  Grösse  x  +  iX  wird  mithin  durch  die  Olrichm 


(20) 


x4.iÄ  =  logV^(l+ac)»  +  y»+ 1  arotg  - 


+* 


gf.gdten,  bei  der  arctg  --    -  etBiachen  dm  Gretuen  —  --  und  ^ 

angeschlossen  ist. 

Die  Gleichung  (10)   liefert  ntinnichr  die  Bestimmung  der 

Function  F|a:+ty,  „j   ftfr    irgend  einen  rationalen  Brncb    -3 

als  Worth  von  «,  wie  fi>lgt, 

(21)  4+<y.-|)  =  ,'(».f +.-,,nf). 

Hicmit   wird   zugleich   diejenige  Wuracl   der  reinen  Glei 
ip*=  1  4-  X  +  ig  characterisirt,  welche  nach  (10*)  durch  die 

tion  FJ.r+»y,j^|  dargestellt  ieL  In  dem  vorigen  §  ist  nachgcwi 

aen,  dasfl   der   reelle  und  der    imaginäre  Theil  der  Fnuoliai 
]'\x  +  iy,n),  so  lange  der  Iletrag  r  unter  der  Kinhcit  liegt,  steti 
Functionen  dcrGri>88c  n  sind;  desgleichen  sind  anter  der»ell>Ci 
VoranssetKUng  die  Ausdrucke  e"'eos  nl  und  e"  Bin  nl   ale 
Functionen  der  OHisse  w.    Daher  ergieht  sich  aus  (21)  die  fllr^ 
einen  lieHebigen  reellen  Werth  der  Grösse  n  gtlltige  Gleichung, 
in   welcher  x  und  l  durch   ihre   vollständigen  AuNdrOcke 
setzt  siad^ 


Id.  Votlständlj!:e  Woribbatimiauiig  <lor  BinDmi&lr«niO.  1)79 

(22)  F(a:+ty,n) 

=  «- 1«  VöT^-?/  C08  («  arctg  j^^)  +  i  »in  (»  arctg  ^  ^-)  V 

Si>  mihält  die  Wcrthbcstimmung  der  ßinomiaireihf.  für  (die  eom- 
plexcn  Arffiimcntc  x  +  iy,  derm  Betrag  r  UMner  alt  lÄc  .ßm- 
heU  ist. 


%  110.    FortMtztuig:.    VollstEndlg:«  W«rth1»MtlminTUi8>  der 
BlnomlaJreihe. 

Ea  bleibt  jetzt  noch  Bbrig  äu  ermitteln,  unter  wclcbcn  Be- 
din^ngcn  die  ilinomiaircibc  tUr  ein  Argument  x  +  ii/  convergirt, 
(leaseu  Itetrag  r  gleicb  der  Kinbcit  ist,  und  daa  die  Gtwtalt 
cos  t/'+ *  sin '^'  annimmt.  Aas  der  Darstcllnng  der  ßinnmiatrcilic 
in  (2)  des  §  117  wird  dann  die  folgende 

(,)      1  4-^008  V,+  ...-H'""-^),i''-<'-^'>  CO.  TV.+.. 


*(>' 


+ 1 1     sin  1/'  +  ...  -I- 


«(«— 1)...(k  — g  +  1) 


sin  q^  +  ...). 


1.2. 3.. .3 

1  Da  die  Cosinus  und  äinus  der  Viclfaebcn  eines  Winkels  t/'  stets 
t  swiscben  den  Grenzen  —  I  und  +  1  bleiben,  aber  fHr  ein  wacb- 
l  8endc.s  Vielfacbc  sieh  nicht  einer  festen  Grenze  und  aueb  niobt 
^L  der  Null  iiilbcm,  da  ferner  die  Glieder  einer  Reibe,  fall»  sie 
r^^nvergircn  soll,  mit  wachsendem  Zeiger  nnmeriseb  abnehmen 
'      mllascn,  so  ist  Hir  die  Conrcrgeuz  des  reellen  nnd  des  imaginären 

Tbeilcs  von  (l)  notbweudig,  dass  der  Coefficieat"  '"q" — ^— ^ 

mit  wachsendem  Zeiger  (j  sich  der  Null  nilhcrc.  Man  kann  dem 
Coefficienten  vermöge  einer  fllr  den  einzelnen  Factor  schon  an- 
gewendeten Bemerkung  die  Gestalt  gehen 

f9\        (ii\_"f»— 0-  ("— g+^) 
^'         ^^~  1.2.3...g 

=(-i,'(.-"±')(.-^ti)...(._«-ii). 

Sie  fiült,  abgesehen  von  der  Potenz  (—1)',  mit  der  Gestalt  der 
Producte  zusammen,  deren  Verhalten  hei  einer  wachsenden  Zahl 
von  Factoren  am  Schhisse  de«  §  111  nachgewiesen  ist.   An  die 
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Stelle  der  dort  mit  ~a  und  hicraut  mit  +c  bczeiclmeleo  reellen 
QrOstw,  wMjei  o  immer  einen  positiven  Werth  bcdcatet,  tritt 
gcgenwürtig    die    reelle  Grösse  —(«  +  !).    Weil  nnn   da*  mit 

—  o  gebildete  l'roduet  bei  aaeudlicher  Auedcknung  i;ogcD  die 
Nall  convorgirt,  das  mit  -f-  a  gebildete  Product  bei  gleicher 
AasdchnuDg  über  jedes  Ma&s  hinaus  wiicbiit,  m  hnt  der  CoelTi- 
cicnt  (2)  die  Eigciiscliaft,  itir  eine  wachsende  Zahl  q  sich  der 
Noll  zn  nähern,  sobald  die  Grfisse  »  + 1  positiv  ist,  dagegen 
numerisch  ftbcr  jeilcs  Mas»  zu  wachsen,  sobald  die  OrÖHsen+l 
negativ  i»t.  Aua  diuüem  Grunde  Jicmn  walcr  der  reelle  »och  der 
imaginäre  Theil  der  Reihe  (2)  convergircth^  wenn  die  Grösse  n 
negativ  und  nutNerisch  grösser  als  die  Einhät  ist.  Ftlr  den  Fall, 
dass  die  GW^Rae  n  positiv  ist,  oder  zwischen  den  Grcnr^n  0  nnd 

—  I  liegt,  nehmen  die  Glieder  des  reellen  und  des  iniaginilreD 
Theiles  bei  wachsendem  Zeiger  nnmerisch  ab;  ob  aber  die  be- 
Ircffendcu  Reiben  bei  dieser  Voraussetzong  convei^nt  seien, 
miiSB  noch  festgestellt  werden. 

Es  ist  schon  in  g  117  anf  die  Thatsache  antmerksam  ge- 
macht worden,  dass,  weil  die  anf  der  rechten  Seite  der  obigen 
Gleichung  (2)  vorkouimcuden  Factorcu  von  einer  bestimmten 
Stelle  ab  sümmtltch  positiv  werden,  nnd  weil  der  Factor  (—  1/ 
fortwährend  sein  Vorzeichen  wechselt,  die  CocfTicientcu  selliet 
von  einem  entsprechenden  Zeiger  ab  ebenfalls  immer  ihr  Vor 
zeichen  wochflob  niü^sen.  Es  sei  v  die  grrisgeste  positive  ganze 
Zahl,  die  nnlor  der  pnAitiven  Grösse  »+ 1  liegt,  mitbin  »-+1  die 
kleinste  positive  ganze  Zahl,  die  über  der  positiven  Grössen +  1 

liegt,  80  haben  die  Factorenll  —  ^-J,  ('""^^  )»••(' J! 

das  negative,  dagegen  die  Faotorenll .1,  11 Za)'** 

das  positive  Vorzeichen.    Wenn   man  deshalb   die   aufeinander^ 

folgenden  Cocfticienten  (")  mit  dem  zugeordneten  Factor  (—  1)* 

multiplicirt,   so  erhalten  die  entstehenden  Prodocte  ( — !)*(") 

von  dem  Zeiger  5  ^  »■  4-  1   ah  sämmtlich  dasselbe  Vorzeichen, 

welches  der  Ansdruck  ( — I)*  f'f)  bcfiitxt  und  das  durch  die  Po- 

tenx  (—  1)*  bezeichnet  wir<i.  In  dem  Falle,  dass  die  GrlJase 
it-l-  1  zwischen  0  und  I  liegt,  bleibt  die  I^estimnmng  anch  norb, 
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gUltig»  wofern  unter  (^)  die  positive  Einheit  verüUuidon   wird. 

Nnn  gehHren  zu  den  Wcrthen  x  +  i'y  =  cos  V  +  tsin  Vi  '^r 
welche  der  Betrag  r  =  1  ist,  ftuch  die  Iieiden  rccUcu  Werthc 
X  +  ijf  =  1  und  x  +  itf^~l,  in  denen  der  Winkel  ip  rcapcctivc 
=  0  oder  ^  ±  n-  ist,  and  bei  deren  Snhfltittition  die  Biiiomial- 
rcihc  selbst veretätid lieh  unr  ans  reellen  Gliedern  besteht.  Die 
Auwcudung  des  letztern  Wcrthca  x-i-iy=^~  1  bringt  die  Reihe 
hervor 

Wie  mau  sieht,  erscheinen  hier  von  ilcui  Zeiger  5=1-+ 1 
ab  die  abeolntcn  Werthc  der  aäuiiutlichün  Cocfflcientcn  mit  einem 
und  dein»ell>cn  Vorzeichen  genommen   und  addirt;  das  gcmciu- 

Bame  Voracichcn  wird  dtirch  die  Potenz  {—  1)*  aiingcdrtlekt, 
das  bciüst,  es  igt  poultiv  oder  negativ,  Je  nachdem  v  eine  gerade 
oder  eine  ungerade  Zahl  bedentet.  Der  reelle  tind  iler  imaginäre 
Thoil  von  (l)6intl  mm  nothwendig  convergent,  wenn  die  von  einem 
bestimmten  Zeiger  2:>»'ab  nucudlich  ausgedehnte  Summe  der  ab- 
soluten Werthe  der  Coefficienten  (")  convergirt,  da  bei  den  vim 
einem  boBtimmtcn  Zeiger  ab  beliebig  weit  auägedchntcn  Summen 
C"])  c<wC?+  l)ip  +  ...  +  {,l)cofiiq+t)ip, 

(,:;,)  9in(^+  1)!^  +  . . .  +  (^;,)8in(5  +  0  V 
die  Multiplication  der  einzelnen  Glieder  mit  den  Cosinus  und 
den  Sinn»   der  Vielfachen   des  Winkels  i}'   nichts   anderes  als 
eine  Vcrklcinening  des  absolaten  Betragen  kerbuiftlhrcn  kuuu. 
Auch  ergiebt  sich  hieraus,  dass^  wenn  die  Zahl  g  so  gewählt  wird, 

daKS  die  Summe  (-1)'*'  (^J,)  -(-...  +  (—  1)'*'  (^J,)  lür  ?»< 

nnd  fttr  einen  beliebig  grossen  Werth  von  t  nnmcrisch  kleiner 
als  eine  beliebig  kleine  gegebene  Grösse  w  ist,  jede  der  so  eben 
angeführten  heiäen  Summen  für  dieselbe  Za3d  q  und  hei  jtdctn 
Werthe  des  WinMs  tp  mmensch  kleiner  als  ft  bleibt.  Folglich 
brancbt  man  nur  die  Convergenz  der  8amme 

i-')"'e.)+(-ir"U)+-- 

zn  beweisen,  nro  sicher  zu  sein,  dass  der  reelle  and  der  imagi- 
nttre  Xbell  von  (1)  convergcut  sind. 


1 
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Die  Koibc  (3)  hat  aber  die  merkwürdige  Eigenscbait,  daas 
jede  cudliclie  Zahl  von  auf  einander  tolgcuden  Gliedcru  denfel- 
bea  aicb  dnrcb  einen  ciofaubcn  Ausdrack  darätellcn  lässt  Die 
Addition  von  zwei  Gliedern  ergiebt  rienWerth  1—»,  die  Binza- 


Uigüüg  des  dritten  GHedea  —  ^  (^  —  M)den  Wcrtb{I-«)  (l— ^\ 


uud  die  Addition  von  (y  +  1)  Glicdorn,  wio  leicht  succeeiiive  zu 
erkennen  ut,  da»  I^sultat 


(4)     l-n  + 


«(»-1) 


+  ..  +  (-1 


.,ii(n— 1){»— 8)..f»i— ff+1 


=,_„)(,_-)(,_^)...(,_^), 

Da8  anf  der  rechten  Seite  erscheinende  Prodoct  besitzt  nach  den 
8chou  bcnatittcn  Sätzen  des  §  112  die  Eigeuschan,  bei  wachBen- 
dcr  Zahl  q  »icb  der  Null  zu  nähern,  wenn  n  eine  positiro  Grfisse, 
and  Über  jedes  Mass  zu  wachsen,  wenn  n  eine  negative  OröBse 
ist.  Die  linke  SeiLy  kann  als  das  Aggregat  der  endlichca 
Summe  1  —  (f^)  ±  . .  -f  ( —  1)'  (**)  and  der  ancnditchen  Sammc 

(-  0""*(,;,)  +  (-  »f^'C,;^)  + .  -  aufgeias8t  werden.  Wofern 
das  Aggregat  sich  «lern  Werthe  Null  nUhert,  so  rauss  die 
zweite  Suuuue  gegen  einen  Greuzwcrtb  converfpren,  der  dorcb 
den  negativ  genommenen  Wertb  der  ersten  endlichen  Summe 
dargestellt  wird.    Aus  diesem  Grunde  coiivergirt  diu  Summe 

(-'r-l«)  +  (-ira)  +  ... 

sobald  die  Grösse  n  positiv  ist,  und  sie  wächst  fiber  jedes  Mass, 
sobald  die  Grösse  n  negativ  ist,  wobei  für  die  letztere  gegenwärtig 
die  Grenzen  —  1  und  0  bcsteben.  Mithin  ist  jdet  erwiesen^  tUm 
der  reelle  und  thr  imaghUire  Tiieü  der  Jieilte  (1) 
wofern  die  Grosse  n  einen  posttiv^i  Werth  hat. 

Um  die  Convergeiiz  iler  Hcibc  (!)  ft!r  Werthe  von  n  zn 
benrtheilen,  die  zwischen  den  Grenzen  —1  und  0  liegen,  rnjüge 
da«  Argument  x  4-*y  =^  cos  \p  +  t  sin  t^  wieder  durch  den  einoo 
Buchstaben  n  bezeichnet,  und  die  Summe  der  9  +  1  ersten  Glieder 
betrachtet  werden 

(5)         ^-i  +  (?)^+(;)'"+-.-+(;)*^ 

MnltipUcirt  mau  beide  äeitoD  mit  dem  Factor  1  +«,  so  koDunlj 


I 


: 
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7  +  1 


(6)  (!+«)*,= !  +  ((;')  + >)^  +  ((?)+C;))^' +  -•• 

^((»)+(A))-'-^(';) 

In  Folge  tlur  (■leichuiif^n  (10)  de»  §  117  ist  aber 

«  +  i  =  ("-r').  (;)  +  {?)=("+').■■• 

ntid  deshalb 

(7)  (1+^)8^=1+ (''+l)r+(»+»)*'  +  ..+(«+l)«'+(;)0'^' 

Die  Summe  der  auf  der  rechten  Seite  hcfindliehcn  g+1  ersten 
Glieder  kann  ans  s,^  erhalten  werficn,  indem  die  Grösse  »+1  an  die 
Stelle  der  Gri>s8C  n  tritt.  Da  die  Grösse  n  zwi&ehcn  CJ  und  —  1 
liegt,  SU  iüt  die  Grösse  «+1  i)o«itiv,  und  daher  touvergirt  die 
Samme  der  q+l  ersten  Glieder  auf  der  icchtei»  Seite  von  (7) 
hei  wachsendem  q.  indt^m  ftir  dicso  Voraussetzung  die  Ciniveigenz 
der  Binomialreihc  feststeht.    Dna  auf  der  rcehtcu  Seite  vun  (7) 

hiu^uzuaddirciide Glied  (")-3''*'=(")(co8('!/  +  l)t/*+'8in(2+ I)»^') 
nähert  sieh  aber  in  sciuoiu  rcellcD  und  »einem  imaginUrcu  Theile 
der  Null,  weil  der  CoeilGciunt  (")  inFolpe  Ucsiiositiveu  Werlbes 

der  Grosse  m+1  diese  Eigenschall  hat.  Mithin  cunvergirt  die 
rechte  Seite  von  (7)  hei  wachsendem  q  gegen  eine  feste  Grenze. 
Die  linke  Seite  (l+4r)s^  hat  deslifilb  dieselbe  Eigenschaft,  nnd 
daraas  folgt  da»  gleiche  tUr  den  Factor  $^  hol  jedem  Werlhc 
des  Faetoi's  l+.r,  den  einzigen  Wcrth  Nnll  ausgenommen.  Der 
Factor  1  +s  wird  dann  und  imr  dann  gleieh  Null,  sobald  «=  —  1 
ist,  nnd  die  Erörterung  der  Gleichung  (4)  hat  ergeben,  das»  die 
Itinoniiairciho  ftir  diesen  Werth,  wofern  n  sich  zwischen  den 
Grenzen  0  und  —  1  befindet,  nicht  convcrgirt.  Demnach  ist  za 
erkennen,  dtiss  thr  redic  mul  der  imMjni('in-  Tlietl  Her  lieUic  (I), 
sobald  die  Grösse  ?i  fftvischeJi  dm  Grenzen  —  1  und  0  dntfcscJävs- 
scH  isf,  für  jedes  Ärgntnctit  x  +  yi^  cos  i}f  +  i  sin  i^  cotwo'i/irt, 
mU  Ausnahme  dvs  Ariptment'S  x  +  iy  =  —  I.  Die  Reihe  {!)  geht 
bei  der  Voraussetzung  n^=  ~  \  in  die  geometrische  Reihe  Über, 
•und  hat  dann  nicht  mehr  die  Eigenschaft  zn  convergiren,  wie 
in  §  98  erwähnt  ist. 

Für  die  in  (2)  des  §117  enthaltene  allgemeine  Darstellung 
der  Binomialreihc 


<larf  jcUt  das  liesultat  aan^esprocheu  werden,  dass  der  rccUe  und 
der  iinngiiiürc  Tbcil  je<lcafa1lft  convcrgtrco,  so  lange  der  Betrag  r 
kleiner  als  diu  Kinheit  iHt,  dasa  sie  fUr  den  Botrag  r=  1  und  tfir 
jeden  Werth  de»  Winkels  ifi  convergiren,  wenn  die  Grösse  n  einen 
|W8itivcn  Wcrtli  hat,  dass  sie  fllr  den  Betrag  r  «=  1  uud  Hlr  jeden 
Wcrtli  de»  Winkels  i/j  mit  Ausnahme  des  WertUes  ±  n  convcrprcn, 
wenn  die  Grösse  n  negativ  aber  nnmeriscb  kleiner  als  die  Einheit 
ist,  and  da«s  sie  ftlr  den  Betrag  r  =  l  nicht  convergircu,  wenn 
die  GrUssc  n  negativ  und  numerisch  grüsscr  als  die  Einheit  oder 
gleich  der  negativen  Einheit  int  Indem  man  nnn  den  reellen 
und  den  iniaginUrcn  Tlicil  der  Binnniialrciho  als  nach  den  po- 
sitiven PutcDzen  der  GrOsso  r  furtschreitende  Reihen  aaffaest, 
wird  der  in  §  108  in  Betreff  der  dortigen  Reihe  (4)  t)ewieBene 
Satz  anwendbar  und  Hlhrt  zu  der  Conscquenz,  dasss  der  rcdle 
und  der  »naginärc  TheÜ  der  Jünofiiialreihc  in  den  FäUai^  m 
tvelciusi  si€  für  den  Werth  r  =  l  eonvergiren ,  sUdige  t^mcHonm 
der  Grösse  r  sind  für  aih  unter  der  EtnheU  liegenden  Werthe 
der  (rrösse  r,  die  Einheit  sdhst  mU  eingeschlossen.  Die  für  den 
rccUen  und  deu  imaginären  Theil  der  Binomialroihc  unter  der 
Voraassetzung  r  <  I  abgeleiteten  Ausdrücke,  die  in  (22)  dee 
vorigen  §  enthalten  sind,  bleiben  aber,  wie  eine  noch  nachzo- 
bulende  Discuasion  zeigt,  unter  den  crwillmtcu  Bedingungen  cboo- 
TaUs  stetige  Functiunou  der  Variable  r,  wofern  der  Wcrth  r  der 
Einheit  gcnilhcrt  wird  und  diesen  Werth  erreicht  FolglitA 
wird  der  Wcrth  der  Dinomialreilie  in  allen  aufgeführten  FäÜenf 
in  welcfum  sie  convergirt,  durch  die  obige  Gleichung 

(8)         F{x  +  iy,n) 


__.g<»iofit^li+Vf+^ 


cos 


dargestellt. 


(«arc.6-|^)  +  i8i«(««c.e-»-)) 
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Hobald  der   imaginäre  Tlieil   des  Ar^nmcuts  x  +  ijf   vcr- 
Bcliwindet,  wird  auch  der  arctg     ^      gleich  Null,   die  Grösse 

I    T  tV 

V'(l  +  a;)'  +  y'  verwandelt  »ich  iodieGrüKBO  l^^Ö  +*)%  die  gleich 
dem  positireii  Wcrtbe  1  +  x  ist,  da  die  GröMe  x  Dunierisch 
nicht  über  die  Einheit  hinausgehen  darf,  nnd  der  Ausdruck 
^iog<i+/)  i^^^jj  durch  die  Potenz  (l+a:)"  ersetzt  werden.  Auf 
diese  Wcieo  entsteht  ftir  dns.  die  Einheit  nicht  öbertreffcndc 
Argument  x  die  folgende  Glcichnng,  in  welcher  statt  dcH  Zeichens 
F{x,  n)  die  Reihe  nelbKt  eingellthrt  ist, 

(9) 


i+-^x+'-^^x«+...  =  (i+xr. 


Di©  Reihe  drUckt  demnach  hier  die  mit  dem  beliebigen 
reellen  Exponenten  m  gchihicle  Potenz  des  Binoms  l+x  uus 
nnd  liefert  eine  Ansdehnung  des  fUr  positive  ganze  Exponenten 
geltenden  binomischen  LelirsatzeB,  woher  sie  den  Namen  der 
Biuomiaircibc  erhalten  hat. 

Wir  wollen  nicht  antcrlasscn,  an  dieser  Stelle  darauf  anf- 
nierkgam  zu  machen^  daes  die  Biuomialreibo  eine  dlrccto  LOsiing 
für  die  Fundamcntalaufgabe  der  Algebra  darbietet,  eine  beliebig 
hohe  WmtcI  atis  einer  gegebenen  Grösse  £u  hcutimmeu.  Wenn 
CS  Mich  tlarura  handelt,  aim  einer  reellen  ^'osiiiven  Gröss<:  A  die 
jtosilivc  Mtc  Wurecl  zu  Kiclien,  so  sei  E  die  kleinste  positive 

gauxe  Zahl,  fllr  welche  E  grösser  als  die  gegebene  Grösse  A 
ist  Dann  ergieht  die  Gleichung  j^^I  +  j;  filr  x  einen  ne- 
gativen unter  der  Einheit  liegenden  Wertb,  und  bei  der  Sub- 
stitution   H  =  -^-    wird   durch    die    Binomialrcihe    die   GrUsso 

n  1  t 

A  V  fi 

-£r==Cl  +  ^)    dargestellt,  mithin  ist  die  gesuchte  GriVase  A 

gleich   dem   Product   der  Grösse  E  in   die   Entwickclung  der 

\^ 

Potenz  (1  +:r)  .  Wenn  ferner  eint  Mtc  Wurscl  atts  einer  com- 
plexen  Grösse  (A  +  ilt)  gründen  tcerden  soll,  so  lässt  sich  die 


fBB 


Tolbttndiee  WcrthbMttminoti^  dur  fiinomtal reibe. 


GritsHc  A  nicht  gleich  Nol)  ist    Wir  machen  ddd  die  Voraus 
seUunp,  daiw  Ä  nicht  gleich  Null   und  ausserdem   uoch  positiv^ 
bei.    Die  Hv»tiuiu]uiig  eiuer  Micu  Wur/.ol   aus  der  vorgelegte 
complcscn  GrOsse  zerlUllt  dano  in  die  bcidcu  Aulgabeo,  die  po- 

A'+B* 


aitivc  3f  te  Wurael  aus  der  positivcu  Gri)88C 


A 


zu  bcgtiiQ- 
iB     i 


tuen,  und  eine  Mtß  Wurael  aus  der  complexeu  Grösse  1  +  . .  „ 

aufuisnehen.    Die  erste  Anfgabo  ist  eo  cbeu  bebaudelt  wordeiu, 

JB 
r—iB 


Giobt  man  der  Grösse  1  + 


die  GcHtalt  l  +x  +  iy, 


wird  j"  +  y'  s= 


mithin,  da  A  nicht  gleich  Null   ist, 


A*  +  B»' 
gleich  einer  unter  der  Einheit  liegenden  Ori^sse.    Wölem  jetxt 
in   der    Itinomialruibo   Fix  +  it/,n)    das    compicxc  Arguuienl 

a;  +  iy=--^-      subHlituirt  und  die  Grösse  »=  i»  geDominenJ 

wird,   8o  stellt  dieselbe  vermilge  der  obigen  Glcicbong  (8)  eine" 

iB 


bestimmte  Ü/lc  Wurtel  der  GrJJflse  l  +  -; 


dar.     Um   (Ui 


AT-iB 

die  VorauHHützung,  dasti  in  der  gegebenen  comploxcn  GrOsse 
A  +  iJB  der  Wcrth  A  negativ  oder  gleich  Null  sei,  das  cnl- 
spruchendc  /u  leisten  und  aurh  nni  in  jedem  Falle  die  sämmt- 
lichenil/ttn  Wurzeln  der  gegebenen  Grttsso  darzustellen,  genfigt 
vermöge   einer   iu  §  iO  angestellten  Grttrtcruug  die  Benutzung 

1 


* 


der  Hinoniial reihe   Itlr  die  Wcrtbe  a;  +  ty=  l  +  i,  n= 


M' 


arctg  1  gleich     ,  und  deshalb  nach  der  gegebenen  ßestinunung  die 
Function  F^l-i-i,  -l)  =  (V^y  H4^+'«'"4^)  *«^ 


§  ISO.    Reib«   snr  Darttellanf^   der  Fnnotionen  Iioerarlthmvi 
und  Aroufl  tangpentlj. 

Itei  d^  Untere ucliung  der  Biuomialreihe  ist  iu  £  Hd 
der  rechten  tioitu  der  GIciebuug  (12)  eine  Keibe  li«rvurgetreteivJ 
die  ebenfalls  zu  den  (Jrnndreihcn  der  Analysis  geh^irt.    Sie  bat, 
wenn  z  statt  j:  +  ly  gesetzt  wird,  ilic  Gestalt 
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0) 


-M^--(-^rf^ 


und  C8  ist  an  jener  Stelle  ausgcsiiroeheii ,  dass  sie  convergirt, 
80  Ian{?c  der  ahsolnto  Iktrag  r  des  Argmiient»  *  —  x  +  ty  kleiner 
als  die  Einholt  ist,  und  aladann  eine  stetig  Function  des  Ar- 
^mcutä  e  anstlrltckt.  Dureli  lietraclituu^'u,  wie  sie  in  §  117 
Über  die  Ilinotnialreihc.  angestellt  sind,  crliellt  aus  dem  Um- 
stände, das«  der  Quotient  jcsdes  Coefficienten  dureli  den  vorher- 
gokendeu  iu  der  Keihu  (!)  abgesebcii  von  dem  Vorzeichen  sich 
der  Einheit  nähert,  die  Hiclitlgkeit  des  Ikliaiiptctcn  uudxuglcleh 
die  Thau^ache,  da»8  weder  der  reelle  noch  der  ima^^initrc  Thcil 
der  Reihe  (I)  convergirt,  sobald  der  Betrog  r  des  Ar^mcnts 
s  grJlsscr  als  die  Einheit  ist.  Die  Verbindun^j  der  Gleichungen 
(18)  und  (20)  des  g  118  liefert  /.öKleieb  für  ein  Argument  x^-xy, 
de»Rcn  Betrag  r  unter  der  Einheit  liegt,  die  Werthbest'mtmumj 
der  7lci}ic 


(2)  x+iy 


(x+i,v)'      (:r+^»V 


+ 


+..=l06 


l+x* 


wo  die  Function  Arcus  tangentia  zwischen  dcu  Grenzen  — -j- 

und  +  —  genommen  werden  niuss.  Wir  heben  jetzt  die  beiden 

Kcihcu  hcraut),  welehe  etueui  reellen  und  eiucuj  rein  iumgiuürun 
.\rgunieut  entsprechen.  E»  m\  /.itcrst  ^  ==  0,  mithin  vermüge 
der  Bedingung  i  <  1  die  reelle  Grösse  x  zwischen  —  1  und  +  1 
enthalten,  so  wird,  wie  IrUhcr  bemerkt,  1/(1 +2;)' gleich  der  po- 
sitiven OrcJäöe  I  +  x,  der  imaginäre  Tlieil   der  Reihe    nud  die 

Function  arctg  -  v—  verschwinden,   and  man  erhält  die  Dar- 

Stellung  der  Function  log  1  -i-  x  durch  die  Reihe 

(3) 


log(l+x)  =  a;-y  +  ~  +  ... 


Wenn  dagegen  x^^Q  gesetzt  wird,  so  muss  wegen  der  Bedin- 
gung r<H  die  reelle  Gr5sHe  if  /.wischen  den  Grenzen  —  l  nnd 
+  1  enthalten  sein,  der  reelle  Thcil  der  Reihe  wird  gleich  der 
Function  log  Vi  -f  y",  und  der  imaginäre  Thcil  der  Reihe,  von 

dem  Factor  »  beircit,  gleich   der  ewischen  den  Grenzen  ■ — =- 
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und  +  -^  za  nelmiemlcn  Function   arctg  y.     Die  GleicbseUang 

der  reellen  llcütauUtbcilc  tiriugt  ciu  Itcsultat,  das  nchon  in  der 
Gleichung  (3)  enthalten  iat,  die  Gleicbsotzung  der  reio  inw- 
);tnärcD  Bcstandtlicilc  liefert  dagegen  die  Darstellung  der  Funeiiim 
arctg  y  vcrmügc  der  ICcUic 

(4) 


arctg  y  =  y  —  ^  +  ^ 


3         5 

Die  Beibc,  durcb  wolcbo  in  (3)  fUr  ein  rcclIcB  Argomcnt  x  die 
Function  log  (1+x)  aoRgedrtlrkt  ist,  wird  die  logarühmische 
7i»^M;  genannt,  nnd  derHelbc  Name  auch  auf  die  ebenso  gebildete 
Bcibc  (1)  Übertragen,  bei  der  das  Argument  ^  gicicb  einer  com- 
jtlexeu  GrösKc  x  +  iy  ist. 

Noch  fehlt  die  KrHrtcning  der  Convergcnx  der  Reibe  (I) 
ftlr  diejenigen  Wcrtlic  des  Arguments,  bei  denen  der  Betrag  r 
gleich  der  Einheit,  altt«  x  +  iy  =  coBiff +i  &ln^|  ist    Wenn  die 

buiitmo  der  q  ersten  Glieder  von  (1)  mit  s,  be^oichnet  wird 
(6)  -  -        2»  _ 


^=^-T-T*-^t-irf 


BO  crgicbt  die  Mnitiplication  mit  dem  Factor  1  +ir  die  Glcichoiig, 

\    7  —  1  ,3        / 


(-1) 


f-l 


-9+» 


Die  Cocfficicnten  der  Potenaen  der  Grösse  s 
bis  Kar  ^len  eiu^cbliesslicb  haben  die  Werthe 

4' 


von   der   ersten 


1   x-1  _1  +  1  A- 


(-0'""^.<-i)'^' 


2       3'  3        4''      g— 1  q 

bei  denen  Ton  dem  zweiten  an  die  Vorzeichen  regelmässig  ab- 
wechseln. Die  absoluten  Wertbe  der  auf  einander  folgenden 
Cocl'fieienten  sind  mithin 

11111^        _1 l_ 

i'  ■  •  •  q—l 


1.    1  — -:r.   ^  — ^.     :^  — 


2*   a       3*   8       1'       q—l       q 

Die  Summe  der  letztem  ist  gleich  2 uikI  convcrgirt  deshalb 

bei  wachsendem  q  gegen  eine  feste  Grenze.  Folglich  conver-l 
giren  aus  früher  cutwickelten  Grtlndcn  auch  der  reelle  und  der] 
imaginäre  Thcil  der  Summe 


9  9 

nähert  eicfa  aber  bei  wncbsendem  q  der  NalJ,  so  ilass  die  rocht« 
Seite  von  (6)  bei  wachBcndem  q  ^egen  einen  festen  Orcnzwertb 
coDvorgiren  muss.  Hieraus  ist  dann  wie  im  vorigen  §  zn 
seil li essen ,  (lass  die  Suiuiue  s^  sieh  einem  festen  Grcnzwerthe 
nähert,  sobald  <ler  Faofor  1  +e  einen  von  der  Null  vcr»chiedcooa 
Werlli  hat.    F«r  den  Wertb  «  =  —  I,  welcher  diese  Ansnabmo 

1       1            1 
conätitmrt,  wird  s  =  —  1  —  o— ^•■- 1 

negativ  geuouiineni;D  Wertbe  der  Summe  der  Teciprol(.eu  Wcrtbe 

der  natfirlichcn  Zahlen,  deren  Betrag  nach  g  105  (tir  ein  wach- 

sendcB  q  jede  Grögi^e  11  herschreitet.     Es  ergiebt  sich  also,  dass 

die  Reihe  (1)  in  ihrrm  rcelhn  nnd   ihrem    inuußnt'iren  ThrÜc  für 

jedes  Arf/ument  e  ==  x+iy  ^  cos  tfi+i  sin  tp  convetgiri^  dm  Werfh 

8  ^  cost/'  4-  i  sin  \p^  —  1,  }m  dntn  der  intierhalb  oiner  Kreisperi- 

pfuyric  angmonmicne  WinJcel  tp  gleich  ±  n  ist,  attsr/cnotnmen. 

Sobald     in    der    logarithmi»^cben    Reihe    das    Argument 

x  +  iy  =  r(eos  i/r-fi  sin  vO  snbstitairt  wird,  so   erscheinen   der 

reelle  nnd  der  imaginäre  Thoil,  wie  folgt, 

r*  r'  _ 

(7)  r  cos  ip  — ^  cos  2  i/j  +  -j-  ein  3  i/;  + . . 

/      .               r*      .  r'  _      \ 

+  tlr9iai/' g-  Hiu2ip  +  -^HiaSip  +.  ..\. 

Jeder  von  beiden  bildet  eine  nach  den  positiven  Potenzen 
der  Grösse  r  geordnete  Reihe,  die  convergirt,  wofern  die  posi- 
tive OrOssc  r  unter  der  Kinheit  liegt,  und  die  für  jeden  inner- 
hiüb  einer  Kreisperipherie  liegenden  Wertb  des  Winkels  i/»,  mit 
Ansnahme  des  Werthes  ±.-t,  auch  bei  der  Voraussetzung  r=sl 
convergirt.  Nach  einem  im  vorigen  §  benutzten  Satze  des  §  108 
sind  daher  der  reelle  tmd  der  intaginarc  TheU  der  Ingnrithtniscfieti 
Beihe  stäiffe  Futietitmm  der  Grösse  r  ßtr  r<z\,  die  mit  (kr  he- 
xeitfmeten  AttsnaJtwe  nocJt  stetig  bleiben^  ufctm  die  Grösse  r  bei 
sMiger  Annüftcrung  den  Grerunoertk  der  positiven   I'lmhMt  er- 
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rricht.  Es  kommt  jetzt  daraol'  ao,  zu  erkennen,  ob  der  anf  der 
rccliten  Seite  der  Gleiehung  (2)  (tir  den  reellen  und  den  iina- 
f^närcu  Thcil  der  logarithmischen  Reibe  bei  der  Ann&hme  r<:l 
abgeleitete  Aasdmck  sieb  ebenfalls  bei  dem  Ucbcrgaago  za  d< 
Werthe  r—  1  stetig  verhalten.  Wenn  dies  nämlich  der  Fall  ii 
80  besteht  die  Gleichung  (2)  anch  ftlr  die  VoraQSSCtzung  r  = 
Die  Faacdoa  log  u  ist  eine  stetige  Funetion  des  positivco. 
Arguments  u.     Denn    wofern   u  +  A:>u>>0   ist,  so   gilt   nach 

8  102  die  Gleichnng  log  («  +  *)— log  tt=log  iIH — j;    der  Lo- 

garitbmos  der  die  Einheit  UborircfTenden  Grösse  —  ist  [Ktsiliv, 
mu88  aber  Rlr  einen  abnehmenden  Wertb  der  GHiflse  h  beliebig 
klein  werden.    Denn  sei  log|l4-    \=x,  so  ist  e'=  1+    ,  an- j 

drerseFts  rImt  folgt  atts(U)  des  §114,  dass  e  =1  +T  +  r^  + 

1      I  •  z 

mithin  fUr  jedes  positive  x  grösser  als  der  Wertb  1+2:  istt] 

Die  Function  arctg  t;  ist  vcnnrige 

einer  am  Schlüsse  des  §  104  gemachten  llemerknog,  sobald  itiei 

cingc- 

sehrUnkt  wird,  eine  stetige  Fnnctinn  ihres  von  einem  beliebig 
grossen  negativen  Wcrtlie  bis  zu  einem  beliebig  grossen  positiven 
Werthe  anazudebnenden  Argumci>ts  v.  Nun  gebt  die  rechte 
Seite  der  Gleichung  (2),  sobald  x+iy^r  (cos  tp+iein  \}f)  gesetzt 
wird,  in  den  Atudruek 

(8)        log  K(  1  •+- r  cos  v)'  +  *•*  sin'  V  +  *  arctg     ^^in  V 


wetihalh  x<.~-  sein  mnss. 

H 


auf  den  Bereich  zwischco  den  Grenzen  —  ^  und  +^ 


1  +  r  ooB  V 

Ober.  Der  Winkel  v^  der  innerhalb  einer  Kreisperipherie  ein- 
deutig bestimmt  ist,  möge  so  gewählt  sein,  ^ass  er  zwischen  I 
den  Grenzen  — .'.  nnd  -t-;-c  lie^gt;  diese  Grenzen  sdb&t  sind 
gegenwärtig  aas  dem  erwähnten  Grunde  von  der  ßetracblnng 
aiisy.nschlieBS0D.  Alsdann  kann  der  Ausdruck  l+rcosi/'  nicbt 
gleich  Null  worden;  bei  der  Annäherung  der  GrlVssc  r  an  die 
Einheit  verwandelt  sieh  die  nntor  dem  Zeichen  des  Logarithoiiu 
befiiidliebc  Grusse  stetig   in   den   von  der  Null  vorschicdonen 


tati}!;entiH  Htefacnde  Griissc  stetig  in  den  Wcrth  - 


Weil  aber  die  Function  Arcus  tangenUs  in  dem  Intervall 


zwischen  —  »  ntid  +  -  {!;enomnien  werden  soll,  und  gleichzctti{; 


der  nngcn  -'  nach  der  Voraassetzung  zwischen  —  J  und   +~ 


fiillt,  so  ißt  der  Werth  arctg 


I  gleirli  dem  Bogen  ^  selbst. 


Die  rechte  Seite  der  Glcichunp;  (2)  convcrgirt  daher,  In- 
dem die  Gri)Bse»-  in  däe  Kinheit  übci^ht,  cbenfallR  Btctig  pegen 

den  Werth  log  1/2  -i-  2  cos  i/*  +  i  |^,  und  wir  haben  jetzt  den 

vollständigen  Beweis  geliefert,  dass  der  letztere  für  jeden  Werth 
des  \VinkelK  i/^  zwischen  — .t  und  +/i  mit  Ausschluss  der 
Grenzen  die  Snmmo  der  Reihe  (7)  hei  der  Aniinhiuo  r=\  aiu- 
drUckl.    So  entsteht  die  Gleichung 

(9)  C08  *^— -ft  COB  2  V+-  -ö  C08  31/»+... 

+  » I  siu  tff~  -^  sin  2  ^  +  ^  «in  3  I|(j  +  . . .  ) 

=  log  V2  +  2  CO8  tfi  +  »  ^  • 

Die  Berechtigung,  In  der  GleLchang(2)  die  complcxe  Ot-üsHc 
x+iy  so  r.n  wählen,  dnss  y  j:*  +  y' ^  1  ist,  wofcm  nur  nicht 
a:  + » y  =  ~  !  ist,  hat  zur  Folge,  dass  ein  reeller  Werth  dea 
Arguments  zwar  gleich  +1,  »bor  nicht  =—  I  genommen  wer- 
den darf,  wUäirend  ftlr  einen  rein  iniaiginHren  Werth  des  Argm- 
incntA  +  i  nud  —  t  gestattet  sind.  Oiircli  die  Suhstiltitlon 
a:  =:  +  1  entsteht  aus  der  Gleichung  (Ö),  die  sich  auf  die  Fuuc- 
tiou  log  (I  +  X)  bezieht,  daH  Uesultat 


(10) 


>og2=l-^  +  |-i±... 


Tangente  vom  Iktra^c  der  Einheit  zwischen  den  Grenzen  — 
and  -f  ^  der  Bogen  -    gehKit,    die    Folgende    Darstdluna    df»] 


4  8        5        7  — 

Die  vorliegende  licihe   rUbrt  ron  laeibnUe  her  nnd   trird 
Dftch  ihm  die  LdbniWitrJui  ItMhe  gcoanDt. 

Diu  GlcichnnR  (9)  /erilUlt  durch  die  Trennung  des  Rcclleo  \ 
und  des  luagioärcn  in  die  beiden  Gleiehnngeii 

(12)      log  1/2  +  2  006  V  =  C08  t/'^i  CÖB  2  t//+"  008  3  VT-..* 


(13) 


V 


=  sin  t//— 2  sin  2  i^+-  sin  Si^^..., 


die  nach  ihrer  Alilcitung  Hlr  alte  Werthe  de«  Winkels  t/'  Kwischeii ! 
den  Grenzen  — n  and  +ffl  gelten,  diese  Grenzen  selbst  atuge- 
scLIoHsen. 

Es  ist  nan   von  Bedcutnng,   zu  cnuitlcln,   was  ans  der 
Suromc   der  g  ersten  Glieder  der  einen  und  der  andern  ileihe 
wird,  sobald  der  Winkel  ^fi  den  Werth  +  7t  mler  — n  annimmt. 
Die  Griissen  cos  if>,  cos  2  tfi,  cos  3 1/?,  . .  cos  g  t//  erhalten  dann  ab-] 
wechselnd  die  Wcrthc  1,-1,   und  die  Snmnic  der  q  ereteul 
Glieder  der  ersten  Ucihc  wird,  wie  schon  oben  bemerkt,  gleich  | 

der  Summe  — (*"*"2'*"  3  "*"'"*")•  ^^^^^  absoluter  Wc 

mit  wachsendem  q  tiber  jedes  Mass  hinanswächst.  Dagegoi 
werden  die  Gritsscu  sin  t;>,  sin  2  i/^,  sin  3  t/', . .  sin  q  t/'  fttr  den'^ 
Werth  ifr^  n  oder  —  rc  sUmmtlich  gleich  der  Nnll,  weshalb  die 
•Snntme  der  q  ersten  Glieder  der  zweiten  Kcihe  vcrsebwindct, 
welchen  bcßtinmiton Werth  mau  der  Zahlt;  auch  beilegen  loTigo*' 
Die  zweite  licihe  zeigt  also  die  anfiallende  Erscheinung,  daw 
ihre  unendlich  ansgedehnte  Summe,  wenn«  eine  bestimmte  aber 
beliebig  kleine  positive  Grösse  bedentct,  fUr  dasAi^ment'-r— « 
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den  Wenh  -^  («  —  *),  lUr  das  Argument   —  jt  +  s  den  Wertli 

—  (—n  +  e)  dnrstetlt,  dagegen  fflr  das  Argument  ?r  oder  —  ?ir 
der  Null  gleich  wird.  Die  Differenz  dcrWerthe  der  .Samme  ftlr 
die  Argtmientc  tt  —  i  und  ;t.  beträgt  ^  (« —  «),  für  die  Argu- 
mente —  7f  +  «  nnd  .1  den  Werth  -(—«  +  *).  Somit  wird  die 

Differcuz  der  Wcrtbe  der  Hnmme  in  keinem  der  beiden  Fälle 
flir  eiac  beliebige  kleine  Uifferenz  der  Argumente  selbst  beliebig 
klein,  und  erfahrt  daher  in  beiden  Fällen  eine  ünterhrechunif  der 

St€tigkeil. 

Der   gelieferte    Nachweis,    diiss   sowohl   die  FuDction 

lOÄ  l/(l  +  rco8  t/')'+r'  sin"  i/'  wie  die  Function  arctg  — - —  ^~ 
^  ^ '  1 4-  r  L'os  «* 

fllr  alle  zwischen  —  n  und  ,•+ /t  genommenen  Werthe  des  Winkels 
t/f  mit  Ausnahme  von  n  oder  — ?r  sich  stetig  Hndern,  wenn  die  posi- 
tive Grösse  r  wachsend  sich  der  Einheit  nähert  und  ihr  gleicb 
wird,  BchliesHt  vermüge  <ier  Stetigkeit  der  KxpoucQtialfunctiou  mit 
reellem  Argument  un<l  der  Stetigkeit  der  trigonometriBchen  Func- 
tionen Sinns  mul  Cosinus  aucli  den  Nachweis  in  sieh,  dass  die 
rechte  Seite  der  Gleichung  (S)  des  vorigen  §  unter  derselben 
Voraussetzung  sich  cbcnlalls  stetig  ändert,  sobald  die  Grösse  r 
in  die  Einheit  Übergeht.  Bei  der  itlr  die  Hinomialreibe  ausza- 
filhrenden  VVerthbestimtimng,  auf  welche  sich  die  erwähnte 
Gleichung  (8)  des  vorigen  S  bezieht,  ist  filr  die  Werthe  der 
Grösse«,  die  zwischen  —  1  undn  liegen,  der  Werth  x+iy  =  — 1, 
mithin  bei  ri=  1  der  Werth  tif=  ±n  ebenfaUa  ausgeschlos- 
sen worden.  Fltr  pnaitive  Werthe  der  Grüsse  «  darf  da- 
gegen x+iy^  —  l,  nnd  deragemäss  für  den  Winkel  (/j  =  +,« 
die  GrUsse  r  gleich  der  Einheit  werden,  und  es  bleibt  notfa- 
wcndig,  fltr  diesen  Fall  die  Stetigkeit  des  betreffenden  Aus- 
druckes besonders  zu  begründen.     Zu    diesem  Zwecke  ersetzen 

wir  die  Exponentialfunction  c"'***  o  +  ^r  +  i^  durch  den  ihr  glei- 
chen Anßdrnck  {l/(l -fail'+y')  ,  und  erhalten  statt  der  mehr- 
fach aiigeftlhrten  Gleichung  die  Gleichung 

Upieliltt,  AuIt^i.  S8 


6d4       Diirst«lluDg  der  FuQCtioa«a  Logarithmus  und  Arougtangiciiti».  $  li 

ZuoUübat  Ut  (Ur  r<:  1  die  coiuplexe  Grusle  jc+iy  gleich' 
f  (cos  i/'  +  i'sin  1/0  zu  seUeo;  bei  dem  WertUe  i^=7f  oder  —  ;t 

wird  cos  ip  = — 1,  sin  «^»  =  0,  das  Argameul  ~"^i  ■  "° 

erhält  einen  von  Null  verachiedeneu  Nenner  nnd  einen  rerschvrin- 
denden  Zühlcr,  weshalb  dä»»elbc  ver^cbwiudet  uud  mit  ihm  der 


Arcuis  tangcntis 


\  +  x 


Die   reckte  Seite  der  Glcicbung  (14j 


geht  daher  in  den  Worth  (V^(l  — f)")  ^(I— r)    ober,  nnd  coii- 
vcrgirt,  weil  n  eine  positive  Qi-flsse  bedeutet,    iodein  r  «ich  der 
Einheit  nUhert,  stetig  gegen  den  Wertb  Null.    Die  rechte  Seite 
der  Gleichung  (8)  im  vorigen  %  Undert  sieh  also  unter  den  dort 
bezeichneten  Vorauäsetxangeu  bei  dem  Uebergange  der  (trösse  r 
in  die  Einheit  stetig,  wie  an  jener  .Stelle  behauptet  worden  war. 
Die  Uulcrsuehnng  der  Kxpoucntiaircihe,  der  ßiuomtalreibe 
nnd  der  logaritbuii sehen  Kclbc  ist  jetzt  zu  Ende  geRlhrt.      In 
diesen  drei  Reihen  werden  durch  die  Anwendung  eine-s  Argu* 
meuts,   da»  gleieh  einer  complesen  GrOsse  ist,  die  Reilien  iwi 
snmmengcfasst,  welche  nach  einander  für  die  Diirätellung  einer 
beliebigen  Potenx  eines  reellen  Binoms,  lUr  die  Darätclluiig  der 
Ksponentiall'unetion,  der  trigonometrischcu  Function  äiuim  und 
Cofninus,   der   Functionen  Logarithmu»   und  Areiut  taugentts  g« 
funden  worden  sind.      Wahrend  die  Bestimmung   einer  Grösse^ 
als  Grenzwcrth  einer  uucudlichcu  Summe  das  Gebiet  der  Alge-^ 
bra  Überschreitet,   gehört  das  zu  der  Zusammenfassung  der  er- 
wähnten ciuzelnen  Reihen  dienende  Mittel,   der  Gebrauch  einer 
comiilexen  Grosse,   unzweifelhaft  der   Algebra   au.     Auch    die, 
Ornndaufgabe  der  Algebra,  die  Wurzeln  einer  reinen  Glcicba[ 
von  einem  beliebig  hnhcn  Grade  aufzusuchen,  ist  auf  direuteml 
Wege  durch  die  Binnmialreihe  gelöst  worden,  und  findet  daher^ 
durch  ein  Verfahren  seine  Erledigung,  das  llher  da»  Gebiet  der_ 
Algebra  hinaus  reicht. 
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